Chapitre 17

Dérivées successives - Formules de Taylor
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1 Dérivées successives

1.1 Définitions

Définition 1. (Dérivée n-ieme d’une fonction)
Soit f une fonction définie sur I. Pour n € N, on dit que f est n fois dérivable sur [ si :

e f est dérivable sur [
o [ est dérivable sur I

n — 1 fois
noo -
o f est dérivable sur I.

On note alors :

Remarque. On a en particulier f(*) = f et f(1) = f/

Exemple 1.
Si on pose f = exp, alors pour tout n € N, la fonction f est n fois dérivable sur R et f(”) = f.

Définition 2. (Fonction de classe ¢")
Soit n € N.

e On dit que f est de classe € sur I si elle est n fois dérivable sur I et si f(") est continue sur I. On note
¢"(I) I'ensemble des fonctions de classe " sur I.

e On dit que f est de classe €°° si elle est indéfiniment dérivable sur I.

Remarque.
e f est de classe € sur I ssi f est continue sur I.
o f est de classe €' sur I ssi f est dérivable sur I et f’ est continue sur I.
e f est de classe €2 sur I ssi f est deux fois dérivable sur I et f” est continue sur I.

e etc.

Remarque.

1. €°(I) est donc I'ensemble des fonctions continues sur I.
Et plutot que d'écrire « f est continue sur I, on peut écrire f € %O(I) »

2. €'(I) est donc I'ensemble des fonctions dérivables sur I dont la dérivée est continue sur I.
Attention : Ecrire « f € €°(I) » ne signifie pas exactement « f est dérivable sur I » !

(%) : minimum vital | (%) : au programme | (%Y%) : Pour les Experts ECS1 - Mathématiques



4 Dérivées successives - Formules de Taylor

Remarque.
e Sip<n,¢°I)CeE"(I) cE’).

e Une fonction est de classe € sur I si et seulement si pour tout n € N elle est de classe € sur I.
Autrement dit :
(1) = ﬂ ¢"(I).

neN

Proposition 1. (Fonctions usuelles) (admis)
1. exp € €°(R).
2. Vn e N, z— 2" € €°(R).
3. Vn e Z*, x — z" € €°°(R"). En particulier : x — % € ¢€°°(R").
4. In € €°([RY).
5. cos € €°°(R) et sin € € (R).

6. tan € €% (R\ {(2k + 1)%,1{ € Z}) et Arctan € ¥°(R).

Exercice de cours 1. Calclus de dérivées n-ieme.
Pour chaque fonction usuelle ci-dessous, exprimer sa dérivée n-iéme pour n € N quelconque :

1. f =exp.
2. g:x+— 2" avec r € N*

3. h:zw—z%aveca € R\ N.

. 1
4. 1.0 +— —.
T

Remarque. Retour sur le changement de variable dans une intégrale et sur les IPP

Pour étre licite, un changement de variable doit étre de classe €' Autrement dit, lorsqu’on pose u = ¢(t), il
faut bien préciser et justifier que ¢ est de classe €.

De méme dans une IPP, les fonctions u et v doivent &tre de classe €.

Proposition 2. (Dérivée n + 1-ieme d’un polynéme de degré n)
Soit f une fonction polyndmiale de degré n, alors f("+1) =0.
Et plus généralement, Vk > n + 1, f(k) = 0.
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1.2 Opérations et formules de Leibniz

Proposition 3. (Dérivées successives et opérations)
Soient f et g deux fonctions n fois dérivables sur un intervalle I et soit A € R. Alors : On a alors :

1. \f et f + g sont n-fois dérivables sur I et on a:

AN = et (fg)™ =0 4 g™

2. fg est n-fois dérivable sur I et on a:

Formule de Leibniz : (n) — K (k) ,(n—k)
(f9) kzzo <k>f g

1
3. si g ne s'annule pas sur I, — et i sont n fois dérivable sur I.
g

Proposition 4. (Opérations sur les fonctions de classe ") (admis)
Si f et g deux fonctions de classe €™ (resp. €°°) sur un intervalle I, alors A\f, f + g et fg sont de classe "
(resp. €°°) sur I.

1
Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors — et S sont de classe € (resp. €°°) sur 1.
g g

Proposition 5. (¢"(I) et €°°(I) sont de sev) (admis)

€™ (I) et €>(I) sont des sous-espaces vectoriels de R’.

Proposition 6. (Composition de fonctions de classe ¢") (admis)
Soient f de classe € (resp. €°°) sur I et g de classe € (resp. €°°) sur J tel que f(I) C J,
alors g o f est de classe " (resp. €°°) sur I.

Remarque. |l n'y a pas de formule pour calculer la dérivée n-ieme d'un quotient ou d’'une composée. Dans ce
cas, la seule méthode a votre disposition est le raisonnement par récurrence. Mais pour cel3, il vous faut la forme
générale de la dérivée n-iéme. Si on ne vous la donne pas, c'est soit qu'il y a un "truc" (comme dans I'exercice 3
de la FE17), soit qu'on peut la deviner facilement en calculant f/, f”, etc..

Exercice de cours 2. Application de la formule de Leibniz
Montrer que la fonction f : z > (14 z + 22)e ™™ est de classe "> sur R et déterminer f(,
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2 Formules de Taylor

2.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme 7. (Formule de Taylor avec reste intégral)
Soit f € €™ sur un intervalle I. Alors pour tout a,z € I,

g ™(q @—tr
f(@) = f(a) + f’(a)(:c —a)+ fz(! )(w — )Pk f +/ t FO @) de
= Z = ) (o a4 = ;.t)"ﬂ"“)(t) dt

Cas particulier a connaitre : formule avec reste intégrale en 0. Si 0 € I :

" (n) T _ A\
veel, ﬂ@:f@+fmm+fﬁkﬁhu+f(mw+4££#lﬂ“Wn&

n!

-> 5 g [ e a

n!

Exercice de cours 3.
1. Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral en 0 a I'ordre 3 puis 4 pour la fonction sin.

2. En déduire que :

3 3 x°

‘v’a:e[];r x—€<s1nx<x—€—|—m

ECS1 - Mathématiques (¥) : minimum vital | (%¥¢) : au programme | (¥¢%v¢) : Pour les Experts



Dérivées successives - Formules de Taylor 7

2.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoreme 8. (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Soit f une fonction de classe €™ sur un intervalle I, a,b € I et M un majorant de ‘f(”ﬂ)‘ sur [a,b] (ou

[b,a]). On a:

n f(k)(a) M’b _ a’nJrl
'f(b)_kz:% Kl (b_a)k EW

Cas particulier a connaitre, si 0 € I, si z € I et que M un majorant de ‘f("H)‘ sur [0,z] (ou [z,0] On a : :

Vo e I, ‘f(x)—sz(o)xk Sm.

Exercice de cours 4. On pose f = exp.
Soit z € R.

1. Déterminer, si x > 0 un majorant de ‘f(”ﬂ)(t)‘ sur [0, ] et, si x < 0 un majorant de ‘f("ﬂ)(t)‘
sur [z, 0]

2. En déduire que, ngrfooz_%ﬁ =e

T

2.3 Formule de Taylor pour les polyn6mes

Théoréme 9. (Formule de Taylor pour les polynémes)
Soit n € N et P un polynome de degré au plus n. Alors pour tout a,z € R,

"(q (n) a
Va,z € R, P(x)= P(a)+ P'(a)(z —a)+ P2(! )(:L’—a)2+...+ P n!( )(w—a)"
" P®)(q
— Z k'( ) z—a)k
k=0

Autrement dit :
(1, (X —a), (X —a)?,..., (X — a)”) est une base de R,,[X] dans laquelle les coordonnées d'un polynéme P

@) (q ™) (q
sont : (P(a),P’(a), P 2( >,...,P n!( ))

Cette base est appelée "base de Taylor en a de R, [X]".

Exercice de cours 5.
Exprimer le polyndme X% +5X3 4+ 2X2 — 1 en fonction de (X + 2)¥ pour 0 < k < 4.
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