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Feuille d’exercices n°19 - Séries

Exercice 1.
Déterminer la nature des séries numériques suivantes et, lorsque c’est possible, leur somme.
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Exercice 2.
Déterminer la nature des séries suivantes et, en cas de convergence, déterminer leur somme :
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Exercice 3.

Prouver que les séries ci-dessous convergent et déterminer leur somme.
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Exercice 4.
Déterminer la nature des séries suivantes.
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Exercice 5. Pour s’entrainer
Déterminer la nature des séries suivantes.
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Exercice 6 . Pour devenir un.e as du calcul des séries « calculables ».
Justifier la convergence des séries suivantes et calculer leur somme (pour k € N fixé et z € RY ) :
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Exercice 7 .
1

n(n+1)(n+2)
1 _a n b N c
nn+1)(n+2) n n+l n+2

On s’intéresse a la série de terme général u,, = (n € N*).

1. Déterminer (a,b,c) € R? tel que :  ¥n € N*,

2. En remarquant un télescopage, montrer que la série E u, converge et calculer sa somme.
nzl

Exercice 8.

Soit a €]0,1[ et (uy,) la suite définie paru, = a et :
vneN, u,y =u, —u
Montrer que (u,,) décroit vers 0.

Montrer que la série Y, u2 converge et calculer sa somme.
Un+1
Un

En déduire que la série de terme général ), u,, diverge .

Montrer que la série de terme général In ( ) diverge.

A S

Exercice 9 . Série harmonique alternée.
n

n
,pour tout n > 1. Onnote S, = Y _ uy.
=1

SOI'[ Up =

1. Montrer que la suite (S2,) est une suite décroissante.
2. Montrer que la suite (S2,+1) est une suite croissante.

3. Montrer que les suites (S2,) et (S2,,+1) sont adjacentes. En déduire que la série Z u, converge.
neN*

Exercice 10 . Généralisation : critére spécial des séries alternées.

1. Soit f une fonction de R, dans R, décroissante et tendant vers 0.
Montrer que la série Z{— 1)" f(n) converge.
On s’inspirera de I'exercice précédent.

2. Applications :
-1 n+l
converge mais ne converge pas absolument.

(a) Redémontrer que )

-1 n+1

(b) Soit0 < a < 1. Montrer que ) converge mais ne converge pas absolument.

na
(=)™

(c) Montrer que ) converge mais ne converge pas absolument.

Inn

(d) Etudier la nature de ¥ sin =

Exercice 11 . Comparaison série- intégrale
Soit f une fonction définie et décroissante sur un intervalle [y, +[ ol n, € N. On va étudier la série }; f (n)
On pose, pour toutn = ng :

Sn = ;Of(m et I, = f £ dt

1. Reprendre la démonstration de la convergence des séries de Riemann pour prouver que (S,,) et (I,;) sont de
méme nature.
2. Application :

, . 1
a. Déterminer la nature de ——.
nlnn

. , . 1
b. Soit « > 0. Déterminer selon la valeur de « la nature de ———.
n(na)®
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Exercice 12.
Pour n €N, on pose u,, = f ! (tan(1)" dt.
0

1. Calculer ug et u;.

2. Montrer que la suite (u,,) ,eny €st décroissante.

3. Calculer uys2 + up.

4. Montrer que, en utilisant les deux questions précédentes, que pour n = 2,

1 1
ST SUnS o—-
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5. En déduire un équivalent de u,,.

. . . L. Up
6. Déterminer, suivant la valeur de a € R, la nature de la série Z —

nel* n“

Exercice 13 . Série géométrique primitivée
1) Montrer que, pour tout n € N* et z € [—1,1],

n—
T

k+1 T m
:,111(1,I),/ dt.
k+1 o 1—t

1
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2) a) Montrer que

@ g Lt
vz € [0,1] fﬂ litdt'g(liz)(nJrl).
b) Montrer que
Vo € [-1,0], /Ox 1tjtdt' < (;If:l.

n
3) En déduire que, pour tout = € [—1,1], Z T converge et que sa somme est —In(1 — x).
n
nz=1



