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Exercice 10.

__On appelle « hyperplan » d’un espace vectoriel E de dimension n tout sous-espace vectoriel de E de dimension
—n-—1.

1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et H et H, deux hyperplans distincts de E. Démontrer que :

2. En déduire que I'intersection de deux plans vectoriels distincts de R* est une droite vectorielle.
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— Exercice 17 . Polyndmes de Lagrange.
~__Soitn € N*. On pose E = R,[X].
Soient @y, ..., @p44 des réels deux a deux distincts. On pose, pour touti € [1,n + 1] :

n+1

— I,_ X —a)
— L) = S ———
[ k=1(ai - )

k#i

1. Pour cette question, et cette question seulement,onprendn =2eta, =2a;, =5etaz =7.
Donner I'expression de L;, L, et L.

e

Donner pour tout i € [1,3] et tout j € [1,3] la valeur de L;(a;)

En déduire que la famille (L1, L, L3) est une base de R, [x].
Déterminer les cordonnées d’un polyndme P dans cette base.

vanpw

Soit f un polyndme de degré 2 tel que f(2) = 4; f(5) = —3 et f(7) = 0. Déterminer f.

2. Reprendre les questions 1.b, 1.c et 1.d dans le cas général.
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\ 1 I [ | |
-~ Exercice 18 . Espaces vectoriels de Polynémes :

[

. Etude de F et de G

[T
e

(¢c) At-on F&EG?E=FaG?
B 4. Etude de H

pts]
- de H.
(d) Justifier soigneusement que dim(H) = 6.

5. Etude de GNH
(a) Justifier que 1 < dim(G N H) < 2.

B (d) En déduire une base de dim(G N H).

I

— (b) Expliquer pourquoi un des deux choix est absurde.

. Rappeler la base canonique de E ainsi que sa dimension.

(a) Montrer que F et GG sont des sous-espaces vectoriels de E.
(b) Donner une base de F et une de base de G. En déduire dim(F) et dim(G).

. Jusitifer que tous les éléments de G soient divisible par le polynome X + 1.

(b) Sans en chercher une famille génératrice, montrer que dim(H) < 6.
(c) Montrer que F = (1, (X+1)%,(X+1)3, (X+1)*, (X+1)%,(X+1)) est une famille libre d’éléments

- (¢) Montrer que tout polynome de G N H admet —1 comme racine multiplie.

— Dans toute la suite du probléme on note E = Rg[X] et on s’intéresse aux ensembles suivants

|— F = {6X® + aX® + BX* +1X3 + X% + aX + 4, (a,5,7.6) e R}
G={AX3+puX®+puX+ A, (A pn) eR?}
H={Pe€E, P(-1)=0}

— (a) Sans en chercher une famille génératrice, montrer que H est un sous-espace vectoriel de E.
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F = {6X5 + aX53 + gX* + 9X3 + X2 + aX + 4, (a,8,7.6) € RY}
G={AX3+pX? + uX + A, (A p) € R?}
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C" /} (d) Justifier soigneusement que dim(H) = 6.
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5. Etude de GN H

(a) Justifier que 1 < dim(GN H) < 2.

(b) Expliquer pourquoi un des deux choix est absurde.
(¢) Montrer que tout polynome de G N H admet —1 comme racine multiplie.
(d) En déduire une base de dim(G N H).
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