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1 Généralités sur les variables aléatoires

1.1 définition

Définition 1. (Variable aléatoire)
Une variable aléatoire réelle X sur un espace probabilisé (€2,.A, P) est une application de Q dans R telle que

pour tout réel z, {w € Q, X(w) <z} € A
Autrement dit I'ensemble {w € Q, X (w) < x} est un événement et donc il a une probabilité.

Nous avons déja vu que cet événement se note (X < w) ou {X < x} ou [X < z]. On notera X (Q2) I'ensemble

des valeurs prises par X que I'on appellera support de X.

1.2 Fonction de répartition d’une variable aléatoire.

Définition 2. (Fonction de répartition)
Soit X une variable aléatoire réelle sur (£2,.A, P). On appelle fonction de répartition de X la fonction réelle F'x

définie de R dans R par

Fx(t)=P(X <t)

Proposition 1. (Propriétés élémentaires de la fonction de répartition) (\Voir la preuve)
Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, A, P) et Fx sa fonction de répartition.

1. Vt e R, Fx(t) € [0,1]

2. Fx est une fonction croissante sur R

3. till}looFX (t) =0et t£+mooFX(t) — Il

4. Fx est continue a droite en tout réel ¢.
Proposition 2. (Traduction de P(X <b), P(X > a) et P(a < X <) avec Fy)
Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, .A, P) et Fx sa fonction de répartition.

1. Vb e R, P(X <b) = Fx(b)

2. Va e R,P(X >a)=1- Fx(a)

3. Va<b, Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a)

2 Variable aléatoire discrete

2.1 Définition et exemple

La notion de variable aléatoire discrete est basée sur celle d’ensemble infini dénombrable.
Définition 3. (Ensemble dénombrable)

Un ensemble E est dit infini dénombrable si il existe une bijection de N vers E. Autrement dit, si E est
infini qu'on peut numéroter les éléments de F.
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4 Variables aléatoires Discretes

Exemple 1.

o N, N*, Z et N2 sont infinis dénombrables.

e R, R et [0,1] sont infinis non dénombrables.

Définition 4. (variable aléatoire discréte)

On dit que X est une variable aléatoire discréte si X (2) est fini ou infini dénombrable.

Définition 5. (Loi d’une variable aléatoire)
Soit X une variable aléatoire discréte, on appelle loi de probabilité de X |I'ensemble des couples (k,P(X = k))
tels que k € X (Q).

Exercice de cours 1. On effectue une infinité de lancer de dé et on note X le nombre de lancers
nécessaires a I'obtention du premier 1. On considére que X = 0 si on obtient pas de 1. Déterminer la loi
de X.

Proposition 3. (Propriétés élémentaires de la loi d’une variable aléatoire.)
Soit X une variable aléatoire discréte qui prend ses valeurs sur N.

1. Pour tout k € N, P(X = k) € [0, 1].

2. Z P(X = k) converge et Z P(X =k)=1.
k>0 k=0

Proposition 4. (Caractérisation d’une loi de variable aléatoire.) (admis)
Une suite (pi)xen définit une loi de probabilité si
1.Vkel, pp>0

o0
2. Z P(X = k) converge et Zpk =1
k>0 k=0

Exercice de cours 2.  Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, .7, P), telle
que X(Q2) =N.

3F2¢
On a, pour tout k € N, P(X =k) = (e Déterminer c.

2.2 sce associé a une variable aléatoire discréte.

Proposition 5. (s.c.e. associé a une variable aléatoire discrete.)
Soit X une variable aléatoire discréte sur (€2,.4), la famille d'événements {[X = k], k € X (2)} est un systeme
complet d'événements. On |'appelle s.c.e. associé a X.
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Proposition 6. ("'Découpage' d’un événement par un s.c.e associé a une v.a.)
Soit X une variable aléatoire discréte sur (€2, .4, P) telle que X(©2) = N et A un événement.

La série Z P(AN (X =n)) converge et :
neN

+00
P(4) => P(AN(X =n)).
n=0

2.3 Image d’une variable aléatoire discréte par une fonction.

La proposition ci-dessous vous dit que si X est un variable aléatoire discréte, alors X? aussi, de méme que X +1,

1
X2 42X — 3, — (si X ne s'annule pas), etc. Bref pour tout fonction réelle f, f(X) est aussi une variable
aléatoire discréte.
Proposition 7. (Image d’une variable aléatoire discréte par une fonction.)

Soit f une fonction de R dans R et X une variable aléatoire discréte définie sur 2. Alors Y = f(X) est une
variable aléatoire discréte définie sur Q et Y (Q) = {f(k),k € X(2)}.

La proposition ci-dessous vous dit que si X est un variable aléatoire, la loi de f(X) se déduit de celle de X .
Par exemple, si X(2) =R, P(X*=4)= Y P(X=1) =P(X =2)+P(X =-2)

zER,x2=4
maissi X(2) =R", P(X*=4)= Y P(X==z) =P(X=2).

zeRt 22=4

Proposition 8. (Loi de f(X))
Soit f une fonction de R dans R et X une variable aléatoire discréte définie sur €.

VyeY(Q), P(Y =y) = > PX=u)
T€X(Q),f(x)=y

Exercice de cours 3. Fonction de répartition de X2 et f(X) lorsque f est une bijection croissante

sur R
Soit X une variable aléatoire,

1. Exprimer Fx2 en fonction de Fx.

2. Si f une bijection croissante sur R, exprimer Fy(x) en fonction de fx et de L

2.4 Lien entre la fonction de répartition et la loi d’'une vad

Dans cette partie, on utilise I'abréviation "vad" pour "variable aléatoire discréte".

Proposition 9. (De la fonction de répartition d’une vad a sa loi)
Soit X une vad (variable aléatoire discréte) a valeur dans N.

Pour tout n € N, P(X =n) = Fx(n) — Fx(n—1)
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6 Variables aléatoires Discretes

Proposition 10. (De la loi d’'une vad a sa fonction de répartition)
Soit X une vad (variable aléatoire discréte) a valeur dans N.

n

Pour tout n € N, Fx(n) = Z P(X =k)
k=0

3 Moments (Espérance et Variance)

3.1 Espérance

Définition 6. (Espérance)
Soit X une variable aléatoire discréte définie sur (2, A, P)
On dit que X admet une espérance si la série Z kEP(X = k) converge absolument. Dans ce cas on appelle
kEX ()
espérance de X sa somme : E(X) = Z EP(X = k) (qui est la somme de la série lorsque X (2) est infini).
kEX(R)

On découvre donc qu’une variable aléatoire peut ne pas avoir d’espérance! si la série Z EP(X =k) ne
keX ()

converge pas. Donc pour une variable aléatoire discréte non finie X, avant de calculer son espérance, on s'assure

en général que cette espérance existe.

En pratique : ce que vous devez retenir absolument !

e Si X(Q) est fini, X admet toujours une espérance qui vaut donc : E(X) = Z EP(X =k)
kEX ()

e Si X(©) =N, X admet une espérance si est seulement si la série Z kP(X = k) converge. Dans ce cas,
k>0

+oo
ona:E(X)=> kP(X =k).
k=0
e Si X(Q) =N*, X admet une espérance si est seulement si la série Z kP(X = k) converge. Dans ce cas,
k>1
+o0 a
ona:E(X)=> kP(X=k)
k=1
e Si X(©) =N\{0,1}, X admet une espérance si est seulement si la série Z kEP(X = k) converge. Dans
k>2

+0o0
cecas,ona: E(X)= Z kEP(X =k)
k=2

e etc.

Proposition 11. (Linéarité de I’espérance)
Soit X et Y des variables aléatoires discrétes qui admettent une espérance et a et b deux réels. Alors a X + b et
X +Y admettent une espérance et on a :

1. BE(aX +b)=aB(X)+0b
2. E(X+Y)=EX)+ E(Y)
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Variables aléatoires Discretes 7

Proposition 12. (Théoréme de transfert)

Soit f une fonction définie sur R et X une variable aléatoire, si la série Z f(E)P(X = k) converge alors la
k>0

variable aléatoire f(X) admet une espérance et

B(f(X) =3 F(R)P(X = k).
k=0

3.2 Variance

Définition 7. (Moment d’ordre 2, variance, écart-type.)
Soit X une variable aléatoire discréte sur (€2, .4, P). Sous réserve d'existence, on appelle :

e Moment d'ordre 2 de X le nombre E(X?).

e Variance de X le nombre V(X)) = E((X — E(X))2)

e Ecart-type de X le nombre o(X) = 1/V(X).

Proposition 13. (Critére pour déterminer si une vad admet une variance) (admis)

X admet une variance si et seulement si elle admet un moment d’'ordre 2, c'est-a-dire si et seulement si la série
Z k*P(X = k) converge.

kEX ()

En pratique : ce que vous devez retenir absolument !
e Si X(Q) est fini, X admet toujours une variance.

e Si X(Q2) =N, X admet une variance si est seulement si la série Z E*P(X = k) converge.
k>0

e Si X(©2) = N*, X admet une variance si est seulement si la série Z E*P(X = k) converge.
k>1

e Si X(©2) =N\ {0,1}, X admet une variance si est seulement si la série Z E*P(X = k) converge.
k>2

e ectc.

Proposition 14. (Formule de Koenig-Huygens) (admis)
Si X admet une variance alors elle admet une espérance et on a :

V(X) = E(X?) - E(X)?

La premiere partie de cette proposition est importante! Elle a pour conséquence que si une variable aléatoire
n’admet pas d’espérance, elle n’admet pas de variance.
Mais une v.a. peut admettre une espérance et ne pas admettre de variance.
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8 Variables aléatoires Discretes

Point méthode : pour répondre a la question " X admet-elle une variance ? Si oui la calculer”.

Lorsque X admet une espérance (sinon la réponse est non), étudier si X admet un moment d’ordre 2, et
le cas échéant utiliser la formule V(X) = E(X?) — E(X)? pour la calculer.

En général, pour montrer que le moment d’ordre 2 existe, on étudiera directement la série associée a
E(X?) mais dans certains cas il sera plus judicieux de montrer que X (X — 1) admet une espérance (
'aide de la formule de transfert). Puis de conclure a l'aide de la linéarité puisque en cas de convergence.

E(X?) = E(X(X -1)) + E(X).
Proposition 15. (Deux derniéres petites choses sur la variance.)
Soit X une variable aléatoire admettant une variance.

1. Si V(X) =0 alors X est une variable aléatoire certaine.

2. Pour tout a,b € R, aX + b admet une variance et V(aX +b) = a>V(X).
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4 Lois usuelles

4.1 Loi géométrique

Il faut connaitre PAR CCEUR cette loi, son espérance et sa variance!!

Définition 8. (Loi géométrique)

Soit p € [0, 1], on dit que la variable aléatoire X suit une loi géométrique de paramétre p, et on note X — G(p),
lorsque X () = N* ou N et Vk € N*, P(X = k) = (1 —p)k1p.

En conséquence, si X(©2) =N, P(X =0) =0.

La proposition ci-dessous vous montre quand est-ce que la loi géométrique est utilisée : c'est loi du rang d'ap-
parition du premier succés lors de la répétition d'une infinité d'épreuves identiques et indépendantes (ou de la
répétition jusqu'au premier succes, ce qui revient au méme).

Proposition 16. (La loi géométrique est la loi du rang du premier succés) (admis)
Si on effectue une infinité d’épreuves identiques et indépendantes ol chaque épreuve a deux issues :

e Le succes, avec la probabilité p
e L'échec, avec le probabilité 1 — p

et si on note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition du premier succes, c'est-a-dire au nombre
d’'épreuves nécessaires a I'obtention du premier succes.
Alors X — G(p)

Attention : La loi géométrique est la loi du rang d'apparition du premier succes lors de la répétition d'une
infinité d'épreuves identiques et indépendantes. Nous avons déja rencontré des expérience ou le nombre de
lancers maximal était fixé a I'avance. Par exemple : on lance 10 fois un dé, on note X le rang d'apparition du
premier 6, X prend la valeur 0 si on n'obtient aucun 6. Dans ce cas, X ne suit pas la loi géométrique ci-dessus
puisque déja on n'a pas X (2) = N* ou N (on a X(2) = [0, 10] (mais elle suit une loi trés proche, appelée loi
géométrique tronquée).

Dans I'exemple 1 vu au début de ce chapitre, la variable aléatoire X comptant le rang du premier 1 obtenu lors

6
Proposition 17. (Espérance et Variance d’une loi géométrique) (Voir la preuve)
Si X — ¥ (p), alors X admet une espérance et une variance et on a :

d'une infinité de lancers de dé suit la loi géométrique G ()
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10 Variables aléatoires Discretes

4.2 Loi de Poisson

Il faut connaitre PAR CCEUR cette loi, son espérance et sa variance!!

Définition 9. (Loi de Poisson)
Soit A € R, on dit que la variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre A, et on note X — Z2(\),

k
lorsque X(Q2) =NetVk €N, P(X =k) = e—*%.

Modélisation : Pourquoi introduire cette loi?

Imaginons que l'on veuille modéliser le nombre X d’accidents de voiture par jour survenus sur une
portion de route bien délimitée. Pour simplifier le modele, on suppose que chaque voiture qui passe a
indépendamment des autres, la méme probabilité p d’avoir un accident sur cette portion de route.
Hypothése 1 : si 'on sait de plus qu'il passe exactement 1000 voitures par jour sur cette portion de route,
alors la loi de X est toute trouvée : X — B(1000, p).

Mais cette hypothése 1 pose probleme : comment imaginer qu’il y ait un nombre fixe par jour de voitures
qui passe par cette portion de route 7 (semaine/week-end /vacances ...) C’est dans ce cadre la que la loi de
Poisson est utilisée, car cette loi ne demande pas de "valeur maximale” (elle peut théoriquement prendre
toutes les valeurs). On pourrait toutefois contrargumenter en disant que permettre un nombre infiniment
grand de voitures qui passent sur une portion de route, et donc d’accidents n’est pas non plus réaliste.
En fait, méme si théoriquement une variable de loi de Poisson prend toutes les valeurs entiéres, quand
ces valeurs entiéres sont trop grandes, la probabilité de ces valeurs devient extrémement faible et donc
concrétement, elle n’en prend qu’un petit nombre, méme si elle peut prendre exceptionnellement une va-
leur plus grande.

valeurs prises | 0 | 1 ‘ 2 ‘ 3 | >4 |

probabilité | 1/e ~0.37 | 1/e ~0.37 | = 0.18 | = 0.06 | ~ 0.02 |

Donc, une variable de Poisson de parametre 1, prend concrétement moins de 10 valeurs.

Exemple : A = 1.

Proposition 18. (Espérance et Variance de la loi de Poisson) (\Voir la preuve)
Si X — Z()), alors X admet une espérance et une variance et on a :

EX)=X e V(X)=\
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5 Preuves et solutions

5.1 Preuves

Preuve de la proposition

1. Bien se rappeler que F'x est une probabilité.
2. Pourt <y, ona{X <t} C{X <y} dou la croissance.

3. Comme Fx est croissante sur R, elle admet une limite en —oo et +oo0.

. _ oy - 1 - _ . _ _
De plus t_l}r_nooFX(t) nll)rfoo Fx(—n) nll)a[_loo P(X < —n) et t_lgrnooFX(t) nll)rfoo Fx(n)
lim P(X <n).

n—r-+00

Or les suites d'évenements ([X < —n]) et ([X <n]) sont respectivement décroissante et crois-

+oo

sante, donc, d'aprés le théoréme de la limite monotone lim P(X < —n) :P(ﬂ (X < —n]) et
n——+oo 1
n—

lim P(XSn):P(U[XSn]).

n——+00 =
+oo —i-_oo
Or([X<-nj=0et |JX<n]=[XeR=Q
n=1 n=1
Donc Er}rl P(X <—n)=P0)=0et Er}rl P(X <n)=P(2) =1. D'ou le résultat demandé.

4. Fx est croissante donc elle admet une limite a gauche et a droite en tout point.

Soit 5 € R. Montrons que F'x est continue a droite en tq, c'est-a-dire que linrgr Fx(t) = Fx(to).
t—st?

1
On sait que lim Fx(t) existe et que lim Fx(t) = lir}rl Fx (to + —).
n—+o0o n

t—td t—tl
. 1 . 1 . = 1
Or lim Fy <t0 + —) = lim P <X <tp+ —> = lim P <X <tp+ —> =
n—-+o0o n n—-+4+oo n n—-+oo Bl k
+oo 1
P X <t = =P (X <tg) = Fx(tg).
<Q1< < 0+k>> (X <to) = Fx(to)

(retour a la proposition 1)

Preuve de la proposition

Prouvons déja que X admet une variance en prouvant qu'elle admet un moment d’ordre 2, c'est-a-dire en prouvant

que la série E kE*P(X = k) converge (et au passage on calculera sa somme qui sera donc E(X?)).
£>0
Pour cela, nous allons calculer sa somme partielle puis faire tendre n vers +oo.
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Pour tout n > 0,

Y KPX =k =Y K1-p*p
k=0 k=0
= pz k2(1 — p)k*1 ca ressemble a la dérivée seconde d'une série géométrique, on va s'y ramener
k=1
n
=p) (k(k=1)+k)(1-p*"
k=1
=pY k(k—1)(1—p)* " +p) k(1—p)*
k=1 k=1
=p(l—p)> k(k—1)(1—p)*2+p> k(1 —p)F
k=2 k=1
Or lim : E(k—1)(1 —p)F2= oz 2 (somme de la dérivée seconde d'une série géométrique)
=t 2 0P 7
- 1 1
et: lim kE(1—p)ftl=— " — — (somme de la dérivée d'une série géométrique
n—-+00 kz—l ( ) (1-(1-p)2 p? ( )

- 2 1 2-p
. 2 _ _ _
Doncnhrf ,;_Ok P(X—k)—p(l—p)xpfg-i-px?— 5o

p p
2 —
Donc X admet un moment d'ordre 2 et E(X?) = Tp
p
Donc X admet une variance et une espérance.
Calculons son espérance :
Pour tout n >0, » kP(X =k) =Y k(1—p)'p=p> k(1 —p)*!
k=0 k=0 k=1
1

Donc E(X) = nErJrrlooka(l —p)Fl=px
k=1

. 2—p 1 1—p

Et enfin, V(X) = E(X?) — B(X)? = 2 _ - — .

(retour a la proposition 17)
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Preuve de la proposition

Prouvons déja que X admet une variance en prouvant qu'elle admet un moment d’ordre 2, c'est-a-dire en prouvant

que la série E k*P(X = k) converge (et au passage on calculera sa somme qui sera donc E(X?)).
k>0
Pour cela, nous allons calculer sa somme partielle puis faire tendre n vers +oco.

Pour tout n > 0,

2 oy =2
D KP(X =k) =) ke
k=0 k=0
" 124k
Y kX R L. . 0
=e I ca ressemble a une série exponentielle. On va s'y ramener
k=0

On va simplifier le k2 et le k! par k pour cela on prend soin de ne pas diviser par 0 en enlevant le terme de rang 0
de la somme. Ce rang est de toute facon nul.

k=1 k=1
n k n k
— = (k—1)A =2 A
e k-1 "€ Z(k—l)'
k=2 k=1
_ A —A
= Z(k—?)!+e Z(k—l)'
k=2 k
n—2 ’ n—1 ’
AR +2 AR +1
=e +e
' k'
k=0 k=0
n—2 ’ n—1 ’
_y2,-A = A7
=A Z k! +Ae Z k!
k/=0 k/=0
n—2 )\kl n—1 )\k/
Or liIJlrl i lirf Z = e (somme d'une série exponentielle).
n—+oo ! n—+4oo !
k/=0 k=

Donc lim Y K?P(X =k) = Me et + Ae ed = A2 + A,
k=0

n—-+oo

Donc X admet un moment d'ordre 2 et E(X?) = \? + \.
Donc X admet une variance et une espérance.

Calculons son espérance :
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Pour tout n > 0,

n——+00

Donc E(X) = lim ZkP(X =k)=de et =\
k=0
Et enfin, V(X) = B(X?) - B(X)2 = 2+ X - \? =\

(retour a la proposition 18)

5.2 Solutions
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