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Espaces probabilisés infinis 3

1 Espace probabilisable

1.1 Intersection et réunion d’un famille infinie d’événements

Définition 1. (Intersection et réunion d’un famille infinie d’événements)
Soient (Ag)ken une famille infinie de parties de E. On définit les ensembles U A, et m A,, comme suit :

neN neN
U An:{erHneN, xeAn}
neN
et
ﬂAn:{l‘GE|VTLEN, :EEAn}
neN
—+00 —+00
Remarque : U A,, se note aussi U A, ou U Ay, ou encore U A,.
neN n=0 k=0 n>0
—+00 —+00
De méme m A,, se note aussi ﬂ A, ou m A}, ou encore ﬂ A,.
neN n=0 k=0 n>0
+o0o “+o00
Attention ! Contrairement aux séries, ﬂ A, ﬂ Ay, ﬂ A et ﬂ A, signifient la méme chose !
neN n=0 k=0 n>0
Remarque.
n
On définit de méme U A, U Aiou U A, ou méme U Ay, ou I est une partie (finie ou infinie) de N.
neN* k=0 n>2 nel

Idem avec les ﬂ

Si vous avez des difficultés a comprendre la définition ci-dessus, c’est surtout ce qui est écrit en gras
dans la remarque ci-dessous qu’il faut retenir.
Remarque. On a donc :
ze|)An <= IneN, ze4,
neN

g€ () An < VneN, ze 4,
neN

ﬂ est donc I'’ensemble des éléments qui sont contenus dans tous les A,,.
neN
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4 Espaces probabilisés infinis

1
Exemple 1. On pose, pour tout entier n > 1, A, = {1, 1+ } On a alors :
n

4

1 1 1
U 4n=JAr=41UAUA3UA,=[1,2]U [1,1+} U[1,1+]u {1,1+]
nel1,4] k=1 2 3 4

3 4 5
=[1,2]U [1,2} U [1,3} U [1,4}
:[172]
UA=40---UA4, =]1,2]
k=1
+oo
U A, = UAk:[LQ]
neN* k=1
! 3 4 5 5
m A, = ﬂAk:AlﬂAgﬂAgﬂA4:[1,2]ﬁ [1,2] N |:1,3] N |:1,4] = |:1’4]

ne(1,4] k=1

(N Ar=AiNn--NA4,= [1,1+1]
k=1 "

+o0
k=1

neN* =
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Proposition 1. (Interprétation de unions et d’intersections infinies d’événements) (admis)
Soit (A, )nen une famille infinie d'événements. On a les interprétations suivantes :

o S =AUAU -~ VAL

U A; est I'évenement "Il existe un rang ¢ compris entre 0 et 10 tel que A; se réalise."
i—0 " - . "

! Mo dis A nercabn pre 4 € o, 200\

10

ﬂ A; est I'évenement "Pour tout rang i compris entre 0 et 10, A; se réalise."

=0 MMows bo A oesiakaet i€ [0

“+oo
U A; est I'évenement "Il existe un rang ¢ tel que A; se réalise."
. " . . . W
=0 U dn Av oL pealne [,l-u. { ),')
400
ﬂ A; est I'évenement "Pour tout rang i, A; se réalise." "
i=0 Il,l.;’m RD A’[ quﬂ'%\' [rgon— l)ﬁ)
Pour tout 7 € N, I'événement A est I'événement "Il existe un rang 7 > i tel que A, se réalise".
j gJ j
Jj>t

Pour tout 7 € N, I'événement A, est I'évenement "Pour tout rang j > 4, A, se réalise"
J J
Jj>i
+oo
ﬂ U Aj est I'évenement "Pour tout ¢, il existe un rang j > i tel que A; se réalise" ou encore "Il y a une
i=0 j>i
infinité de A; qui se réalisent".

+oo

U ﬂ Aj est I'événement "Il existe un rang i, tel que pour tout j > 4, A; se réalise" ou encore "Il existe
i=0 j>i

un rang a partir duquel tous les A; se réalisent".

Exemple 2. On consideére |'expérience consistant a lancer indéfiniment un dé.
On note F; I'événement "On obtient 6 au ¢-iéme lancer". Alors :

0 <FR0ORU ~U%
° U F; est I'événement "On obtient au moins un 6 lors des 10 premiers lancers".

= _FOKRO - NF

10

° ﬂ F; est I'événement "On n’obtient que des 6 lors des 10 premiers lancers".
i=1

. "
" ) .
" emd(or. an © %uﬂlw
est |'évenement "On obtient au moins un 6 lors de la partie".
n
oy g i guioloeal

ﬂ F}] est I'événement "On n’obtient que des 6 lors de la partie".
i=1

e Pour tout ¢ > 1, I'événement U F; est I'événement "On obtient au moins un 6 a partir du i-iéme
j=i
lancer".
e Pour tout ¢ > 1, I'évenement ﬂ F} est I'événement "On n'obtient que des 6 a partir du i-ieme
i
lancer".
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6 Espaces probabilisés infinis

+o0

. ﬂ U F} est I'évenement "Pour tout ¢, on obtient au moins un 6 a partir du i-iéme lancer" ou
i=1j>i
encore "on obtient une infinité de 6 lors de la partie".

+00

. U ﬂ F} est I'événement "Il existe un rang ¢ tel que, on n'obtient que des 6 a partir du i-ieme
i=1j>i
lancer" ou encore "Il existe un rang a partir duquel on obtient que des 6".

1.2 Tribu

Dans le chapitre 11, on avait considéré que les événements d'une expérience aléatoire d'univers ) étaient toutes
les parties de 2. Ce n'est en fait pas obligatoire et, pour des raisons techniques, pas possible lorsque €2 est un
ensemble infini non dénombrable (par exemple R ou Ry ou méme [0, 1]).

Pour définir une probabilité, on a besoin d'avoir au préalable défini une famille de partie (pas forcément toutes les
parties donc) qui seront les événements de notre expérience. Mais on ne peut pas choisir cette famille n'importe
comment. Il faut que cette famille soit une tribu de I'univers.

Définition 2. (Tribu)
Soit © un ensemble (non nécessairement fini) et A un ensemble de parties de €.
On dit que A est une tribu sur Q si :

1. Qe A

2. A est stable par passage au complémentaire : VE € A,E € A

(0.0
3. A est stable par réunion dénombrable : pour toute famille (A4;,),>0 d'éléments de A, UOAn € A
> -

On dit alors que le couple (£2,.A) est un espace probabilisable et les éléments de A sont appelés événements.

Exemple 3. tribus de Q = {1,2,3,4,5,6}

e P() est une tribu de Q.

{(Z),Q} est une tribu sur .

{Q), {1}, {2,3,4,5,6},9} est un tribu sur Q.

{(/),{1,2},{3,4},{5,6},{1,2,3,4},{1,2,5,6} : {3,4,5,6},9} est un tribu sur Q.

e ctc...

Les propositions suivantes nous assurent que les éléments d’une tribu permettent bien d’effectuer tous les calculs
de probabilité habituels.
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Espaces probabilisés infinis 7

Proposition 2. (L’ensemble vide est toujours un événement)

Soit A une tribu de €2, on a toujours () € A.

Proposition 3. (Toute union ou intersection finie ou dénombrable d’événements est un événement)
Soit A une tribu de Q et (A;,),>0 une famille d’éléments de A.
Alors :

VneN, |JArecAdet (ArcA
k=0 k=0
et . .
JAneA et (N4ncA4

Proposition 4. (Tribu engendrée par une famille de parties)
Soit (A;,)ner une famille de parties de Q. |l existe une tribu A qui est la plus petite tribu au sens de I'inclusion
contenant tous les A,, pour n € I : elle est appelée tribu engendrée par la famille (A4, )ner

Exemple 4. Soit = [1,6]. Donner la tribu engendrée par la famille {{1, 2},{3} }

Définition 3. (Systéme complet d’événements)
Soit (Q,A) un espace probabilisable et I une partie (finie ou infinie) de N.
Une famille (A4,,)ner d'événements forme un systéme complet d’événements de  si
1. Les événements sont 2 a 2 incompatibles, c’est-a-dire : V(i,5) € I?, i #j = A; N Ai=0
2. J4n =0
nel

Autrement dit : Intuitivement, un s.c.e. est une famille d'événements dont un et seul des événements va
"obligatoirement" se réaliser

Attention ! Si 'univers est infini, un s.c.e. peut étre fini ou infini.

Exemple 5.
On lance une infinité de fois un dé.

e Si on note, pour tout n > 1, A, I'événement "Le premier 6 obtenu est obtenu au n-ieme lancer" et
Ay I'événement "on n’obtient jamais un 6", alors (A,,),>0 est un systéme complet d'événements.

e Si on note E, I'événement "obtenir une infinité de 6", et Vi € N, E; : "obtenir exactement i 6".
Alors (Ex, Ep, E1,...) est un systeme complet d'événements.
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8 Espaces probabilisés infinis

2 Espace probabilisé

2.1 Définition

Définition 4. (Espace probabilisé)
Une probabilité sur (£2,.A) est une application P : A — [0, 1] vérifiant :

1. P(Q) =1

2. Pour toute famille (A4;)n>n, d'événements 2 a 2 incompatibles, la série Z P(A,,) converge et
n>ng

+o0o +oo

Le triplet (2,4, P) est appelé espace probabilisé et VA € A, P(A) est la probabilité de A.

Remarque. La deuxiéme condition se dit : "P est o-additive". Il faut bien la retenir. On peut I'énoncer comme
suit :

la série Z P(A,) converge

n>ng
Si les A, sont 2 a 2 incompatibles, alors { €t
+oo +o0
P( U An> = > P(4,)

n=no n=ng

Autrement dit : La probabilité d’une réunion, finie ou infinie, d'évenements 2 a 2 incompatibles, est la somme
des probabilités de ces événements

Remarque. Toutes les propriétés d'une probabilité vues dans le premier chapitre restent vraies. Autrement dit :
1. P(0)=0
2. P(A)=1- P(4)
3. Si A C B alors P(A) < P(B)

4. P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

5. Pour toute famille d'évenements 2 a 2 incompatibles Ay,...,A,, P (U Ak> = Z P(Ay).

Exercice de cours 1.
On lance une infinité de fois un dé équilibré. On note, pour tout n > 1, S, I'événement "le n-ieme ¢
lancer donne 6" et A, I'événement "Le premier 6 obtenu est obtenu au n-iéme lancer".

1. Calculer pour tout n € N*, P(A,,).

2. En déduire la probabilité de I'événement A : "Obtenir au moins un 6".
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Espaces probabilisés infinis 9

2.2 Eveénements négligeables et Evénements presque-siir
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10 Espaces probabilisés infinis

2.3 Théoréme de la limite monotone

Proposition 5. (Théoréme de la limite monotone)

1. Si (An)n>n, est une suite croissante d'événements, c'est-a-dire Vn > mng, A, C A,41, alors la suite

(P(An)) est convergente et

nzng

n—oo

P( G Ap) = lim P(A,)

n=ng
2. Si (An)n>n, est une suite décroissante d'événements, c'est-a-dire Vn > ng, Ap,11 C Ay, alors la suite
(P(An)) est convergente et
n>ng

P( () 4r) = JimPan

Remarque. Comment déterminer en pratique qu’une suite d’événement est (dé)croissante.
o (A,)n>n, croissante signifie concrétement que si A;, se réalise alors A, aussi.

o (A, )n>n, décroissante signifie concrétement que si A, se réalise alors A,, aussi.

Voir |'exemple ci-dessous.

Exercice de cours 2.
Calculer la probabilité de ne jamais obtenir de 6 dans le cas d'une infinité de lancers de dés.

On notera pour tout entier n > 1, B,, I'événement “ne pas obtenir de 6 sur les n premiers lancers” et B

I'événement “ne jamais obtenir de 6"

Remarque. On a redémontré ci-dessus un résultat qu'on avait déja obtenu a I'exemple 77, puisque I'événement
B est le contraire de I'évenement A de I'exemple ?7. Notons que dans I'exemple ?? on ne pouvait pas utiliser le

—+00
théoreme de la limite monotone pour calculer P (U An> car la suite (A,),>1 n'était pas croissante.

n=1

n=ng n=ng

—+oc0o —+o0
Si on doit calculer P ( U An> ou P( ﬂ An>, on peut toujours utiliser le théoréme ci-dessous. Qu'il faut

donc retenir absolument :

Proposition 6. (Probabilité d’une union ou d’une intersection infinie - cas général) (Voir la preuve)

Soit (Ay,)n>n, une suite d'événements, alors

() - (0 0

n=ngo n=ngo
+o0 N

o P( D An> :Nlﬁoop< D An>
n=no n=no
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Espaces probabilisés infinis 11

3 Probabilité conditionnelle et indépendance

Toute la partie du chapitre 11 reste valable. La formule des probabilités totales se généralise avec un systéme

complet d’événements de taille infinie.

Proposition 7. (Formule des probabilités totales.)
Soit (Ap)n>n, un systéme complet d'événements tel que Vn > ng, P(A,) # 0. Alors pour tout événements B,

on a
+oo +oo
P(B)= Y. P(BNA)= 3 P(4:)Pa,(B)

La notion d'indépendance mutuelle se généralise aussi, il faut bien noter que I'indépendance mutuelle pour un
nombre infini d'événements correspond a I'indépendance mutuelle de toute sous-famille finie de ces événements.

Définition 6. (Indépendance mutuelle d’une famille infinie d’événements)
On dit que les évenements de la famille (A;,);,>n, sont mutuellement indépendants pour la probabilité P si pour

P (ﬂAZ) =[] P4

iel iel

tout ensemble d’indices fini I C N,

Il faut surtout savoir reconnaitre des événements mutuellement indépendants a partir de I'expérience donnée (une

suite de lancers, ou de tirages, mutuellement indépendants)

(%) : minimum vital | (%) : au programme | (%Y%) : Pour les Experts ECS1 - Mathématiques
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4 Preuves

Preuve de la proposition

n
Pour le premier point, si on pose, pour tout n > ng, B, = U Ay. Alors (By,)n>n, €st une suite croissante
k=n0
d’évenements.
+oo +o0o
Or U B, = U A,, on conclut avec le TLM :
n=no n=no

()20 5) - - s (0]

n=ng n=ng k=ng

La preuve du deuxieme point est la méme en changeant les U et N (et le "croissante" en "décroissante").
(retour a la proposition 6)
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