
ECG 2 - m. appli. Chapitre 1 - compléments sur les fonctions Septembre 2025

Objectifs d’apprentissage - A la fin de ce chapitre, je sais :
• définir la négligeabilité et l’équivalence entre deux fonctions �

• donner et utiliser les développements limités de x 7→ ex ; x 7→ ln(1 + x) ; x 7→ (1 + x)α en 0 �

• donner la formule de Taylor-Young et déterminer le développement limité d’une fonction de
classe C

2
�

1 Comparaisons des fonctions : équivalents, négligeabilité

Définitions et propriétés Exemples

Définitions :

soit f et g deux fonctions ne s’annulant pas au
voisinage de a (réel ou ∞),

• on dit que f est équivalente à g en a si
f(x)

g(x)
−−→
x→a

1 et on note : f(x) ∼
x→a

g(x)

• on dit que f est négligeable devant g en a

si
f(x)

g(x)
−−→
x→a

0, et on note :

f(x) = o(g(x)) pour x au voisinage de a

• x+ 1 ∼
x→+∞

x

en effet
x+ 1

x
=

x

x
+

1

x
= 1 +

1

x
−→ 1

• pour x au voisinage de 0 : x3 = o(x2)

car
x3

x2
= x −−→

x→0
0

Remarques :

• ≪ f(x) = o(g(x)) pour x au voisinage de a ≫ sera aussi noté f(x) =
x→a

o(g(x))

• deux fonctions équivalentes en un point ont même limite en ce point, sous réserve de l’existence de
la limite en ce point d’une des deux fonctions ;

• dans la pratique pour démontrer l’équivalence ou la négligeabilité, on pourra étudier la limite du
quotient ;

• f(x) ∼
x→a

g(x) signifie aussi f(x) = g(x) + o(g(x)) pour x au voisinage de a

• f(x) = o(1) signifie que f tend vers 0 au point considéré.

• f(x) ∼
x→a

g(x) est équivalent à g(x) ∼
x→a

f(x)

Une autre écriture des croissances comparées des fonctions usuelles

Croissances comparées Ecriture avec des o

Pour tout α ∈ R,
xα

ex
−−−−→
x→+∞

0 α ∈ R, pour x au voisinage de +∞, xα = o (ex)

Pour tout α > 0,
ln(x)

xα
−−−−→
x→+∞

0 α > 0, pour x au voisin. de +∞, ln(x) = o (xα)

Pour tout α > 0, xα ln(x) −−−→
x→0+

0 α > 0, pour x au voisinage de 0, ln(x) = o

(

1

xα

)

Remarques (hors programme) :

• si P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a0 alors P (x) ∼
x→+∞

anx
n

• toute fonction polynomiale est négligeable devant l’exponentielle en +∞
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Opérations sur les équivalents

Définitions et propriétés Exemples

Propriétés : si f1(x) ∼
x→a

g1(x) et f2(x) ∼
x→a

g2(x)

alors
• f1(x)f2(x) ∼

x→a
g1(x)g2(x)

•
f1(x)

f2(x)
∼
x→a

g1(x)

g2(x)

• avec n ∈ Z, (f1(x))
n ∼
x→a

(g1(x))
n

• x+ 1 ∼
x→+∞

x et ex ∼
x→+∞

ex

donc (x+ 1)ex ∼
x→+∞

xex

•
x2 + 8

x− 5
∼

x→+∞

x2

x
= x

car x2 + 8 ∼
x→+∞

x2 et x− 5 ∼
x→+∞

x

• x+ 1 ∼
x→+∞

x donc (x+ 1)3 ∼
x→+∞

x3

On peut donc multiplier, diviser ou élever à une puissance des équivalents mais

B ne pas additionner, soustraire ou composer des équivalents.

Manipulation des o : dans une égalité, on ne fera apparâıtre qu’un seul o

2 Développements limités, formule de Taylor-Young

Définitions et propriétés Interprétation graphique

Définitions et propriété : un développement limité

(DL) à l’ordre n d’une fonction f au voisinage d’un point
x0 est l’écriture de f sous la forme :

DL à l’ordre n = 0 : f(x) = λ0 + o(1)
DL à l’ordre n = 1 : f(x) = λ0 + λ1(x− x0) + o(x− x0)
DL à l’ordre n = 2 :
f(x) = λ0 + λ1(x− x0) + λ2(x− x0)

2 + o((x− x0)
2)

λ0, λ1, λ2 sont appelés coefficients du développement,
et un tel développement, s’il existe, est unique.

Un développement limité peut être
considéré comme une approximation
de la fonction en un point,
à l’ordre 0 : par la valeur de la fonc-
tion en ce point (λ0 = f(x0))
à l’ordre 1 : par une droite qui est la
tangente à Cf en ce point
à l’ordre 2 : par un polynôme du se-
cond degré

Propriété - formule de Taylor-Young :

soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I

contenant x0 alors pour x au voisinage de x0 :

f(x) = f(x0)+f ′(x0)(x−x0)+
f ′′(x0)

2
(x−x0)

2+o((x−x0)
2)

Remarque : souvent x0 = 0

avec f(x) = e3x+1 et en 0

f(x) = e+ 3ex+
9e

2
x2 + o(x2)

Développements limités et équivalents usuels

Développements limités pour x au voisinage de
0

Equivalents (déduits des DL)

ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x2) ex − 1 ∼

x→0
x

ln(1 + x) = x−
x2

2
+ o(x2) ln(1 + x) ∼

x→0
x

avec α ∈ R
∗, (1+x)α = 1+αx+

α(α− 1)

2
x2+o(x2) (1 + x)α − 1 ∼

x→0
αx

Nota bene : le DL à l’ordre 1 (ou à l’ordre 0) peut être obtenu en tronquant le DL à l’ordre 2
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