ECG 2 - m. appli. Chapitre 1 - compléments sur les fonctions Septembre 2025

Objectifs d’apprentissage - A la fin de ce chapitre, je sais :

e définir la négligeabilité et I’équivalence entre deux fonctions U

e donner et utiliser les développements limités de x +— ¢*; x — In(1 +2z); 2 — (1 +2)* en 0 O

e donner la formule de Taylor-Young et déterminer le développement limité d’une fonction de
classe ¢> O

1 Comparaisons des fonctions : équivalents, négligeabilité

Définitions et propriétés Exemples

Définitions :
soit f et g deux fonctions ne s’annulant pas au
voisinage de a (réel ou 0o),

e on dit que f est équivalente a g en a si

% — 1 et on note : f(x) ~ (z) °

e on dit que f est négligeable devant g en a
f(z) —— 0, et on note :

g(l’) rT—ra
f(z) =o0(g(x)) pour x au voisinage de a

si

Remarques :
o < f(z) = o(g(z)) pour x au voisinage de a > sera aussi noté f(z) = o(g(z))
T—a

e deux fonctions équivalentes en un point ont méme limite en ce point, sous réserve de I'existence de
la limite en ce point d’une des deux fonctions;

e dans la pratique pour démontrer I'équivalence ou la négligeabilité, on pourra étudier la limite du
quotient ;

o f(x) ~ g(z) signifie aussi f(z) = g(z) + o(g(x)) pour x au voisinage de a
T—a
e f(z) = o(1) signifie que f tend vers 0 au point considéré.

o f(x) ~~ g(x) est équivalent a g(x) ~ f(x)
T—a T—a

Une autre écriture des croissances comparées des fonctions usuelles

Croissances comparées Ecriture avec des o

a

x
Pour tout «a € R, — —— 0

e z—+oo

|
T
r® x40

Pour tout a > 0,

Pour tout a > 0, x%In(z) —— 0
x—0+

Remarques (hors programme) :

o si P(z) = a,2" + an_12" '+ ...+ ag alors P(x) f\: apx"
T—r+00

e toute fonction polynomiale est négligeable devant ’exponentielle en +oo



Opérations sur les équivalents

Définitions et propriétés Exemples

Propriétés : si fi(z ) ~ gl( ) et fo(x) N~ go(x)

- Tr—a [ J

alors

o [i(®)falx) ~ g1(x)as(a)

 h@ o) .

fo() 70 gu(x)

e« veen€Z, () ~ () .
On peut donc multiplier, diviser ou élever a une puissance des équivalents mais
/\ ne pas additionner, soustraire ou composer des équivalents.

Manipulation des o : dans une égalité, on ne fera apparaitre qu’un seul o

2 Développements limités, formule de Taylor-Young

Définitions et propriétés

Interprétation graphique

Définitions et propriété : un développement limité

(DL) a l'ordre n d’une fonction f au voisinage d’un point
xo est Iécriture de f sous la forme :

DL alordre n =0: f(z) = Ao + 0o(1)

DL alordre n =1: f(z) = Ao + Mi(x — z0) + o(z — x0)
DL a l'ordre n = 2 :

f() = Xo + Mz — m0) + Xaz — 70)* + o (z — 20)?)

Ao, A1, A2 sont appelés coefficients du développement,

et un tel développement, s’il existe, est unique.

Un développement limité peut étre
considéré comme une approximation
de la fonction en un point,

a ordre 0 : par la valeur de la fonc-
tion en ce point (Ag = f(zo))

a l'ordre 1 : par une droite qui est la
tangente a €y en ce point

a 'ordre 2 : par un polynome du se-
cond degré

Propriété - formule de Taylor-Young :

soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle [
contenant xy alors pour x au voisinage de xg :

@) = £+ G =)+ oo (a—a0))

Remarque :

souvent xg =0

Développements limités et équivalents usuels

Développements limités pour x au voisinage de

0

Equivalents (déduits des DL)

2
e$:1+x+3+0(x2)

e -1V
x—0

2

In(l4+2z)=x— % + o(z?)

In(l1+zx)~z

z—0

ala—1)
2

avec € R* (1+2)* = 1+az+ 2%+ o(z?)

(14+2)* =1~ ax

z—0

Nota bene

: le DL a l'ordre 1 (ou a l'ordre 0) peut étre obtenu en tronquant le DL & l'ordre 2




