ECG 2 - m. appli. TD 1 - compléments sur les fonctions Septembre 2025

Exercice 1
1. Quand a-t-on In(1 +z) = o(1) 7
2. Montrer que 2° = o(2”) au voisinage de +o0
3. Montrer que 2° = o(x*) au voisinage de 0
4. Montrer que In(x) Nad In(z+1)

Exercice 2

Dans chaque cas, trouver un équivalent simple de la fonction f en +oo :

1. f(x) =2 —¢" 4. f(z) = 7. f(z) =In(1+ 2?)

) T+ 1 In(x)
2. f(z)=In(z) +=x 5. f(z) = 22° + zIn(x) 8. f(z) = z oz
3. flz) =x+ or 6. f(x) =3re* —32° + %

Exercice 3
In(1+ x)
T
1. Déterminer ’ensemble de définition de f

Soit f: x+—

2. Montrer que f est < prolongeable par continuité > en 0 (c’est-a-dire que f admet une limite
finie en 0, qui permet de définir f(0) tout en conservant la continuité de f). On notera encore
f ce prolongement.

3. Montrer que ce prolongement est dérivable en 0 et calculer f'(0)

Exercice 4

1. Déterminer les DL a l'ordre 2 en 0 des fonctions suivantes :

a. r— V1+2x b. 1 ) 1
l—x 11—z

2. Déterminer les DL a Uordre 2 en 0 des fonctions suivantes :
a. v (1+2)e™® b g € . 1
11—z 14 2+ 22

Exercice 5
1 1

r  In(l+x)
1. Donner le développement limité a 'ordre 2 de In(1 + z) pour z au voisinage de 0

On pose, pour = > 0, f(x) =

2. En déduire des équivalents de zIn(1 + ) et de In(1 + x) — x pour x au voisinage de 0

3. Justifier que f est prolongeable par continuité en 0



Exercice 6

On considere la fonction f définie sur ]0; +-o0of par : Vo >0, f(z) = (1 — x)e_%
1. Montrer que fest prolongeable par continuité en 0

On note f la fonction ainsi prolongée. Préciser la valeur de f(0)

Montrer que f est continue sur R, de classe € sur R%

Montrer que f est dérivable en 0 et préciser la valeur de f'(0)

Montrer que : ig% f'(z) = f'(0). En déduire que est de classe €* sur R,

Déterminer la limite et un équivalent simple de f en +oo
Déterminer les variations de f. Montrer que f admet un maximum que ’on précisera.

Montrer que la courbe associée a f admet un point d’inflexion d’abscisse a que I'on précisera.
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Questions Python :
a. Calculer des valeurs approchées de f(a) et de f'(a)

b. Tracer la courbe associée a f et sa tangente en a

Les ezercices suivants comportent des questions qui vont un peu plus loin que le programme, avec des
compositions de développements limités présentés ici comme des changements de variables.

Exercice 7

1
1. Vérifier que, pour x > 0, In(1 + 2%) = 2In(z) + In (1 + —2>
x

2. Donner le développement limité de In(1 + u) pour u au voisinage de 0

1 21 1 1
3. En déduire que, pour z au voisinage de +o0 : —In(1 + 2°) = n(z) +—+o (—4)
T x T T

Exercice 8

2x T
Indication : poser u = 1/x et utiliser un développement limité de In(1 + ) en 0 a l'ordre 2.

1 1 1
Montrer que, pour x au voisinage de +oo : xIn (1 + —) =1——+o0 <—
x

1\* —
En déduire que : (1 + —) e~ €
T 2400 21

Exercice 9

en 0 a l'ordre 1.

1. Donner le développement limité de u
—u

2. En utilisant le développement limité de z — In(1 + z) a l'ordre 2, montrer que, pour x au

- de 0 1 o 1
voisinage de 0 : ——— = — X ————
& In(l4+2z) =« 1—ux)

1
3. En déduire que :———— = — 4+ A+ 0(1) ou A est une constante a déterminer.
ln(l —+ SL’) =0

1 1

4. O : == ——
n pose : f(z) P PG
Montrer que f est prolongeable par continuité en 0

avec u(z) — 0 quand x — 0

pour z > 0



