ECG 2 - maths appli. TD 0 - Rappels sur les fonctions Septembre 2025
Corrigés, a minima des exercices non corrigés en classe.

Exercice 6
. . 5 1
Déterminer la dérivée n®"® de x — —, avec n € N* quelconque.
x

On peut tatonner pour trouver une formule : en notant f la fonction,

-1 2 2 X 3 2x3 x4
on trouve f'(r) = — puis f"(r) = — puis fO(z) = puis fW(z) = ——

x x x
On peut alors émettre une conjecture pour la formule,
on pose pour n € N*, P(n) : Vo € R*, fW(z) = g

e : £ ) (=Dt -1 , ,
Initialisation : P(0) est vraie < Vo € R*, f7(z) = ~—77— = —5 ce qui est vrai, donc P(0) est
x x
vraie
Hérédité : soit n € N*, on suppose que P(n) est vraie
AV

donc par hypothése, Vo € R*, f)(z) = % (=1)"nlg~ D
donc Vz € R*, f™/(z) = (=1)"n! x (—(n + 1))z~ "+~
; (n+1) 1\ . —(n+2) _ )n (TL+ ]') :
ie. f () =(—1)"n! x (=1) x (n+ 1)z = v donc P(n+ 1) est vraie

donc par théoréme de récurrence, Vn € N*, P(n) est vraie

Exercice 8

Remarque préliminaire : il s’agit d’étendre ici I'inégalité triangulaire : |a + b| < |a| + |b| (cf. cours de
premiére année) a 'addition de n nombres réels.

1. Montrer par récurrence que, pour n (n > 2) réels i, ...z, :
|21 + 20 + ..oy | < x| + x| + - |2

On pose pour n € Nyn > 2, P(n) : Y(x1, 29, ...,2,) € R, |21+ 20+ ... 25| < |21] + 22| +. . . |20
Initialisation : d’aprés 'inégalité triangulaire évoquée plus haut, P(2) est vraie

Hérédité : soit n € N,n > 2, on suppose que P(n) est vraie

soit (x1,T2,...,Tpp) € R™™ on pose a =2 + 29+ -+, €t b= 2,44

alors d’aprés I'inégalité triangulaire : |a + b| < |a| + |b]

Le. |z1+ao+ -+ Xy + T | KT+ T2 A+ | + 204

or par hypothése de récurrence |x; + xo + ... x,| < |z1| + |22| + .. . |24

donc |xy + 2o + - -+ + x| + |Tngr| < |21| + 22| + - - 20| + | T

et a fortiori |zq + xo + -+ - + xp + xppa| < |2y | + |22| + . |20| + |20y 1e. P(n+ 1) est vraie
donc par théoréme de récurrence, ¥n € N,n > 2, P(n) est vraie

2. Montrer que, pout tout couple de réels (x,y) : )|x| - |y|’ < |z —y|
Remarque. On a aussi : V(x,y) € R?, ’|x| - |y|’ < |z + vyl

On utilise I'inégalité triangulaire en posant a = x — y et b = y, on obtient alors :
v —y+yl <lz—yl+lyl e [z <[z —y[+[y] et donc [z — [y < [z —y]

de méme en posant a =y —xr et b=ux:

ly — 2+ <y —af+ |z e [y] <[y — 2|+ || et donc |y| — |z| < |z —y|

car [y — x| = [ — (z —y)| = |z —y|

tla] = Iyl = Izl =yl ou |lal — lyl| = ly] — lal

mais dans tous les cas, on a montré que ‘|x\ - \y\‘ < |z —y|



Exercice 9

On pose, pour z € [0, 1], f(z) = —In(1 — z) et g(z) = f(z) — [f(z)]
1. Déterminer les variations de f. Préciser sa limite en 1

—1 1
f est dérivable (composition de fonctions dérivables) et Vz € [0, 1], f'(z) = 3 =7
—x -z
orz<1=1—2>0doncVze[0,1],f'(x) >0 donc f est (strictement) croissante

par ailleurs lim 1 —z =0 et lim In(X) = —o0
z—1 X—=0
donc par composition, lin% In(1 —z) = —o0 et donc lirr% f(z) = +o0
T—r T—r

2. Justifier que f est bijective de [0, 1] vers un intervalle J & préciser et déterminer f~'(y) pour
yeJ

f est strictement croissante et continue (car dérivable) donc f réalise une bijection de [0; 1] dans
[£(0), lim f(x)] = [0, +o0] car f(0) = —In(1) = 0
T—r

Nota bene : comme on va déterminer la réciproque ci-dessous, le recours au théoréme de la
bijection ci-dessus n’était pas nécessaire.

On va appliquer la méthode pour déterminer la réciproque :
soit y € [0,4o00[, alors Fx € [0;1], f(z) =y & Tz € [0;1][,—In(1 —2) =y

& Jdre 0,1, In(l —2) = —y

S Jrel0;l,l—axz=e"Y cara=bs e’ =e
finalement Vy € [0, +oo], alors 3z € [0;1[, f(z) =y oz =1—¢€¢""Y
on vérifie que 'antécédent trouvé est bien dans ’ensemble de définition de f : en effet y > 0 =
—y <0=0< e ¥ < e car exponentielle est croissante et strictement positive, i.e. 0 < e ¥ < 1
donc 0> —e ¥ > —letenfinl >1—e?>0ie 1—e?eZr=[0;1]
cela signifie que tout élément de [0,+oo] admet un unique antécédent par f (dans [0,1[) et
que cet antécédent est 1 — e ¥, autrement dit f est bijective et sa bijection réciproque est
1, Dol = i1

Y = 1—e™Y
3. Justifier que, pour tout x € [0, 1], g(x) € [0,1]

Par définition de la partie entiére, Vo € [0; 1], | f(z)] < f(x) < [ f(x)] +1
donc 0 < f(z) — | f(x)] < 1ie. g(x)€0;1]

4. Soit a € [0, 1]. Déterminer I’ensemble des réels z tels que g(x) < « (difficile)

b

Soit z € [0;1], alors g(z) L a<= 0<g(x) <a< 0< f(z) — | f(2)] <«
& Lf(0)] < flz) < Lf(@)] +a
s IneNn< fx)<n+a
e IeN [ n) <[ (f(@) < fHnta)
car la réciproque d’une fonction bijective a le méme sens de variation
S dneN1l—e"<o< 1 —e ()
+oo
finalement g(z) < a & x € U [1—e ™ 1—e mt)]
=0

n
il s’agit donc de la réunion d’une infinité d’intervalles

import numpy as np
import numpy.random as rd

5. On rappelle que la commande rd.rand(n) renvoie un Y=—np. log (1-7d.rand (1000))

tableau & n colonnes contenant des nombres choisis aléa- Z=Y-np.floor (Y)
toirement entre 0 et 1 If“=° .

R A or z in Z:
Que fait le programme Python ci-contre ? if z<= 0.5:

L=L+1
print (L/1000)



1
Le programme cherche a donner la probabilité que g(z) < 5 en étudiant 1000 « valeurs » de

la fonction g générées aléatoirement. Concrétement, il commence par créer une liste Y de 1000
images par f dont les abscisses sont tirées aléatoirement (dans [0;1[), puis il créé la liste Z des
valeurs correspondantses pour la fonction g. Enfin avec une boucle il calcule le nombre de valeurs

1 1
de Z inférieures ou égales a 3 et donne la fréquence pour laquelle g(x) < 5



