ECG 2 - m. appli. TD 2 - compléments sur les suites et les séries Septembre 2025

Corrigés, a minima des exercices non abordés en classe

Exercices types : suites récurrentes

Exercice 2

1
On pose, pour z > 0, f(z) = = — 1 (:c2 + ln(:c))
1
On notera I l'intervalle [5, 1]

1. Etude de f sur 1
a. Justifier que f est de classe €' sur R*
g(x)
4o
f est €' (et méme €>°) 1a ot elle est définie, par opérations de fonctions € (et méme €°)
1< 1)_4x 202 +1  dr—22°—-1  g(x)

Déterminer une fonction g telle que, pour z > 0, f'(z) =

1 Ry, flw) =1~ (2204~ = = \
de plus Vz € +,f(37) 4 :c+x 4 4z dx 4x ot

g(z) = —22% +4x — 1

b. Etudier la fonction g, et montrer que,
pourz € I, 0 < g(z) <1

Veel,gd(x)=—4dr+4=4(1—-2)>0cara<1l=1—-22>0

1
donc g est croissante sur I et donc Vo € I, g (—) < g(x) < g(1)

2
D o (Y haxlio lyg 1oty (1)=-2+44-1=1
I\2) " 2 2 T 2 A -
1
dochxEI,§<g(:c)<1etafortiori0<g(a:)<1

1
c. En déduire que, pour z € I, 0 < f'(z) < 5 puis établir le tableau des variations de f sur

Pour z € I, - <z < 1 donc 2 < 42 < 4 et donc en appliquant la fonction inverse qui est

1
décroissante sur |0, +o0ol, 1 < 1 < 3
x
puis en multipliant cette inégalité avec celle démontrée en 1.b. (tous les termes étant posi-

: | R :
tifs), on trouve 0 < g(z) x . < B (I'inégalité reste stricte en 0 car aucun de deux facteurs
x

—_

ne peut étre nul) i.e. 0 < f'(z) < = donc f est croissante sur I, par ailleurs :

1(3)=3-3(() 0 () =55 -am () - mn -5

(\V]

1
—1n(2
+4n() S

N ool w
—_

1 3
et f(1)=1-— Z(l +1In(1)) = 1 d’ott le tableau !

d. On pose, pour z > 0, h(x) = f(x) — z. Etudier la fonction h sur I et en déduire que f
admet un point fixe dans I, noté a



h est €' (et méme ) car f lest et o — —x également et Vo > 0,h/'(z) = f/(z) — 1 =
1 1

—Zor+ =
4 ( v x

donc A'(x) < 0 car x < 0 donc h est strictement décroissante sur I, et h est continue (car

dérivable), donc d’apres le théoreme de la bijection :

1 1 1 —1+2In(2
h réalise une bijection de I = [5, 1} sur {h (5) ,h(l)} = [_Z’ %n()
1 1\ 1 3422 4 —1+2mn(2) 3
hz)=f(z)-c=2"20  C o T k() = f(1)—1=5—1
a2 f(Q) 2 8 8 8 et h(1) = f{1) 1
de plus —1+21In(2) = —1+1In(4) > 0 car 4 > e donc par stricte croissance In(4) > In(e) = 1
—14+2In(2 1 —1+2In(2
et donc +—n() > (0, donc 0 € T —i—Tn() , donc 0 admet un unique antécédent

par hi.e. 'équation h(x) = 0 < f(x) = x admet une unique solution, i.e. f admet un unique
point fixe dans [
2. Etude d’une suite récurrente
a. Justifier que la suite définie par ug = 1 et u,41 = f(u,) pour tout n € N est bien définie.

Par récurrence! mais on va préciser le résultat car u, > 0 qui est suffisant pour la bonne
définition ne suffira pas pour la suite, donc on va montrer u,, € I

On pose pour n € N, P(n) : < u,, est défini et u,, € [ >
Initialisation : ug = 1 donc P(0) est vraie

Hérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie
donc par hypothese, u,, > 0 donc f(u,) = u,1 est bien défini
34 21In(2
par ailleurs u,, € I donc d’apres 1’étude de f en 1.c alors ;n() < fluy,) <
or comme vu plus haut 21In(2) > 1 donc 3 + 21n(2) >4
34+ 21In(2 1 1
—1—711() > 5 donc finalement 5 < flup) <1
i.e. U1 € I et donc P(n+ 1) est vraie
donc par théoreme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie

et donc

b. En utilisant 1'inégalité des accroissements finis, montrer que,

1
pour tout entier n > 0: |uy41 —a| < §|un — al

(NN

1
D’apres la question 1.c., Vo € 1,0 < f'(z) < 5 ¢t donc |f'(z)| <

1

donc d’apres I'inégalité des accroissements finis, V(a,b) € I%, | f(b) — f(a)| < 5\() —a

donc pour n € N, avec b = u,, et a défini a la question 1.d., on a bien a € I et par ailleurs

b € I grace a l'inégalité démontrée a la question précédente

1
donc | f(u,)— f(a)] < §|un—a| e |up1—al < §|un—a| car par définitions, f(u,) = un + 1
et f(a) =a
) 1 s :

c. Montrer par récurrence que : Vn € N, |u,, —a| < o et en déduire la convergence de la suite

u

Grace a cette inégalité < récursive > démontrée en 2.b., on peut alors démontrer par

récurrence l'inégalité demandée, pour n € N, on définit P(n) : Vn € N, |u,, — a| < o

1

Initialisation : P(0) est vraie & |up —a| < =< 1—a < 1caruy=1et a <1;cequiest

20
vraicar a >0 donc 1 —a <1



Hérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie
1

donc par hypothese, |u, — a| < o donc §|un —a| < o)

or d’apres 2.c. |u,q1 — al < é\un — a| donc a fortiori |u,11 — a| < ie. P(n+1) est

2n+1

vraie 1

donc par théoreme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie, i.e. |u, — a|] < o
1

1 " 1
or—z(—) — 0 (forme ¢" avec \q|:§<1)et0<\un—a|<§

2n 2
donc par théoreme des gendarmes |u, —a] — 0 i.e u, — a

d. Ecrire une fonction Python d’en-téte : approximation(p) donnant un rang n a partir duquel
u, approche a a 107”7 pres, ou p € N est un parametre.

1
On calcule - de maniere itérative jusqu’a ce que cela devienne inférieur ou égal a 107" ce

qui garantit alors |u, —a| < 107" et donc u, — 1077 < a < u, + 1077

n=0

while 1/2%*n>10**(-p):
n=n+1

print (n)

Séries de Riemann et séries télescopiques
Exercice 5

Dans cet exercice, on note S,, = -
n Z k
k=1
1. Justifier que (Sy,)nen+ diverge. Quelle est sa limite ?
(Sn)nen+ est la suite des sommes partielles de la série de Riemann avec a = 1 dite < série

harmonique >, on sait par propriété du cours que cette série diverge et c¢’est forcément vers +oo
d’apres le théoreme de la limite monotone sur les séries a termes positifs.

1 1 1
2. Mont ke N*, et kk+1]: —— < — < —
onrerque,pourle cet x € [k, k+1] k1+1\x\k
En déduire que : k—+1 In(k+1) —In(k) < z
Soit k € N* et x € [k, k + 1] alors k < x < k + 1 et donc par application de la fonction inverse
1 1 1
t dé t 0, <—< -
qui est décroissante sur ]0, 400, 1 +11 So<p
on pose f(z) = In(z) alors f'(z) = — et en posant [ = [k, k + 1], d’apres I'inégalité précédente

1 1

I, —— < fl(z) <+
veel g siwsy
donc d’apres I'inégalité des accroissements finis, appliquée a a = k et b = k + 1, on obtient :
1 1

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a) ie. (k+1_k)k—4r1 < flk+1)— f(k) < (k+1_k)E

1 1
soit ] <In(k+1) —In(k) < z et ceci est valable quel que soit l'intervalle I = [k, k + 1],
donc pour tout £ € N*

3. Déduire de la relation précédente que, pour tout entier n > 2: 5, —1 <In(n) < S,
On pourra faire une somme pour k allant de 1 an — 1



Soit n > 2, comme indiqué, on additionne les inégalités démontrées précédemment :
n—1 n—1 n—1

1 1
— < In(k+1) —In(k)) < —
<) ) < Y
k=1 k=1 k=1
n—1 1 n—1 1 n 1 n 1
or 7 = Sn1 et par changement d’indice (i = k+1), 1T Z 77 1=5,-1
k=1 k=1 =2 i=1
n—1
et par télescopage Z(ln(k; +1) —In(k)) = In(n) —In(1) = In(n)

k=1
d’ot, finalement, S, — 1 < In(n) < 5,1

1
4. Montrer que, pour tout entier n > 1 :In(n) + — < S, <In(n) + 1
n

D’apres la double inégalité précédente, pour n > 2, d'une part S, —1 < In(n) donc S,, < In(n)+1
1 1 1 1

et d’autre part In(n) < S,,_; donc In(n) + — < S,,_1+ —ie. In(n)+—< S, car S,,_1+— =5,
n n n n

1
d’ou, en assemblant, In(n) + — < S, < In(n) + 1 ce qui est vrai aussi pour n =1 car S; = 1
n

5. En déduire un équivalent simple de .S,, quand n — 400

La question précédente nous fait comprendre que S,, < croit au rythme de In(n) >, on va donc
montrer que c’est ’équivalent recherché :
d’apres I'inégalité précédente, et pour n > 2 (pour éviter la division par In(1)) :
In(n)++ S, In(n) . 1 Sy,
g < e 1+ <
In(n) In(n) = In(n) nln(n) = In(n)
or d’apres les limites usuelles, nln(n) — 0

<1

n

In(n)

Nota bene : on a donc montré la divergence (vers +oc) de la série harmonique

donc d’apres le théoreme des gendarmes, — 1ie. S, ~In(n)

Rappels sur les suites (séries) rencontrées en premiere année

Suites (séries) géométriques et assimilées
Exercice 8 - suite récurrente linéaire d’ordre 2

Soit u la suite définie par :
ug=0,uy =1let pourn € N: upio=upr1 +u,
On note a, b les solutions de I'équation 2? =z 4+ 1 avec b < 0 < a

1. Montrer, par récurrence, que u, est un entier naturel pour tout n € N

Par récurrence! Il s’agit ici d'une récurrence double, puisqu’il faut une information sur deux
rangs pour en déduire le rang suivant. Pour n € N, on pose P(n) : u, € N

Initialisation : elle se fait sur deux rangs pour la récurrence double, uy = 0 et u; = 1 donc P(0)
et P(1) sont vraies

Hérédité : ici I'hypothese se fait sur deux rangs, soit n € N, on suppose que P(n) et P(n + 1)
sont vraies

par hypothese, u,, € N et u,,; € N alors de maniere évidente u,, + u,+; € N ie. u,19 € N et
donc P(n + 2) est vraie

donc par théoreme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie



1
2. Déterminer a et b. Montrer que 1 <a <2etqueb=1—a=—-
a

2

x® — 2 — 1 =0 admet deux solutions (A = 5) qui sont b = et a = 5

on retrouve b< 0 car 5>1=+v5>V1=1 par stricte croissance de x — \/z
par ailleurs 4 < 5 < 9 donc de méme vV2 < V5 < vV9ie 2 <vV5<3donc3<1++5<4et

B

doncg<1+2\/3<§i.e.g<a<26taf0rtioril<a<2
enﬁnd’unepart,1—a:1—1+2\/g:2_12_\/g:1_2\/g:bet d’autre part :
I 2 x (1 —+/5) :_2><(1—\/5):_2(1—\/5):1—\/3:b
a 14++/5 (1+5)(1—+/5) 1-5 —4 2
3. Montrer que Vn € N, un:an_bn
V5

2? — 2z — 1 est I'équation caractéristique de la suite (u,)ney donc par propriété sur les suites
récurrentes linéaires d’ordre 2, 3(\, i) € R?,¥n € N, u,, = Aa™ + pub"
de plus d’une part ug = 0 et uy = 1 et d’autre part ug = A+ p et u; = Aa + pb donc

1
Ap =0 Adtp =0 A= p A= b—a
& & 1 & 1
)\CL+/Lb =1 ,u(b—a) =1 L2<—L2—CLL1 no = no=
b—a b—a
1— —1-— -2 1
orpardéﬁntiondeaetb,b—a: V5 \/3 \/_:—\/_dou/\—— tu=——
X 2 , V5 V5
q® — b
finalement Vn € N, u,, = —=a" — —=0" =
RV -

4. Montrer que les séries suivantes sont absolument convergentes :

S Dngam 2np
2n+1 ’ 2n+1 ? 2n+1

—+oco
5. Calculer Z 2:11
n=0

Convergence et comportement asymptotique de suites et séries

Exercice 15

e e 0l
On pose, pour n € N : u,, = Z o
k=0
2n 2n+1 k
(—D)F (1)
anUQnZZTa wn:u2n+1:Z X
k=0 k=0

1. Calculer u,, pour n € {0,...4}




4
(-1 1 1 1 1 1 1 1 9 3
t g = _ _
etus =3 W0 1o T3 T T3 2478

. Montrer que (u,)nen converge et déterminer sa limite L

Par propriété (u,),en est la suite des sommes partielles de la série exponentielle pour = = —1
et donc (uy,)nen converge vers e '

. Montrer que v et w sont adjacentes et de limite L

Par définition :

2n+2 k 2n k 2n k 2n+2 k on i
—1 —1 —1 —1 -1

Un41 — Un = U2p42 — U2p = E ( ') — E ( ') = (=1) + E: (=1 _ (1)
k=0 ’ : :

k! k k! k! k!
k=0 k=0 k=2n+1 k=0
d’apres la relation de Chasles
2n+2 k 2n+1 2n+2
-1 -1 -1 1 1 2 2
donc v, 1—v, = Z ) :( ) (=1) = — + — n+ +
Nrw/ R 2n+1)! (2n+2)! (2n+ 1) (2n +2)! (2n +2)(2n + 1)!
1 o 2n+1
2n+2)!  (2n+2)!

donc v, 11 — v, < 0i.e. (v,)nen est décroissante
2n+3 k 2n+1 k 2n+3 k
—1 -1 -1
et de maniere analogue w1 — W, = Ugy 13 — Uopi1 = Z % — Z ( k!) = Z ( k!)
k=0 k=0 k=2n-+2
(=1)%+2 (—1)%n+3 1 1 ~2n+3-1  2n+2

2n+2)  2n+3)!  2n+2)! (2n+3)!  (2n+3)!  (2n+3)!
donc wy,11 — w, = 01i.e. (w,)nen est croissante

2n+1 k. 2n k 2n+1
—1 —1 —1 1
enfin w, — v, = (1) —Z( ) :( ) - -
—~ Kk Kk (2n +1)! (2n +1)!
or (2n+1)!'=(2n+1)(2n)! > 2n+1 > 1 donc par comparaison lirE (2n+1)! = +o0 donc par
n—-+0o0
quotient lim —— =0 et donc w, — v, — 0

n—-+00 (2n + 1)!
finalement les suites (v, )nen €t (wy)nen sont adjacentes donc elles convergent vers une méme
limite
de plus (vp)nen = (U2n)nen est une < suite extraite > de (u,)nen (cette notion est hors pro-
gramme) et comme (v,),eny converge, elle converge vers la méme limite (cette propriété est
également hors programme), i.e. L = e~ ' (donc (w,)nen également).



