ECG 2 - m. appli. TD 3 - espaces vectoriels Septembre 2025

Espaces vectoriels, familles de vecteurs, familles libres, bases

Exercice 1

1. Soit e; = (1,0,1), ea = (1,1,0) et e3 = (0,0, 1) trois vecteurs de R
Montrer que (e, e, €3) est une famille libre.

2. Soit P(X)=X?—1, Py(X) =X+ X et P3(X) = 1 trois polynémes de Ry[X]
Montrer que (P;, P, P3) est une famille libre.

3. Soit 1 = (1,2,1), es = (1,—1,2) et e3 = (1,5,0)
Montrer que (e, ez, e3) est une famille liée de R?

Exercice 2

Soit A € A, ,(R) une matrice quelconque.

1. Montrer que I'ensemble des vecteurs colonne X tels que AX = 04, (&) est un sous-espace

vectoriel de ., 1(R)
2. Montrer que {AX ; X € #,1(R)} est un sous-espace vectoriel de ., 1(R)

Exercice 3

1. Soit : e = (1,0,0,1), es = (1,1,0,1), e3 = (1,1,1,1), e5 = (1, —1, —1,0)
Montrer que (ey, e, €3, e4) est une base de R*

2. Soit Py(X)=X* - X -1, P(X)=X+2et P(X)=X*~-1
Montrer que (P, P, P,) est une base de Ry[X]

Exercice 4

On note .#(R) l'ensemble des matrices symétriques de .#5(R), ¢’est-a-dire ’ensemble des matrices
M carrées d’ordre 2 vérifiant *M = M : % (R) = {M € #(R) |*M = M}

1. Montrer que .#5(R) est un sous-espace vectoriel de .#5(R)

10 01 0 0
2. Soit : Fy = , By = . b=
0 0 10 01
Montrer que (Ey, Ey, E3) est une base de .#(R)
10 0 -1 1 0
3. On pose : F} = , = , I3 =
01 -1 0 0 -1

Montrer que (F}, Fy, F3) est une base de % (R)

Exercice 5

Soit n € N,a € R et E 'ensemble des polynomes P de R, [X] tels que P(a) =0 :
E={PeR,[X]|P(a) =0}
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R, [X]



Dimensions et sous-espaces vectoriels.

Exercice 6

Déterminer le rang de la famille de vecteurs (uy,ug,uz) avec uy = (1,—1,1), us = (2,2,0) et
Uus = (4, —2, 3)

Exercice 7
Soit n € N, n > 3, F = R,[X] et F I'ensemble des polynomes P € FE tels que P'(0) + P"(0) =0
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F
2. On note G = Vect(1, X* —2X, X3 ... X™). Montrer que G C F
3. Montrer que dimG =n
4. En déduire que : n <dimF <n+1, puisque : dimF =net F =G

Exercice 8

1. On considerre F = R?
Dans chacun des cas suivants, dire si (u,v) est une famille libre ou liée.

a. u=(-2,3), v=(-3,0)
b. u=(1,2a),v=(a+1,4) oua € R

2. On considere E = R?
Dans chacun des cas suivants, dire si (u, v, w) est une famille libre ou liée.

a. u=(1,21),v=(1,21), w=(0,0,0)

b.u—(120) = (=3,0,1), w = (0,1,1)
cou=(2-1,1),v=(-2,0,3), w=(2,-3,9)

d. u= (1,0, 1), v=1(2,-2,1), w = (a,b,c) ol a,b,c sont des réels.

011
3.Onpose: A= |1 0 1|.Montrer que (I3, A, A*) est une famille liée (dans .Z3(R))
1 10
, 1 0 11 o
4. Soit A = , B = . Montrer que (/2, A, B) est une famille libre de .#5(R)
0 —1 11

Exercice 9
Dans R?, on considére les vecteurs :
w = (2,1,3) up = (3,5,-2) us= (-5 —13,12)
1. Montrer que : ug € Vect(uy, us)
2. La famille F = (uy, ug, us) est-elle libre ? Est-ce une base de R??

3. Soit x = (21, 7o, 73) € R?
Montrer que x est combinaison linéaire d’éléments de F' si, et seulement si : 1721 — 132, —7Tx3 = 0



Exercice 10
Soit E =R3[X] et a € R
Onpose Py(X)=1+X, P(X)=X+X? P((X)=X’+X° PX)=1+aX?

1. Dans le cas ou a = 1, montrer que (P, Py, Py, P3) est liée et déterminer le rang de la famille
(P, P1, Py, P3), c’est-a-~dire la dimension de Vect(Fy, Py, Ps, Ps3)

2. Dans le cas a = —1, montrer que (P, Pi, Py, P3) est une base de R3[X]

Exercice 11

1 0 -1 1
] o ) 02 1 1
Soit . le systeme linéaire homogene de matrice A =
1 2 0 2
2 2 -1 3
Déterminer une base de ’ensemble des solutions de .%
Des exercices classiques
Exercice 12
a
Pour a, b, ¢ réels, on pose M(a,b,c) = et o/ l'ensemble des matrices M(a,b,c) lorsque

-b ¢

a,b,c décrivent R, c’est-a-dire : &7 = {M(a, b,c), (a,b,c) € ]R?’}
Montrer que o7 est un sous-espace vectoriel de .Z5(R)
Déterminer la dimension de &7 et une base de &/

Exercice 13

a b c 010
On pose F' = 0a b|l,(abe)ecR¥et N=10 0 1
0 0 a 0 00

1. Vérifier que I3, N et N? sont dans F et calculer N*
2. Montrer que F est un espace vectoriel et que % = (I3, N, N?) en est une base.
3. Soit A = I3+ N + N?

a. Vérifier que A% = I3+ 2N + 3N? et A% = I; + 3N + 6N?

b. Quelles sont les coordonnées de A, de A? et de A3 relativement & #?

c. Montrer que ./ = (A, A%, A®) est une base de F

Exercice 14
1. Soit F = {(zy, 79, 73) € R® | 2 + 15 + 23 = 0}
a. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R?

b. Montrer que v = (=1,0,1) et w = (0, —1, 1) sont deux vecteurs de F' formant une famille
libre.

c. Montrer que (v, w) est une base de F



2. Soit G = {(21, 20, 23) ER? |2y —25 =0 et x;+ 23 =0}
Montrer que G = Vect(u) avec u = (1,1, —1). Quelle est la dimension de G ?

3. Montrer que (u,v,w) est une base de R

Pour aller un peu plus loin

Exercice 15 - ce type d’espace vectoriel n’est pas au programme

Soit £ lespace vectoriel des solutions de 'équation différentielle (F) : 3" =y sur R (on admet que
& est un espace vectoriel).
1. Résoudre E et en déduire une base de &
e’ +e’” e’ —e ”

2. On pose : Vo € R, ch(z) = — sh(z) =

Montrer que (ch,sh) forme une base de €

Exercice 16 - des espaces vectoriels ?

Tous les espaces vectoriels (ou pas) ci-dessous ne sont pas forcément au programme, mais cela permet
de tester votre connaissance du concept (d’espace vectoriel)

Les ensembles suivant sont-ils des (sous)-espaces vectoriels ?
1. L’ensemble des fonctions continues sur R
L’ensemble des fonctions réelles dérivables sur R
L’ensemble des fonctions réelles T-périodiques sur R (7" > 0 fixé).
L’ensemble des fonctions réelles convexes sur R
L’ensemble des fonctions réelles croissantes sur R
L’ensemble des fonctions positives sur R
L’ensemble des suites réelles nulles a partir d’'un certain rang.

I’ensemble des suites réelles de limite nulle.

© P NSk

L’ensemble des fonctions réelles définie sur R, de limite nulle en a € R ou a = +/ — 00
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. L’ensemble des suites réelles de limite 400
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. L’ensemble des suites réelles convergentes.
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. L’ensemble des suites réelles divergentes

1
. L’ensemble des suites u telles que u,, = o(—)
n
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. L’ensemble des fonctions réelles de limite 1 en a € R oua = +/ — 00
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. L’ensemble des solutions de ’équation différentielle homogene y'(x) +ay(x) = 0 sur un intervalle
I,ouacR.

16. L’ensemble des solutions de 1'équation différentielle y'(x) + ay(z) = b sur un intervalle I, ou a
et b sont des réels.

17. a € Ret b € R fixés, 'ensemble des suites réelles (u,)nen vérifiant : Vn € N, w0 = aup1+bu,

18. L’ensemble des fonctions réelles définies sur R, nulles en dehors d’un segment fermé.



