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ipe d'une fon
tion ré
ursiveUne fon
tion ré
ursive est une fon
tion qui s'appelle elle-même.Il faut prendre garde à déterminer une 
ondition d'arrêt pour que la pro
édure se termine. L'exemple-type d'une fon
tion ré
ursive est 
elui des suites déterminées par une relation de ré
urren
e du type :
un+1 = fn(un) où fn est une fon
tion éventuellement dépendant de n. La 
ondition d'arrêt 
orrespondau point de départ : le u0 dans les suites ré
ursives.L'objet de 
ette séan
e est de se familiariser ave
 la ré
ursivité dans des 
adres simples (et même sion pourrait se passer de ré
ursivité pour 
ertaines fon
tions).Exemple type : fon
tion fa
torielleLa fon
tion fa
torielle peut être dé�nie de manière ré
ursive :
0! = 1 (
'est le u0) et (n + 1)! = (n+ 1)× n! (
'est la relation un+1 = f(un))def fa
t(n):if n==0:return 1else:return n*fa
t(n-1)Exer
i
e 11. Véri�er pour deux entiers n et p tels que 1 6 p 6 n :
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ar n(n− 1)! = n! et p(p− 1)! = p! d'où le résultat.2. Compléter la fon
tion ré
ursive suivante permettant le 
al
ul de (

n

p

) :Le programme part du prin
ipe qu'on 
al
ule (

n
p

) pour n > p et de manière ré
ursive à l'aidede la formule pré
édente. En diminuant n et p de une unité à 
haque fois, 
'est for
ément � le
oe�
ient du bas � qui atteindra 0 en premier. On utilise alors que ∀k ∈ N,
(

k
0

)

= 1def CoefBin(p, n):if p==0:return 1else:return n/p*CoefBin(p-1, n-1)
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Suites ré
urrentesExer
i
e 2On pose u0 ∈ [0, 1] quel
onque et, pour tout n ∈ N, un+1 = e−un/2On admettra que u 
onverge vers un réel ℓ, et que, pour tout entier n ∈ N, |un − ℓ| 6 2−n1. Compléter la fon
tion Python suivante permettant le 
al
ul de un pour une valeur initialevaleur_ initiale (valeur de u0) et une valeur n données en entrée :La fon
tion dé�nit la suite de manière analogue à la dé�nition mathématique de la suite : unpremier terme et une relation ré
ursive. I
i la fon
tion 
onserve u0 (appelé valeur_ initialedans le programme) à 
haque rang pour pouvoir le faire évoluer lors de l'exé
ution du pro-gramme ensuite.def u(n, valeur_initiale):if n==0:return valeur_initialeelse:return np.exp(-u(n-1, valeur_initiale)/2)2. A l'aide de la majoration ∀n ∈ N, |un − ℓ| 6 2−n, 
ompléter la fon
tion suivante permettantde trouver une valeur appro
hée de ℓ à 10−p près pour le premier terme u0 = 0Dès lors que 2−n sera inférieur à la pré
ision souhaitée, alors l'é
art entre un et ℓ (qui vaut
|un − ℓ| également, 
e qui répondra à la question en renvoyant un (pour u0 = 0).def valeur_appro
hee(p):n=0while 2**(-n) >10**(-p):n=n+1return u(n,0)Exer
i
e 3On pose : u0 = 0, u1 = 1, et, pour n ∈ N, un+2 = un+1 − 2unCompléter la fon
tion Python suivante permettant le 
al
ul du 
ouple (un−1, un) pour une valeur

n ∈ N
∗ donnée en entrée.La fon
tion Couple doit renvoyer un−1, un et, à part pour n = 1 où le programme doit renvoyer

u0, u1 = 0, 1, on 
al
ule un à l'aide de la formule ré
ursive :
un = un−1 − 2un−2 et don
 du résultat de Couple(n-1) qui 
ontient un−2, un−1def Couple(n):if n==1:return (0, 1)else:v, w=Couple(n-1)return w, w-2*v# TESTprint(Couple(5))Une autre manière de 
oder :
ompléter la fon
tion suivante permettant de 
al
uler un pour une valeur n donnée en entrée et deuxvaleurs initiales u0 et u1 :Le programme se rappro
he du premier de l'exer
i
e 2, on 
al
ule un (suite(..., n)) à l'aide de laformule ré
ursive et don
 de un−1 (suite(..., n-1) et un−2 (suite(..., n-2)). Sauf pour les 
as
n = 0 ou n = 1 où l'on renvoie respe
tivement u0 et u12



def suite(valeur0 , valeur1, n):if n==0:return valeur0elif n==1:return valeur1else:valeur=valeur1 -2*valeur0return suite(valeur0 , valeur1, n-1) -2*suite(valeur0 , valeur1 , n-2)#TESTprint(suite(0, 1, 5))Exer
i
e 4 - suite de Syra
useC'est la suite dé�nie par : u0 ∈ N donné, et pour tout n ∈ N : un+1 =







1

2
un si un est pair

1 + 3un sinonPour tester si un nombre x est pair ou impair, on utilisera la 
ommande if 2*(x//2)==x qui renvoieTrue si x est pair et False sinon.Nota bene : on utilise par 
ommodité i
i la 
ommande // qui permet de renvoyer un entier (lequotient de la division eu
lidienne). Cette 
ommande n'est pas à 
onnaitre.Par exemple : tester les 
ommandesx=322*(x//2)==xx=332*(x//2)==x1. E
rire une fon
tion ré
ursive def Syra
use(n, valeur_ initiale): qui permet le 
al
ul de
un à partir de la valeur u0 dans la variable valeur_ initiale.Exemple : la 
ommande Syra
use(9, 17) doit renvoyer 8def Syra
use(n, valeur_initiale):if n==0:return valeur_initialeelse:u=Syra
use(n-1, valeur_initiale)if 2*(u//2)==u:return u//2else:return 3*u+1# pour testerprint(Syra
use(9, 17))Une 
onje
ture qui date des années 1950 et toujours non démontrée à 
e jour 
onsiste à direque, quelle que soit la valeur initiale, la suite retombera né
essairement à la valeur 12. Compléter la fon
tion def atterrissage(valeur_ initiale) : qui renvoie le premier entier
n pour lequel un = 1 à partir d'une valeur initiale donnée en entrée.def atterrissage(valeur_initiale):if valeur_initiale==1:return 0else:if 2*(valeur_initiale//2)==valeur_initiale:return 1+atterrissage(valeur_initiale//2)else: 3



return 1+atterrissage(3*valeur_initiale+1)Exemples :atterrissage(17) doit renvoyer 12atterrissage(32) doit renvoyer 5atterrissage(33) doit renvoyer 26
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