
ECG 2 - Mathématiques appliquées Mathématiques DS n°1 - 27 septembre 2025La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté et la pré
ision des raisonnementsreprésentent une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats.Les exer
i
es peuvent être traités dans l'ordre souhaité, sans pour autant les pana
her.Au
un do
ument ni matériel éle
tronique n'est autorisé.
Dans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera les importations suivantes faites :
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy.random as rd

Exer
i
e 1 - é
hau�ementSoit u1 = (1, 1, 0), u2 = (1, 2, 1), et u3 = (2, 3, 2)Montrer que la famille (u1, u2, u3) est une base de R
3

Exer
i
e 2Pour x ∈ R+, on pose f(x) = ln(1 + x)Par ailleurs, on pose a0 = 1 et pour n ∈ N, an+1 = ln (1 + an)1. Montrer que f est de 
lasse C
1, 
roissante et véri�e : ∀x ∈ R

∗
+ 0 < f(x) < x2. a. En déduire que la suite (an)n∈N est bien dé�nie, stri
tement dé
roissante et stri
tement positive.b. Quelle est la limite ℓ de la suite (an)n∈N ?3. a. Déterminer un équivalent de x− ln(1 + x) pour x au voisinage de 0b. Déterminer un équivalent de x ln(1 + x) pour x au voisinage de 0
. En déduire que : lim

x→0+

1

ln(1 + x)
−

1

x
=

1

24. On pose, pour n ∈ N, bn =
1

an+1

−
1

ana. Quelle est la limite de bn quand n tend vers +∞ ?b. On admet le résultat suivant :si (vn)n∈N est une suite 
onvergente vers ℓ, alors lim
n→+∞

1

n

n−1
∑

k=0

vk = ℓCal
uler n−1
∑

k=0

bk et en déduire que : lim
n→+∞

nan = 2
. En déduire un équivalent simple de an quand n tend vers +∞ et déterminer la nature de la série ∑
n>0

an
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Exer
i
e 3On rappelle que e ≈ 2, 7 et e2 ≈ 7, 4 à 10−1 près.Pour x ∈ R+, on pose f(x) = xe−
√
x1. Montrer que f est 
ontinue sur R+ et de 
lasse C

1 sur R∗
+2. Montrer que f est dérivable en 03. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +∞4. Cal
uler f ′(x) pour x > 0 et en déduire les variations de f5. Justi�er que f admet un maximum m véri�ant 1

2
< m < 16. Montrer que f est C

1 sur R+7. Etudier la 
onvexité et les éventuels points d'in�exion de f8. Tra
er l'allure de Cf , la 
ourbe représentative de f , sur l'intervalle [0; 10]9. Soit n un entier, n > 2Montrer que l'équation f(x) =
1

n
admet exa
tement deux solutions an et bn telles que an < 4 < bn10. a. Comparer f (an) et f (an+1) pour n > 2. En déduire que (an)n>2

est stri
tement dé
roissante.b. Montrer de même que (bn)n>2
est stri
tement 
roissante.11. Limite de (bn)n>2On suppose dans un premier temps que bn admet une limite �nie ℓ quand n tend vers +∞En revenant à la dé�nition de bn, montrer que né
essairement f(ℓ) = 0Con
lure sur la limite de bn quand n tend vers +∞12. Montrer que lim

n→+∞
an = 013. Ave
 Pythona. Dé�nir la fon
tion f et la représenter sur l'intervalle [0; 10]b. Re
opier et 
ompléter le programme Python suivant permettant de 
al
uler une valeur appro
hée de anà 10−3 près par la méthode de di
hotomie :

def u(n)

a=0

b=1

while ... :

m=(a+b)/2

if ... :

...

else :

...

return ...
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ProblèmeUn joueur parti
ipe à un jeu se jouant en plusieurs parties. Ses observations lui permettent d'a�rmer que :� s'il gagne deux parties 
onsé
utives, alors il gagne la pro
haine ave
 la probabilité 2

3� s'il perd une partie et gagne la suivante, alors il gagne la pro
haine ave
 la probabilité 1

2� s'il gagne une partie et perd la suivante, alors il gagne la pro
haine ave
 la probabilité 1

2� s'il perd deux parties 
onsé
utives, alors il gagne la pro
haine ave
 la probabilité 1

3Pour tout entier naturel n non nul, on note An l'événement : � le joueur gagne la nème partie �.De plus, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on pose :
En = An−1 ∩An , Fn = An−1 ∩An , Gn = An−1 ∩An , Hn = An−1 ∩ An1. a. Utiliser la formule des probabilités totales pour montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ouégal à 2 , on a :

P (En+1) =
2

3
P (En) +

1

2
P (Fn)b. Exprimer de la même façon (au
une expli
ation n'est exigée) les probabilités P (Fn+1) , P (Gn+1) et

P (Hn+1) en fon
tion de P (En) , P (Fn) , P (Gn) et P (Hn)
. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 , on pose : Un =


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Véri�er que Un+1 = MUn, où M =
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2. a. Soient P =


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et Q =
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Cal
uler PQ. En déduire que P est inversible et donner son inverse.b. Déterminer la matri
e D = P−1MPDans toute la suite, on suppose que le joueur a gagné les deux premières parties.3. a. Montrer que : ∀n ∈ N,Mn = PDnP−1b. Montrer que : ∀n > 2, Un = Mn−2U2
. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 , donner la première 
olonne de Mn, puis en déduire
P (En) , P (Fn) , P (Gn) et P (Hn)d. Déterminer les limites, quand n tend vers +∞ de P (En) , P (Fn) , P (Gn) et P (Hn)4. Pour tout entier naturel k non nul, on note Xk la variable aléatoire qui vaut 1 si le joueur gagne la kèmepartie et qui vaut 0 sinon (X1 et X2 sont don
 deux variables 
ertaines).a. Ave
 Python, dé�nir une fon
tion SimulX3 qui permet de simuler la variable aléatoire X33



b. Pour tout entier naturel k supérieur ou égal à 2 , exprimer Ak en fon
tion de Ek et Fk
. En déduire, pour tout entier naturel k supérieur ou égal à 2 , la loi de Xk5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 , on note Sn la variable aléatoire égale au nombre de partiesgagnées par le joueur lors des n premières parties.a. Cal
uler P ([Sn = 2]) en distinguant les 
as n = 2, n = 3 et n > 4b. Déterminer P ([Sn = n])
. Pour tout entier n supérieur ou égal à 3 , é
rire Sn en fon
tion des variables Xk, puis déterminer E (Sn)en fon
tion de n

4


