
Informatique - TP 4 Simulation de variables aléatoires - 2 29 septembre - 3 o
tobre 2025Code de partage ave
 Capytale : ef48-7365099 CorrigéOn utilisera (entre autres) la bibliothèque numpy.random sous l'alias rdExer
i
e 1Le s
ore d'un joueur joueur lors d'un lan
er de �é
hette est modélisé par une variable aléatoire Xtelle que X(Ω) = {0, 2, 5, 10} et
P (X = 0) =

1

5
, P (X = 2) =

1

2
, P (X = 5) =

1

5
et P (X = 10) =

1

101. Cal
uler l'espéran
e et la varian
e de XDe manière immédiate en appliquant respe
tivement la dé�nition et la formule de K÷nig-Huygens, on obtient E(X) = 3 et V (X) = 82. Dé
ouper l'intervalle [0, 1] en quatre intervalles où pourrait tomber un nombre aléatoire généréave
 rd.random() dans le but de simuler X . É
rire alors une fon
tion simulX() qui renvoieune simulation de la variable XPuisque la fon
tion rd.random() renvoie de manière aléatoireun nombre dans l'intervalle [0, 1[, il y aura respe
tivement une
han
e sur 5, sur 2, sur 5, sur 10 que son résultat se trouvedans les intervalles [0, 1
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, 1

[On le dé
rit ave
 les 
onditions suivantes dans le programme(on utilise elif qui signi�e � sinon si � et qui permet de nepas répéter les 
ommandes pré
édentes.
def simulX():a=rd.random()if a<1/5:return 0elif a<7/10:return 2elif a<9/10:return 5else :return 103. Que fait le programme suivant ?def sampleX(n):S = [℄for k in range(n):S.append(simulX())return Sprint(np.mean(sampleX(1000)))

Ce programme réalise 1 000 simulations de la variablealéatoire X grâ
e à la fon
tion de la question 2. (etsto
ke les valeurs dans une liste) et en fait la moyenne.On s'attend à trouver un résultat pro
he de la valeurthéorique de l'espéran
e de X , qui est 3, 
omme nousl'avons vu à la question 1.Exer
i
e 2On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On lan
e n fois une piè
e équilibrée(
'est-à-dire donnant � Pile � ave
 la probabilité 1

2
), les lan
ers étant supposés indépendants.On note Z la variable aléatoire qui vaut 0 si l'on n'obtient au
un Pile pendant 
es n lan
ers et qui,dans le 
as 
ontraire, prend pour valeur le rang du premier pile.
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1. Compléter la fon
tion suivante per-mettant de simuler la variable aléa-toire Zdef simulZ(n) :for i in range(1,n+1):if rd.binomial(1 ,0.5) >0 :return ireturn 0
On répète, ave
 la bou
le, n lan
ers qui peuvent êtremodélisées par rd.binomial(1,0.5) (loi de Bernoulli),rd.randint(1,3) ou rd.random() (ave
 l'intervalle
[

0,
1

2

[). Il semblerait que la fon
tion � renvoie � (du faitdu return) un résultat à 
haque � Pile �. En fait dèslors qu'un return est e�e
tué, lors du premier � Pile �don
, la fon
tion ne renvoie plus de résultat. Et si au
unrésultat n'a été renvoyé lors de la bou
le, 
e sera le 0,par défaut, à l'issue.2. Réé
rire 
ette fon
tion à l'aide d'une bou
le while.I
i on n'e�e
tue pas les n lan
ers, puisqu'on s'arrête dèsque � Pile � a été obtenu, mais 
ela 
orrespond pour lavariable aléatoire. Il faut pré
iser des 
onditions, à la foisdans la bou
le, si � Pile � n'a pas été obtenu au bout de
n lan
ers, et à l'issue 
ar si le 
ompteur 
ontient n + 1
'est que � Pile n'a jamais été obtenu � et il faut alorsque la fon
tion renvoie 0

def simulZ2(n):i=1while rd.randint(1,3)==1and i<=n:i=i+1if i==n+1 :return 0else :return iExer
i
e 3On dispose de n > 1 urnes, numérotées de 1 à n. Pour 
haque k ∈ [[1, n]] l'urne k est 
omposée de kboules numérotées de 1 à k. On 
hoisit une urne au hasard puis on tire une boule dans 
ette urne eton note Xn la variable aléatoire qui prend la valeur du numéro de la boule pio
hée.E
rire une fon
tion simulX(n) qui simule XnOn simule i
i su

essivement deux variables aléatoiressuivant des lois uniformes, respe
tivemnet sur [[1, n]] etsur [[1, k]] où k est le résultat du premier tirage. def simulX(n) :a=rd.randint(1,n+1)return rd.randint(1,a+1)Exer
i
e 4Chaque jour, le nombre de personnes subissant un test de dépistage dans une 
ertaine pharma
ieest modélisé par une variable N suivant une loi de Poisson de paramètre λ = 5. Chaque test a une
ertaine probabilité p =
1

10
d'être positif et les tests sont indépendants les uns des autres. On note

X le nombre de tests positifs un jour donné.1. E
rire une fon
tion permettant simuler la variable XNous sommes à nouveau 
onfrontés à la su

ession dedeux variables aléatoires suivant des lois usuelles, enl'o

uren
e, une loi de Poisson, puis une loi binomiale(où le test positif représente le su

ès). def simulX() :a=rd.poisson(5)return rd.binomial(a,0.1)2. Créer un é
hantillon de taille 1 000 de 
ette variable aléatoire et le 
omparer, ave
 un diagrammeen bâtons, à un é
hantillon de même taille d'une loi de Poisson de paramètre λ× p =
1

2Emettre une 
onje
ture sur la loi de XRappel : on pourra utiliser la fon
tion plt.bar pour le diagramme en bâtons.
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On 
rée dans un premier temps une liste 
ontenant 1 000réalisations de la variable aléatoire X grâ
e à la fon
-tion pré
édente, que l'on transforme en une liste y defréquen
es pour les valeurs allant de 0 (le minimum pos-sible pour la loi de Poisson) au maximum obtenu dansla simulation. En�n, on une deuxième liste pour la re-présentation 
ontenant les valeurs théoriques de la loide Poisson indiquée (il faut une fon
tion fa
torielle pour
ela).En�n on représente les deux diagrammes en bâtons, enajustant les 
ouleurs et la largeur pour fa
iliter la 
om-paraison (on rappelle que le diagramme en bâtons re-quiert une liste d'abs
isses, qui dépend du maximumobtenu à la simulation.Les deux diagrammes sont très pro
hes et il sembleraitdon
 que la � su

ession � d'une loi de Poisson de pa-ramètre 5 puis d'une loi binomiale dont le paramètrede su

ès est 1

10
soit une loi de Poisson de paramètre

5×
1

10
=

1

2

x=[simulX() for i in range(1000)℄m= max(x)y = np.zeros(m+1)for i in range(0,m+1):y[i℄=x.
ount(i)y=y/1000def fa
t(n):if n==0 :return 1else :return n*fa
t(n-1)plt.
lose()a=[i for i in range(0,m+1)℄z=[(0.5**i/fa
t(i))*np.exp(-0.5) for i in range(0,m+1)℄plt.bar(a,z)plt.bar(a,y,width=0.4)plt.show()3. En 
ommençant par expli
iter P[N=n](X = k), démontrer le résultat pré
édemment 
onje
turé.C'est un exer
i
e en soi, à tester !Exer
i
e 5Une urne 
ontient des boules numérotées de 1 à n, indis
ernables au tou
her. On e�e
tue alors destirages sans remise dans l'urne et on note, pour tout k ∈ [[1, n]], Xk la variable aléatoire qui prend lavaleur de la boule obtenue au kième tirage.1. E
rire une fon
tion Python simulX qui prend en argument deux entiers naturels non nuls k et
n, et qui renvoie une simulation de XkIl s'agit à nouveau d'une su

ession de loi uniformes,mais la di�
ulté i
i est de retirer progressivement desvaleurs dans la liste puisque le tirage est sans remise,don
 la 
omposition de l'urne 
hange. On va le faireave
 la 
ommande del L[i℄ qui retire la valeur d'in-di
e i dans une liste (don
 la i+ 1ième) et en raisonnantsur l'indi
e pour le tirage aléatoire. Le b ne sert qu'à ladernière étape (pour 
onserver la dernière valeur 
hoisieet retirée inutilement).

def simulX(k,n):L=[i for i in range(1,n+1)℄for i in range (0,k-1) :a=rd.randint(0,n-i)b=L[a℄del L[a℄return b2. On exé
ute le programme suivant, expliquer 
e qu'il fait (la ligne 7 en parti
ulier).n=6k=4e
hantillon = [simulX(k,n) for j in range (1000) ℄freq = np.zeros(6)for j in range (1000):freq[e
hantillon[j℄-1℄ = freq[e
hantillon[j℄-1℄+1freq = freq/1000 3



plt.bar([j for j in range(1,n+1)℄,freq)plt.show()Puis émettre une 
onje
ture sur la loi de XnCe programme réalise 1 000 simulations de la variable aléatoire et 
al
ule (lignes 6 et 7) lafréquen
e d'apparition de 
haque valeur en par
ourant la liste et en in
rémentant le 
ompteurmultiple (qui 
ontient 6 zéros initialement). Une subtilité, quand la valeur i est ren
ontrée, ilfaut in
rémenter la valeur d'indi
e i−1 du 
ompteur puisque les 1 sont 
omptés dans freq[0℄,de même pour 2, . . . 6On obtient un diagramme en bâtons qui semble représenter une loi uniforme. Cela est 
ohérentave
 l'idée que les nombres 
hoisis aléatoirement (retirés puis 
onservé pour le dernier) le sontde manière équiprobable et tous les entiers entre 1 et n ont don
 la même probabilité de sortirà la �n.
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