ECG 2 - mathématiques appliquées

Rappels : calculs de probabilités, lois usuelles.

Exercice 1

Un sac contient 5 jetons, 3 bicolores avec une face noire et une face blanche,
2 monocolores, 'un avec deux faces blanches, 'autre avec deux faces noires.
On pioche a I'aveugle deux jetons qu’on pose a plat sur une table, de fagon a
ne voir qu’une des deux faces pour chaque jeton. On note les événements :

e Iy ’événement : < les deux jetons piochés sont bicolores >,
e N I'événement : < le jeton monocolore a deux faces noires a été pioché >,
e B l'événement : < le jeton monocolore a deux faces blanches a été pioché .
1. On pose Ey = NNB, By = NN B et B35 = BN N. Que dire de
(Eo, B, F2, E3) 7
2. Calculer P(FE>). En déduire :

a. la probabilité d’avoir pioché deux jetons monocolores,
b. la probabilité d’avoir pioché deux jetons bicolores.

3. Déterminer la probabilité d’avoir les deux faces cachées de méme cou-
leur.
En déduire la probabilité d’avoir les deux faces cachées de couleurs
différentes.

4. On observe deux faces blanches. Quelle est la probabilité d’avoir pioché
un jeton monocolore ?

Exercice 2

Une urne contient 8 boules numérotées de 1 a 8. On pioche 4 boules et on
note X le nombre de numéros pairs obtenus.
Déterminer la loi de X

TD 4 - couples et suites de variables aléatoires discretes
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Exercice 3 - Calculs d’espérances, de variances

1. Une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (€2, A, P) suit la loi

suivante : X (Q) = N* et Vk e N, P(X =k) = m

ol A € R est une constante.
a. Déterminer deux réels a,b tels que :

1 a b
Ve e R\[-1,0}, — =2
v € R\ ’}’x(a:—i-l) a:+x+1

N
R ’ 1
b. Pour N € N*, simplifier la somme : kZ:l CES)
En déduire la valeur de A
c. X admet-elle une espérance ?
2. Une variable aléatoire Y sur le méme espace probabilisé suit la loi :
Y(Q) =N et VkeN, P(Y =k) = a x <r]f+r§>
1

oury = 3 ro = 3 et o est une constante réelle.

a. Déterminer la valeur de «

b. Montrer que Y admet une espérance et une variance, que I'on cal-
culera.

Exercice 4

n souris (n > 3) sont libérées dans un enclos et se répartissent aléatoirement
et indépendamment dans trois cages Ay, As, As.
On note X; le nombre de souris ayant choisi la cage A; pour i € {1,2,3}.
1. Déterminer la loi de X; pour i € {1,2,3}. Calculer E(X;) et V(X;)
2. Que vaut X7 + X9 + X3 7 en déduire que les variables X7, X5, X3 ne
sont pas indépendantes.
3. Déterminer la probabilité que toutes les souris choisissent la méme cage.
4. Déterminer la probabilité qu’au moins une cage reste vide.
5. Déterminer la probabilité que les trois cages soient occupées.



Exercice 5 On considéere une piece donnant PILE avec une probabilité
p €]0,1] et on pose g =1 —p

On lance indéfiniment la piéce et on note :

e X le rang d’apparition du premier PILE,

e Y le rang d’apparition du deuxiéme PILE.

1. Rappeler la loi de X et déterminer Y ()
2. Pour deux entiers naturels non nuls i et j, calculer Px_; (Y =j) en
distinguant les cas i < jet ¢ > j
3. A l’aide d’un systéeme complet d’événements, en déduire que
ViEN, j=2, P(Y =j)=( - 1p’¢d?

4. Montrer que Y admet une espérance et la calculer.

Exercice 6

Un joueur A dispose d’une piece qui a la propriété de faire PILE avec la pro-
1

babilité —

Un joueur B dispose d’une piece qui a la propriété de faire PILE avec la pro-

babilité p €]0, 1]

Les joueurs A et B lancent leur piece de maniere indépendante jusqu’a obtenir

PILE.

- Si les deux joueurs ont le méme nombre de lancers, personne ne gagne.

- Sinon, celui qui a fait le plus de lancers doit a son adversaire 1€ pour
chaque lancer supplémentaire.

Par exemple, si A obtient PILE au 7°™° lancer, B obtient pile au 11°™ lancer,
alors B doit payer a A la somme de 4 €.

On note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de lancers effectués
par le joueur A pour obtenir PILE, et Y le nombres de lancers effectués par
le joueur B pour obtenir PILE.

Onnoteenfin Z=Y — X

1. Justifier que les variables X et Y suivent des lois géométriques dont on
donnera le parametre.
Préciser les ensembles X (Q2), Y () des issues possibles, et les valeurs
de P(X = k), P(Y = k) pour k € N*

Donner les espérances E(X), E(Y) de X et Y, et leurs variances V (X)

et V(Y)
1-— 2 1
2. a. Montrer que E(Z) = T?)p, et V(Z) = ®p7§+
+00 P
b. Montrer que : ];P(X =k)PY =k) = %

En déduire la valeur de P(Z = 0)
On pourra d’abord justifier : [Z =0] = ([X =1]N[Y =1])U([X =
2Ny =2)U...

Exercice 7

Une urne contient initialement 1 boule blanche et 1 boule noire. On effectue
une suite de tirages dans I'urne; apres chaque tirage, on remet la boule tirée
dans I'urne et on y ajoute une boule de la couleur opposée a celle qui vient
d’étre obtenue (donc une noire si une boule blanche est tirée et inversement).
Pour tout n € N*, on note X,, le nombre de boules blanches juste avant le
(n + 1) tirage, et on note X = 1

1) Déterminer la loi de X

2) Déterminer la loi de Xy

3) Préciser X, (2) pour n € N*
)

4) Montrer que, pour tout n € N et tout k € X,,4+1(Q) :
k 3+n—k

P(X,11=k)=——P(X, = P(X,=k—-1
(Xn1 =) = —— P(Xy = k) + = “P(X, =k~ 1)
1
5) Montrer que : Vn € N, P(anl):m
6) a. Montrer que : pour tout n € N,
E(Xpr) = " lex) +1
n+1—n+2 n

b. Soit a, = (n+ 1)E(X,,) pour n € N*
Calculer a1 — a,, et en déduire a,, puis F(X,,) en fonction de n



Fonction de répartition

Exercice 8

La fonction de répartition Fx d’une variable aléatoire réelle X est donnée

0 si t<—1

1

3 si —1<t<1
par : Fx(t) =4 %

- si 1<t<?2

4

1 si 2<¢

1. Représenter graphiquement Fx
2. Sachant que X (2) = {—1,1,2}, déterminer la loi de X

Exercice 9

Soit un réel p €]0, 1]

La fonction de répartition F'y d’une variable aléatoire réelle X a valeurs dans
N* vérifie : Vn € N*, Fx(n) =1— (1 —p)"

Déterminer la loi de X

Loi d’une somme, indépendance, opérations.
9 9

Exercice 10 - théoreme de transfert
Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre A > 0

1
admet une espérance et que E(Y) < min (1, X)

Montrer que Y = T x

Exercice 11 - mutuelle indépendance et indépendance deux-a-deux

1
Soit X,Y deux variables de Bernoulli indépendantes de parametre 3 et Z la
variable de Bernoulli définie par [Z =1] = [X +Y = 1]
1. Déterminer la loi de Z

2. Montrer que X et Z sont indépendantes. On en déduit, par symétrie,
que Y et Z le sont aussi.

3. Montrer que X,Y, Z ne sont pas mutuellement indépendantes.

Nota bene : on a ici un exemple de trois variables deux-a-deux indépendantes
mais pas mutuellement indépendantes.

Exercice 12 - loi d’'une somme

On effectue un tirage dans deux urnes contenant chacune 5 boules numérotées
de 1 a 5, ayant la méme chance de sortir. On note X la somme des deux
numéros obtenus. Les tirages étant supposés indépendants, déterminer la loi
de X

Généraliser & n boules.

Exercice 13 - loi d’'une somme encore

On lance indéfiniment un dé a 6 faces numérotées de 1 a 6. Soit X le nombre
de lancers nécessaires pour obtenir le premier < 6 > et Y le nombre de lan-
cers nécessaires apres I’obtention du premier < 6 > , pour obtenir le deuxiéme
<6 >.

Déterminer les lois de X et de Y, leurs espérances et variances.

Si Z = X +Y, déterminer la loi de Z, son espérance de deux facons et sa
variance.

Exercice 14 - loi d’'un maximum /minimum

Soit U, V deux variables aléatoires réelles indépendantes, X = min(U, V') et
Y = max(U,V)

1. On suppose dans cette question que U et V suivent la méme loi uniforme
U([1,n]) avec n € N* fixé.

a. Déterminer X (Q) et Y ()
b. Calculer P(X > k) et P(Y < k) pour k € X ()

c. Justifier que, pour tout k € X (Q),
P(X=k)=P(X >k—1)— P(X > k) et en déduire la loi de X
d. En vous inspirant de la question précédente, déterminer la loi de
Y

2. On suppose dans cette question que U et V suivent la loi géométrique
G(p) avec 0 < p < 1 fixé.



a. Déterminer X (Q2) et Y ()
b. Calculer P(X > k) et P(Y < k) pour k € X(Q)

c. En déduire la loi de X et celle de Y. On vérifiera que X suit une
loi géométrique de parametre 1 — ¢, oltg=1—p

Exercice 15 - loi d’une somme, espérance

Une urne contient des boules blanches en proportion b et rouges, en propor-
tion r; on a donc b+r =1
On effectue dans cette urne des tirages successifs indépendants avec remise.
Pour k& € N*, on note Z; la variable aléatoire qui prend la valeur +1 si une
boule blanche est tirée au k™ tirage, et 0 si une boule rouge est tirée au
k*™e tirage.
On note enfin S, = Z1 4+ ... + Z;

1. Déterminer la loi de probabilité de Sy, pour k € N*

Calculer son espérance et sa variance.

2. Pour tout réel ¢ > 0 et pour tout k: € N*, on pose :

ZtJP

Expliciter gx(t) en fonction de ¢ et de k

g(t) = E(t5) =

3. Montrer que g).(1) = E(Sk) et retrouver le résultat de la question 1.

Exercice 16 - espérance, séries a termes positifs difficile

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N
L’objectif de cet exercice est de montrer le résultat (R) suivant :

X admet une espérance si, et seulement si ZP(X > k) converge, et dans

k>1
+o0o
ce cas : E(X) = ZP(X >k
k=1
1. a. Montrer que, pour N € N* fixé :
N N-1 +o00
Y P(X>k)— > kP(X=k)=N> P(X=k) =NP(X >N)
k=1 k=0 k=N

b. On suppose dans cette question que X admet une espérance.

+o0o
Pour N € N*, justifier I'inégalité : Y ~ kP(X =k) > NP(X > N)
k=N
c. En déduire que NP(X > N) —— 0, puis que ZP(X > k)
N—+o00 1

converge et que : E(X) = ZP(X >k

d. Réciproquement, on suppose que Z P(X > k) converge.
k=1

Montrer, & 1’aide de la question 1.a) que la somme partielle de la

série Z kP(X

k>0
espérance.

= k) est majorée, et en déduire que X admet une

e. Conclure sur le résultat (R).

2. Application.
Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que X <Y
Montrer que si Y admet une espérance, alors X admet aussi une
espérance et E(X) < E(Y)

Couples, covariance

Exercice 17 - loi d’un couple, loi marginale

La loi conjointe de (X,Y) est donnée par le tableau

xX\Y| o 1] 2

0 | 1/20 |1/4] 0

1 [17/60 | 1/4|1/6

1. Déterminer les lois marginales.
2. Calculer E(X),E(Y),E(XY) et Cov(X,Y)
3. X et Y sont-elles indépendantes ?



Exercice 18 - covariance a partir de lois de Bernoulli

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes suivant chacune
la méme loi de Bernoulli de parameétre p
On pose, pour n e N, V,, = X411 — X, et Z, =Y, Y41

1. Déterminer E(Y},) et V(Y,,) sans déterminer la loi de Y,

Déterminer la loi de Y,, et retrouver les valeurs de E(Y},) et de V(Y},)

2. Exprimer Z, en fonction de X,,, X,,+1 et X190
En déduire la valeur de E(Z,), puis la valeur de la covariance
Cov(Y,,Y,4+1) de Y, et de Y11

Exercice 19 - tirages sans remise
Une urne contient r boules rouges et b boules blanches, toutes indiscernables,
etonposen=>b+r

On effectue successivement n tirages sans remise. On note :

e X; le rang d’apparition de la i®™® boule rouge tirée (1 < i < r),

e Z;. le nombre de boules rouges obtenues sur les k premiers tirages,

o T} la variable aléatoire valant 1 si une boule rouge est obtenue au k“™°
tirage et 0 sinon.

On posera Zy =0
1. Dans cette question, on suppose que r = 1, b € N*.
Déterminer la loi de X;. Calculer son espérance et sa variance.
2. Dans cette question, on suppose que r =2 et n=2>5

a. Déterminer la loi conjointe de (Xi, X3). On présentera cette loi
par un tableau & double entrée.

b. En déduire les lois de X7 et de X5

c. Déterminer la covariance de (X7, X2)
3. Généralisation : on suppose r > 2 et b > 2 quelconques. difficile
a. Déterminer X;(Q2) pour j € {1,...7}

b. Justifier la relation [X; = k| = [Zy_1 = j — 1] N [T}, = 1] pour
je{l,...r}et ke X;(Q)

c. En déduire la loi de X; pour j € {1,...7}

Exercice 20 Couple-somme de variables aléatoires Plutot théorique

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une
méme loi de Bernoulli de parametre p, avec 0 < p < 1

On pose, pourn e N: Y, =X, Xy1etU,=Y1+---4+Y,

Déterminer E(Y,,) pour n € N puis calculer E(U,,)

Les variables Y; (i € N¥), sont-elles deux & eux indépendantes ?
Calculer E(Y,,Y,+1) et en déduire la covariance Cov(Y,,, Y, +1)

Montrer que Cov(Up,Y,+1) = Cov(Up—1,Ynt1) + Cov(Yy, Yai1), puis
que :

L

COV(Un, Yn+1) = COV(Yn, Yn+1)
5. Déterminer une suite (a,)nen telle que :
VneN, V(Uyy1) =V(U,) +an
En déduire la valeur de V(U,) pour n > 2 quelconque.

6. Déterminer la loi de Y,

Exercice 21 - loi de Poisson

difficile
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
2, A, P). Soit p un réel de ]0,1[. On pose : ¢ = 1 — p. On suppose que :
e X suit une loi de Poisson de parametre A > 0
e Y(2)=N
e pour tout n € N, la loi conditionnelle de Y sachant (X = n) est une loi
binomiale de parametres n et p
1. Déterminer la loi du couple (X,Y)
2. Montrer que Y suit une loi de Poisson de parameétre Ap
3. Déterminer la loi de X — Y
4. a. Etablir I'indépendance des variables aléatoires Y et X — Y

b. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de X et Y



Sujets d’annales

Exercice 22 (EML)

On consideére une urne contenant initialement une boule bleue et deux boules
rouges.

On effectue dans cette urne des tirages successifs de la fagon suivante : on
pioche une boule au hasard, on note sa couleur, puis on la replace dans I'urne
en ajoutant une boule de la méme couleur que celle qui vient d’étre obtenue.

Pour tout k& € N*, on note :
e Bj, 'événement : < on obtient une boule bleue au k™ tirage >
e R;, Pévénement : < on obtient une boule rouge au k™ tirage >

Partie I : simulation informatique

1. Recopier et compléter la fonction suivante afin qu’elle simule
I'expérience étudiée et renvoie le nombre de boules rouges obtenues
lors des n premiers tirages, I'entier n étant entré en argument.
import numpy.random as rd
def s(mn):

b=1 # nombre de boules bleues présentes dans 1l’urne
r=2 # nombre de boules rouges présentes dans 1l’urne
s=0 # nombre de boules rouges obtenues lors des n tirages
for k in range(l,n+1):
x=rd.random ()
if :

else

return

2. On exécute le programme suivant :
n=10
m=0
for i in range (1000):
m=m+s (n)
print(m/1000)

On obtient : 6.657. Comment interpréter ce résultat ?

Partie II : rangs d’apparitions de la premiére boule bleue et de la
premiere boule rouge.

On définit la variable aléatoire Y égale au rang d’apparition de la premiere
boule bleue et la variable aléatoire Z égale au rang d’apparition de la premiere
boule rouge.

2
(n+1)(n+2)
b. La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ? une variance ?

1. a. Montrer que : Vn € N*, P(Y =n) =

2. Déterminer la loi de Z. La variable Z admet-elle une espérance 7 une
variance 7

Partie I1I : nombre de boules rouges obtenues au cours des n pre-
miers tirages

On définit, pour k € N*, la variable aléatoire X}, égale a 1 si 'on obtient une
boule rouge au k"¢ tirage, et égale a 0 sinon.
On définit, pour n € N*, la variable aléatoire S,, égale au nombre de boules
rouges obtenues au cours des n premiers tirages.
1. Donner, pour n € N*, une relation entre S, et certaines variables
aléatoires X}, pour k € N*
2. Déterminer la loi de X7, son espérance, sa variance.
3. a. Déterminer la loi du couple (X7, Xs)
b. En déduire la loi de X
c. Les variables X7 et X5 sont-elles indépendantes ?
4. Soit n € N* et k € [0,n]
a. Calculer P(RiN...N RN By1N...NBy)

Z)P(le...ﬂkaBka...mBn)

2(k+1)
(n+1)(n+2)

b. Justifier que : P(S, = k) =

En déduire : P(S, = k) =

2
5. Montrer que, Vn € N*, S,, admet une espérance et : E(S,,) = ?n
6. Soit n € N*
a. Montrer que : Vk € [0,n], P, (X, —1)—k+2
. q . ) ) [Sn:k] n+l1 — - n+ 3
E(S,) +2
b. En dédui PXp1=1)= ————
n déduire que : P(X,,11 =1) s

c. Déterminer alors la loi de la variable aléatoire X,i11. Que
remarque-t-on ?



Exercice 23 - (Type : Ecricome)

Lorsque A et B sont deux événements d’un méme espace probabilisé, on
désignera par Pg(A) la probabilité conditionnelle de A sachant B , ou B
est un événement de probabilité non nulle : Pg(A) = P(A/B)

Dans cet exercice, N désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2

Un joueur lance une piece équilibrée indéfiniment. On note Xy la variable
aléatoire réelle discrete égale au nombre de fois ou , au cours des N premiers
lancers, deux résultats successifs ont été différents (on peut appeler Xy le
< nombre de changements > au cours des N premiers lancers).

Par exemple , si les 9 premiers lancers ont donné successivement :

Pile , Pile , Face , Pile , Face , Face , Face , Pile , Pile

alors la variable Xg aura pris la valeur 4 (quatre changements, aux 3¢, 4%me
5MC et 8°MC Jancers).

1. Justifier que Xn(Q2) ={0,--- ,N — 1}

2. Déterminer la loi de X5 ainsi que son espérance.
Déterminer la loi de X3

1\ V-1 N
3. Montrer que P(Xy =0) = <§> et P(Xy=1)=2(N —-1) <§>

4. a. Justifier que pour tout entier k de {0,..., N — 1} :

1

Pxy=i(Xn+1 = k) = 5

1

(C'est & dire P(Xy4+1 =k/Xny =k) = 5)

b. En déduire que pour tout entier k de {0,..., N — 1} :

1
P(XN+1—XN:0ﬂXN:k):§P(XN:/€)

N

c. En sommant cette relation de £ = 0 & N — 1 , montrer que

1
P(XN+1—XN:0):§

d. Montrer que la variable X1 — Xy suit une loi de Bernoulli de
parametre 3

1
En déduire la relation E(Xyy1) = 3 +E(Xy), puis donner E(Xy)

en fonction de N

5. a. Montrer grace aux résultats 4.b. et 4.c. que les variables Xy1 —
Xn et Xy sont indépendantes.

b. En déduire par récurrence sur N que X suit une loi binomiale

1
B(N-1,5
( 72>

En déduire la variance V(Xy)

Exercice 24 - (Edhec)

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3

Une urne contient une boule noire non numérotée et n — 1 boules blanches,
dont n—2 portent le numéro 0 et une porte le numéro 1. On extrait ces boules
au hasard, une a une, sans remise, jusqu’a l'apparition de la boule noire.
Pour chaque i de [1,n — 1], on note B; I’événement : < le jeme tirage donne
une boule blanche >, on pose B; = N; et on note X la variable aléatoire égale
au rang d’apparition de la boule noire.

1. Donner I'ensemble X (€2) des valeurs que peut prendre la variable X
o on—i
Cn—i+1
b. Utiliser la formule des probabilités composées pour trouver

P(X = k), pour tout k de X()

c. Reconnaitre la loi de X et donner son espérance et sa variance.

2. a. Pour tout i de [2,n — 1], justifier que Pp,n..np, ,(Bi)

3. On note Y la variable aléatoire qui vaut 1 si la boule numérotée 1 a été
piochée lors de 'expérience précédente, et qui vaut 0 sinon.

a. Pour tout k£ de X (), montrer, toujours grace a la formule des
probabilités composées, que :

P([X:k]ﬂ[Y:O]):n?T__kl)
b. En déduire P(Y =0)

c. Reconnaitre la loi de Y et donner son espérance et sa variance.



Exercice 25 - (d’aprés Edhec)

Trois personnes, notées A, B, C' veulent simultanément régler leurs courses
dans un magasin possédant deux caisses. Les clients A et B occupent simul-
tanément les deux caisses a l'instant 0 et le client C' attend que 'une des deux
caisses se libére pour prendre la place.

On suppose que les durées de passage a une caisse des trois personnes A, B,
C sont mesurées en minutes et sont modélisées par des variables aléatoires X,
Y, Z indépendantes et suivant toutes la méme loi géométrique de parametre
p €]0,1[. On posera g =1—p

On pose enfin U = min(X,Y), V = max(X,Y) et on admettra que U et V
sont indépendantes de Z

1. Détermination de la loi de U

a.
b.
c.

Préciser U(Q2) et V()

Montrer que, pour k € N, P(X > k) = ¢" et en déduire PU > k)
Montrer que, pour k € N*, P(U =k)=P(U > k—1)— P(U > k)
En déduire que U suit une loi géométrique dont on précisera le
parametre.

2. On note T le temps qu’il a fallu au client C pour sortir du magasin,
correspondant a la somme du temps d’attente qu'une caisse se libere et
du temps de passage en caisse.

a.

b.

Exprimer T" en fonction de U et de Z
Calculer I'espérance E(T') et la variance V(1) de la variable T

3. Simulation informatique sous Python.

a.

Soit deux listes A et B de méme longueur n. Compléter les lignes
de commandes suivantes renvoyant deux listes m et M vérifiant :
m[il=min(A[i], B[i]) et M[i]l=max(A[i], B[i]) pour tout in-
dice i dans 0,...n —1:
m=[min(A[i]l, B[il) ...]
M=[max (A[i]l, B[il) ...]

On importe la bibliotheque
numpy.random as rd.

On rappelle alors que la commande rd.geometric(p, n) renvoie
n réalisations indépendantes de la loi géométrique de parametre p

numpy.random par import

b.

Compléter les commandes suivantes pour qu’elles simulent n
réalisations des variables U,V,T, pour n et p entrés par 1'utili-
sateur.

import numpy.random as rd

n=int (input (’entrer la valeur de n : ’))
p=input (’entrer la valeur de p : ’)
x=rd.geometric(p, n)

y=rd.geometric(p, n)

z=rd.geometric(p, n)

4. Calcul approché de h = P(T' > V)

a.

b.

Que représente I’événement [T > V] ?

Compléter le programme précédent pour qu’il permette de calculer
une valeur approchée de h = P(T' > V') par simulation.

5. Calcul exact de h
Dans cette question, on pose A =V — U

a.

b.

Préciser A(2)
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Justifier que : [A = 0] = U [X = k]N[Y = k], puis montrer que
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. Montrer que [T" > V] = U [Z > k] N[A = k] puis que :
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