
Informatique - TP 3 - 7 novembre 2025Matri
es, matri
es diagonalisables et algorithme du pivot de GaussCode de partage ave
 Capytale : 0a
6-7821270 CorrigéOn utilisera les bibliothèques suivantes :import numpy as npimport numpy.linalg as alExer
i
e 1 - opérations usuelles sur les matri
esOn pose :
A =











−3 −3 0

4 5 0

0 1 2









1. Dé�nir A ave
 Python.A=np.array([[-3,-3,0℄,[4,5,0℄,[0,1,2℄℄)2. Ave
 Python, 
al
uler A2, A3 puis montrer que A3 = 4A2
− A− 6I3print(al.matrix_power(A,2),al.matrix_power(A,3))al.matrix_power(A,3)==4*al.matrix_power(A,2)-A-6*np.eye(3)La dernière 
ommande renvoie une matri
e de � vrai � ou � faux �, qui doit don
 ne 
ontenirque la valeur � vrai � si l'égalité est véri�ée.3. Déterminer A−1 en fon
tion de I3, A et A2 Véri�er le résultat ave
 Python.De A3 = 4A2

− A − 6I3 on déduit A3
− 4A2 + A = 6I3 et don
 A

[

−

1

6
(A2
− 4 ∗ 4 + I3)

]

= I3don
 A est inversible A−1 = −
1

6
(A2
− 4A + I3)on peut alors véri�er ave
 Python mais on ne peut pas for
ément tester l'égalité 
omme plushaut, 
ar les fra
tions génèrent des valeurs appro
hées (par exemple 1

3
devient 0.333333 . . . ) etdon
 
ertaines égalités ne seront pas véri�ées.On 
al
ule don
 np.dot(A,-1/6*(al.matrix_power(A,2)-4*A+np.eye(3)) et le résultat doitêtre � très pro
he � de I34. Soit P =











−1 0 9

2 0 −6

2 1 2











Montrer que P est inversible et ave
 Python 
al
uler P−1APQue peut-on en déduire ?Ave
 les opérations L2 ← L2+2L1 et L3 ← L3+2L1 dans un premier temps, puis en é
hangeantles nouvelles lignes 2 et 3, on obtient une matri
e réduite de P qui est triangulaire et dont les
oe�
ients diagonaux sont non nuls, don
 P est inversible.Puis ave
 Python, après avoir dé�ni P , la 
ommande np.dot(al.inv(P),np.dot(A,P)) onobtient une matri
e diagonale, aux arrondis près, et on en déduit que A est diagonalisable.
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Exer
i
e 2On 
onsidère le graphe G de sommets (0, 1, 2, 3, 4) et de liste d'adja
en
e :
L = [[1, 2, 4], [0, 2, 3, 4], [0, 1, 3, 4], [1, 2], [0, 1, 2]]1. E
rire un programme qui permet de remplir la matri
e d'adja
en
e A à partir de L. Justi�erque A est diagonalisable.Comme nous l'avions vu au T.P. 1, il su�t de par
ourir la liste d'adja
en
e dont la liste i donnepour la ligne i de la matri
e d'adja
en
e, les 
olonnes à remplir par des 1L=[[1, 2, 4℄, [0, 2, 3, 4℄, [0, 1, 3, 4℄, [1, 2℄, [0, 1, 2℄℄A=np.zeros((len(L),len(L)))for i in range(0,len(L)) :for j in L[i℄:A[i,j℄=1

A est symétrique, on peut le véri�er ave
 Python grâ
e à la 
ommande A==np.transpose(A),de fait A est diagonalisable.2. Soit D = diag(d0, . . . d4) la matri
e diagonale où l'élément di en ligne i et 
olonne i vaut ledegré de i dans le graphe GE
rire un programme qui permet de remplir la matri
e DLe degré d'un sommet est obtenu en additionnant les 
oe�
ients de la ligne 
orrespondante dela matri
e d'adja
en
e, d'où le programme suivant :D=np.zeros((5,5))for i in range(0,5):D[i,i℄=sum(A[i,:℄)3. Soit M = D −A(a) Justi�er que M est diagonalisable.L'addition de deux matri
es symétriques est une matri
e symétrique, don
 M est symé-trique et de fait diagonalisable.(b) Déterminer les valeurs propres de MOn � tri
he � i
i ave
 la 
ommande al.eig (qui n'est pas au programme) qui donne unepremière liste qui 
ontient les valeurs propres, puis ensuite les ve
teurs propres et il estplus fa
ile de véri�er ensuite qu'elles le sont e�e
tivement et de déterminer les sous-espa
espropres.(
) Déterminer les sous-espa
es propres de M
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Exer
i
e 3 - algorithme du pivot de Gauss1. Opération Li ↔ LjE
rire une fon
tion E
hange(A, i, j) renvoyant la matri
e A ave
 les lignes i et j é
hangées.On extrait simplement les lignes i et j que l'on sto
ke sous forme de liste, puis on rempla
epar 
es deux listes les lignes 
orrespondantes de la matri
e A. On utilise i
i la 
ommande.
opy() pour 
ontourner une subtilité de Python. La 
ommande L1=A[i,:℄ ne 
rée en faitqu'une � vue � sur 
ette ligne et don
 lorsque 
ette ligne est modi�ée par la suite, les vues lesont aussi, 
e qui fausse nos manipulations.def E
hange(A, i, j):L1=A[i,:℄.
opy()L2=A[j,:℄.
opy()A[i,:℄=L2A[j,:℄=L1return A2. Opération Li ← Li + aLjE
rire une fon
tion Elimine(A, i, j, a) renvoyant la matri
e A après l'opération Li ←

Li + aLjComme on ne fait une opération que sur une ligne i
i, la � vue � ne pose pas de problème.def Elimine(A, i, j, a):A[i,:℄=A[i,:℄+a*A[j,:℄return A3. Opération Li ← aLiE
rire une fon
tion mult(A, i, a) renvoyant la matri
e A après l'opération Li ← aLiDe même :def Mult(A, i, a):A[i,:℄=a*A[i,:℄return A4. Utiliser pas-à-pas les fon
tions pré
édentes pour inverser la matri
e A =











1 2 1

1 1 2

0 −1 −1









On utilisera les opérations sur les lignes ave
 la matri
e suivante :
M =











1 2 1 1 0 0

1 1 2 0 1 0

0 −1 −1 0 0 1









On pla
era l'inverse de A dans une matri
e B et on véri�era le résultat.Les fon
tions des questions 1., 2. et 3. modi�ent en fait les matri
es, par exemple aprèsE
hange(M,1,2), la matri
e M aura ses lignes modi�ées (autrement dit il n'est pas né
essairede faire M=E
hange(M,1,2)don
 il su�t de faire su

essivement les opérations
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