
Informatique - TP 8 Systèmes di�érentiels linéaires 24 - 28 novembre 2025Corrigé Code de partage ave
 Capytale : 
0d2-8228870On utilisera les bibliothèques suivantes :import numpy as npimport numpy.linalg as alimport matplotlib.pyplot as pltExer
i
e 1 - illustration de l'instabilité et des 
onditions initialesOn 
onsidère le système di�érentiel suivant :
(S ) : ∀t ∈ R
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x′(t) = 3x(t) − y(t) + z(t)

y′(t) = 3x(t) − 2y(t) + 2z(t)

z′(t) = 3x(t) + y(t) − z(t)On notera X(t) =
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pour tout t ∈ R1. Dé�nir la matri
e A sous Python.A=np.array([[3, -1, 1℄, [3, -2, 2℄, [3, 1, -1℄℄)2. Déterminer les valeurs propres de A (utiliser Python, on rappelle que al.eig renvoie lesvaleurs propres et des ve
teurs propres asso
iés).On 
omprend que les valeurs propres de A sont −3, 0 et 33. Déterminer une matri
e P inversible et une matri
e D diagonale telles que : la dernière lignede P est (1 1 1
) et les éléments diagonaux de D sont rangés dans l'ordre 
roissant.On pourra utiliser la matri
e Q dé�nie ave
 la 
ommande suivante et la 
ommande np.diagpour Dspe
tre , Q=al.eig(A)for i in range(3):Q[:, i℄=Q[:, i℄/Q[2, i℄print (spe
tre , Q)La 
ommande nous permet d'avoir des ve
teurs propres � normalisés � (le 
oe�
ient de ladernière ligne vaut 1) : 
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respe
tivement.On dé�nitD ave
 D=np.diag([-3, 0, 3℄) et pour dé�nir P , on peut le faire expli
itement ave
P=np.array([[-1/3, 0, 1℄, [-1, 1, 1℄, [1, 1, 1℄℄), ou on peut réutiliser la matri
e Qave
 la 
ommande suivante (pour remettre dans le bon ordre les ve
teurs propres) :D=np.diag([-3, 0, 3℄)P=np.zeros([3, 3℄)P[:, 0℄=Q[:, 2℄; P[:, 1℄=Q[:, 0℄; P[:, 2℄=Q[:, 1℄print(P) 1
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4. Résoudre (S )On é
rira X(t) sous la forme :
X(t) = C0e

r0tU + C1e
r1tV + C2e

r2tW

U, V,W étant trois ve
teurs 
olonnes à déterminer, r0, r1, r2 trois réels à déterminer, C0, C1, C2étant des paramètres (
onstantes quel
onques).Pour information (véri�
ation et pour la suite du problème)La résolution de (S ) donne :
∃(C0, C1, C2) ∈ R

3, ∀t ∈ R, X(t) = C0e
−3tU + C1V + C2e

3tWoù : U, V,W sont les 
olonnes de P (dans 
et ordre), 
'est-à-dire :
U =
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(S ) ⇔ X ′(t) = AX(t) où X ′(t) =
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don
 (S ) ⇔ X ′(t) =

PDP−1X(t) ⇔ P−1X ′(t) = P−1PDP−1X(t) ⇔ P−1X ′(t) = DP−1X(t) ⇔ Y ′(t) = DY (t) où
Y (t) = P−1X(t) =
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don

Y ′(t) = DY (t) ⇔
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a(t) = C0e
−3t où C0 ∈ R

b(t) = C1 où C1 ∈ R

c(t) = C2e
3t où C2 ∈ Ralors Y = P−1X(t) donne X(t) = PY (t) =
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 X(t) = a(t)U + b(t)V + c(t)V = C0e
−3tU + C1V + C2e

3tW5. La fon
tion Python suivante dé�nit la fon
tion X(t, 
ondition) renvoyant un triplet [x(t),y(t), z(t)℄ ave
 t 7→ X(t) solution de (S ) sous la 
ondition initiale X(0) = t(a b c).
ondition sera la liste [a, b, 
℄.Expliquer les lignes 4 et 7. 2



def SolX(t, 
ondition):P=np.array([[-1/3, 0, 1℄, [-1, 1, 1℄, [1, 1, 1℄℄)r=np.array([-3, 0, 3℄)C=np.dot(al.inv(P),np.transpose(
ondition)) # Définition de C[0℄, C[1℄,C[2℄X=np.zeros(3)for k in range(3):X=X+C[k℄*np.exp(r[k℄*t)*P[:, k℄ # Cal
ul de X(t)return XLa 
ondition X(0) =
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'est 
e qu'on 
al
ule en ligne 4et en ligne 7, on 
al
ule la somme ave
 la formule de la question 4.Finalement pour n'importe quelles 
onditions initiales (a, b, c) et t ∈ R, le programme renvoie lavaleur de X(t) pour l'unique solution 
orrespondante (sous la forme d'une matri
e, en utilisantl'é
riture de la question pré
édente, à l'aide des 
olonnes de P ).6. Le 
ode suivant tra
e les 
ourbes x, y, z solution du problème de Cau
hy ave
 x(0) = −1/3,
y(0) = −1, z(0) = 1 sur trois graphiques di�érents.Commentez le résultat.T=np.linspa
e(0, 5, 100)X=[℄Cau
hy =[-1/3, -1, 1℄fon
tion=['x', 'y', 'z'℄for t in T:X.append(SolX(t, Cau
hy))for k in range(3):plt.
lose(k)plt.figure(k)x=[X[i℄[k℄ for i in range (100)℄plt.plot(T, x, label=fon
tion[k℄)plt.legend()plt.show()Pour pré
iser un peu le 
ontenu du programme, il 
ommen
e par 
réer, pour les 
onditionsinitiales données en énon
é, les 100 valeurs de X(t) (
es valeurs étant issues du linspa
e, don
équitablement réparties sur [0, 5]).Ensuite, il 
rée trois graphiques, 
elui du x(t) ave
 les valeurs des premières lignes de X(t), ...On remarque que, d'après le graphique, limx→+∞ x(t) = limx→+∞ y(t) = limx→+∞ z(t) = 0,
e qui est le 
as, 
ar alors puisque X(0) = U alors X(t) est i
i l'unique solution telle que
X(0) = U , 
e qui implique C1 = C2 = 0
X(t) ne possède don
 qu'une � 
omposante � selon U (et pas selon V et W ) et don
 le seulterme variable est e−3t qui tend vers 0 quand t tend vers +∞.7. Le 
ode suivant tra
e les 
ourbes x, y, z solution du problème de Cau
hy ave
 x(0) = −0.333333,
y(0) = −1, z(0) = 1 sur trois graphiques di�érents.Commentez le résultat. 3



T=np.linspa
e(0, 5, 100)X=[℄Cau
hy =[-0.333333, -1, 1℄fon
tion=['x', 'y', 'z'℄for t in T:X.append(SolX(t, Cau
hy))for k in range(3):plt.
lose(k)plt.figure(k)x=[X[i℄[k℄ for i in range (100)℄plt.plot(T, x, label=fon
tion[k℄)plt.legend()plt.show()Le seul 
hangement au sein de 
e programme est la 
ondition initiale, et on remarque que 
ette fois,
x(t), y(t) et z(t) semblent diverger. Ce qui est le 
as 
ar, X(0) a beau être très pro
he de U , il n'y apas pour autant égalité, don
 on trouvera C2 6= 0 et la solution divergera.
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