ECG 2 - maths appli. TD 8 - applications linéaires Décembre 2025

Exercice 1

Soit E = R3. Pour & = (1, x2,x3) € E, on pose f(x) = (1 — o, z1 + 3, T2)
Montrer que f est un endomorphisme de E

Exercice 2

Soit R,,[x] espace vectoriel des polynomes de degrés inférieurs ou égaux a n. Pour P € R,,[z], on note ¢(P)
le polynome défini par : ¢(P)(z) = zP'(z)

Montrer que ¢ est un endomorphisme de R;,[z]

Exercice 3

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base Z = (eq, €2, €3)

Soit f € Z(F) défini par :
fler) =2e1 +ea, fle2) =e1—ea+2e3 flez) =er+extes
1. Ecrire la matrice A de f relative a la base %

2. On pose u = e; — ez + 2e3. Déterminer f(u)

Exercice 4

Soit E = R? muni de sa base canonique notée % = (e1, e, e3)

On pose, pour = = (z1,22,23) € E, f(z) = (z1 — 22,72 — 3,73 — 71)
1. Vérifier que f est un endomorphisme de F

2. Déterminer la matrice canoniquement associée a f

Exercice 5

Soit E I'ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal & 2, muni de sa base canonique
B = (eg,e1,e9) ot ¢ : x+— ' pour i € [0,2]

On pose, pour P € E, f(P)(z) = zP'(z) — P(z) et on admet que f est un endomorphisme de £
Déterminer la matrice M de f relative a la base Z#

Exercice 6

Soit f 'endomorphisme de R? canoniquement représenté par la matrice : A= | 1 —2 1

1. Sans calculer A%, montrer que : fo f = —3f

2. Que peut-on déduire de la question 1. pour la matrice A?

Exercice 7

Soit E = R? muni de sa base canonique % = (eq, e, €3)
Pour z = (21,9, x3), on pose f(x) = (x1,2x9 — x3,21 + 2)
On admettra que f est un endomorphisme de R3 (cf. exercices 1 et 4).
1. Déterminer la matrice A de f relative a %
2. Déterminer les matrices de f2= fof, f>=fofofet (f — idE)3 relatives a &
3. Montrer que g = f + idg est un endomorphisme bijectif. Quelles sont les matrices de g et de g~
relatives a £ 7
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Exercice 8

Soit F un espace vectoriel de dimension 4 muni d’une base % = (ey, e, €3, €4)
Soit f € Z(F) défini par :

fler)=flea) =e1+es  fle2) = fle3z) =ea+e3
1. Ecrire la matrice A de f relative a %

2. Déterminer une base du noyau de f

Exercice 9

On munit Ry[z] de sa base canonique & = (1, z, %)

1 -1 0
Soit u un endomorphisme de E représenté par la matrice : M = |1 0 1
1 -1 0

Déterminer une base de Im(u)

Exercice 10 - questions classiques
Soit % = (e1, ez, e3) une base de R3. Soit f € £(R3) défini par :
fle1) = —e3, fle2) =2e1+ea+2e3, f(es) =2e1 + 3es
1. Ecrire la matrice A de f relative a %
2. Déterminer Ker(f)

3. Déterminer une base de Im(f)

Exercice 11

Soit E = Ry[x], muni de sa base canonique % = (1,z, %)
Pour P € E, on pose f(P)(x) = P(x+1) —2P(z) + P(x — 1)

1. Montrer que f est un endomorphisme de E et déterminer la matrice A de f relative a %

2. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f)

Exercice 12

1 0 0 O
0 0 O
Soit M =
1 0 0 O
1 1 1 1

On note f 'endomorphisme canoniquement associé a M
1. Montrer que le rang de M est égal a 2

2. En déduire, sans résoudre de systeme linéaire, que : dim Ker(f) = 2



Exercice 13 - classique
On note Z = (e, ez, e3) la base canonique de R3. Soit f I'application de R? dans lui-méme défini par :
pour tout u = (x,y,z) € R3, fw=(-z+2y+2z x+2,3x—3y+2)
1. Montrer que f € .Z(R?)
2. Déterminer la matrice A de f relative a la base canonique %
3. On pose v =e1 —e3, et w = f(e3) —e3
a. Calculer v, f(v) et f(w). Montrer que %’ = (v,w, e3) est une base de R3

b. Déterminer la matrice B de f relative & la base %’
c. Exprimer la matrice de passage P de la base % vers la base %’
d. Calculer P!
e. Donner la relation entre A, B et P
(=2)" 0 0
4. Montrer que : Vn € N, B" = 0 1 n |. En déduire explicitement A™ pour n € N
0 0 1

Exercice 14

Soit E D'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degrés inférieurs ou égaux a 2, muni de sa base
canonique A = (eg, e1,€2) Ol € : T > zF pour k € [0, 2]
Pour P € E, on note T'(P) la fonction définie par :

VreR, T(P)(z)= /01 Pz — t)dt

1. Montrer que T' est un endomorphisme de E

2. Déterminer la matrice M de T relative & la base &4

Exercice 15 - classique On considére E = R? muni de sa base canonique B = (e1,e2,e3)
Pour x = (21, z2,x3), on note :

f(x) = (221 — 9 + 3w3, —x1 + 3x9 — 423, —3T2 + 33)
et on admet que f est un endomorphisme de R?
1. Déterminer la matrice M de f relativement & la base %
2. Déterminer une base de Ker(f)
3. Déterminer le rang de f

4. f est-elle injective 7 surjective ?

Exercice 16

Soit E = Ry[x] muni de sa base canonique (1,z,z%)
On pose, pour tout P € E, g(P)(z) = (z + 1)P'(z) et f(P)(z) = g(P)(z) — 2P(x)
1. Montrer que g est un endomorphisme de E et vérifier que f = g — 2idg

2. En posant P = az? + bz + ¢, déterminer les coefficients du polynéme Q(z) = f(P)(z) en fonction de
a,b,c

3. En déduire que Ker(f) = Vect((z + 1)?)
4. Montrer que Im(f) = Ry[x]

5. f est-elle injective 7 surjective ?



Exercice 17 - classique : recherche de noyaux et d’images

Soit f ’endomophisme de R* représenté suivant la base canonique (e1,e2,e3,e4) par la matrice
11 1 =1
1 -1 -1 3
1 -1 1 1

Déterminer une base de Ker(f)
En déduire le rang de f

Déterminer une base de Im(f)

A

On pose : u = e + e4, v = €2, w = ez + e3. Montrer que (u,v,w) est (aussi) une base de Im(f)

Exercice 18 - encore : recherche de noyaux et d’images

Pour chacune des matrices A; suivantes (i € [1,6]) représentant canoniquement une application linéaire f;,
déterminer une base de Ker(f;), puis une base de Im(f;)

0 1 1 1111 1 111 1
Ai=|1 -2 1 00 1 00 As=1|1 1 1 1
As =
-2 7 1 00100 111 1
1 -1 2 1 00100 31 0
0 1 1 111 1 As=10 2 1
Ay =
-1 1 0 0 10 0 1 11 3
Ay =
2 -1 3 2 100 1
111 1

Exercice 19

Soit f Papplication de R?® dans lui-méme défini par :
pour tout u = (x’y, Z) € R?’a f (u) = (_3:6 - 3y,4az + Sy,y + 22)

Montrer que f € £ (R?)
Déterminer la matrice A de f relative a la base canonique.
Calculer A%, A3. Quels endormorphismes représentent ces matrices ?

Montrer que A% = 44% — A — 6I3. En déduire que A est inversible et déterminer A~}
Quel endomorphisme représente A~1?

5. On pose e; = (—1,2,2), eo = (0,0,1), e3 = (9,—6,2)

a. Montrer que % = (e1, ea, e3) est une base de R3

A e

b. Déterminer la matrice de f relative a %



Exercice 20 - exercice classique

Soit A =

2 10 7
1 4 3
-2 -8 —6

On note Z = (e, ez, e3) la base canonique de R3

On note f 'endomorphisme de R? canoniquement associé & A, c’est-a-dire Pendomorphisme représenté par
A relativement a la base canonique %
On pose u = (2,1,—2)

1.

c e T e TP

e

o

9’

Montrer que Ker(f) = Vect(u)

La matrice A est-elle inversible 7

Déterminer le vecteur v € R?® dont la deuxiéme composante vaut 1 et tel que f (v) =u
Déterminer le vecteur w € R? dont la deuxiéme composante vaut 1 et tel que f (w)=v
Montrer que %' = (u,v,w) est une base de R?

Ecrire la matrice N de f relative & la base %’

Ecrire la matrice P de passage de & a4 %’
Donner une relation entre N, P, et A

Calculer N2, N3. En déduire que : A* = 0.4 (r) pour tout k > 3
Montrer que A ne possede qu’une seule valeur propre et déterminer le sous-espace propre associé.

Montrer que, pour tout réel A non nul, f—Aidys est un automorphisme, ids étant ’endomorphisme
identité de R?

5. On note g = f — ids

a.

Ecrire la matrice B de g relative a la base canonique.
Ecrire la matrice M de g relative & la base B
Donner une relation entre B, M, P

Montrer que B est inversible et expliciter B~

c. Montrer qu’il existe trois suites (ap)neN, (bn)neN, (Cn)nen telles que :

VneN, M"=a,l;+b,N + ¢,N?

. En déduire que : Yn € N, B" = a,I35+ b, A + ¢, A?

e. Montrer que : pour tout n € N, B” € Vect(I3, B, B?)

Exercice 21

Soit F l'espace vectoriel des fonctions polynomiales définies sur R et de degré inférieur a 2. On muni E de
sa base canonique & = (eg,e1,ez) olleg: T+ 1, e : x> x, eg: T a2
Pour f € E, on pose u(f) la fonction définie par : u(f)(z) = (3 + 2z)f(z) — (2 + 3z + %) f'(x)

1.
2.

S koW

Montrer que u est linéaire sur F

Déterminer les fonctions u(eq), u(e;) et u(ez)
En déduire que u est un endomorphisme de E

Déterminer la matrice de u relative a la base canonique B
Déterminer Ker(u). u est-il un isomorphisme ?
Soit f: x+ (z — 1)?. Déterminer u(f)

Déterminer les fonctions polynomiales g de degré au plus 2 vérifiant :

Ve e R, (3+2x)g(zx)— (24324 2Hg (z) = —ba® — 22 +7



Exercice 22 - endomorphisme de .#5(R), classique aussi

2 3
Soit A = et f 'application de .#5(R) dans lui-méme définie par :

1 4
VM € M(R), F(M)= AM — M
1 0 0 1 0 0 0 0
On note Ey 1 = , E1o = , Boq = y Foo = et B=(E11,E12,E1,FE27) la
0 0 0 0 1 0 0 1

base canonique de .Z5(R)

1. Montrer que f est un endomorphisme de .#5(R)
Déterminer la matrice K de f relative a la base
Déterminer une base du noyau de f
Déterminer une base de 'image de f

Calculer K?
En déduire les valeurs propres de K et les sous-espaces propres associés.
K est-elle diagonalisable ?

LA ol

-3 0 0 -3 10 0 1
6- SOith: 9 ’

10 0 1 10 0 1
a. Montrer que % est une base de .#5(R)
b. Déterminer la matrice de passage P de £ vers €

c. Soit A la matrice de f relative & la base C. Montrer que K = PAP™!

Exercice 23 - théoreme du rang et matrices semblables

1 a 1
Soit @, b deux réels. Onpose: A= |0 1 b|, N=A-I;, M=N?’—-N
0 0 1

On note Z = (e, ez, e3) la base canonique de R3
On note f, g, h les endomorphismes représentés respectivement par les matrices A, N, M suivant %

1. Montrer que f est un isomorphisme de R? dans R?, et déterminer la matrice associée & f~! relativement

a la base #
2. a. Montrer que, si a =0 ou b =0, alors rg(g) = 1

b. On suppose que ab # 0, c’est-a-dire a # 0 et b # 0. Montrer que g(e2) et g(es) forment une
famille libre et en déduire que rg(g) = 2

3. On suppose que ab # 0, et on pose u = eg

a. Montrer que € = (g°(u), g(u),u) est une base de R? et déterminer la matrice de g dans la base

4
010
b. Justifier que N est semblable a la matrice |0 0 1
0 00

c. Montrer que M et N sont semblables.
d. Montrer que A et A~! sont semblables.



