
ECG 2 - Mathématiques appliquées Mathématiques DS n°3 - 13 dé
embre 2025La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté et la pré
ision des raisonnementsreprésentent une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats.Les exer
i
es peuvent être traités dans l'ordre souhaité, sans pour autant les pana
her.Au
un do
ument ni matériel éle
tronique n'est autorisé.
Dans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera les importations suivantes faites :
import numpy as np

import numpy.random as rdExer
i
e 1Partie I : rédu
tion d'une matri
eSoit A =











−1 1 0

2 −2 −1

0 2 −1









On note B la base 
anonique de l'espa
e ve
toriel R3On 
onsidère l'endomorphisme f de R
3 représenté par la matri
e A suivant la base BOn note id l'endomorphisme identité de R

3, et I la matri
e identité de M3(R)1. Comparer A(A+ I)2 et (A+ I)22. En déduire les valeurs propres de A et une base de 
haque sous-espa
e propre asso
ié.3. La matri
e A est-elle inversible ? si oui, 
al
uler A−1 en fon
tion de A2, A et I4. On note u1 = (1, 0, 2), u2 = (1, 1, 1) et u3 = (1,−1, 2)a. Cal
uler f (u1) et f (u3)b. Exprimer f (u2) 
omme 
ombinaison linéaire de u1 et de u2
. Montrer que U = (u1, u2, u3) est une base de R
3d. E
rire la matri
e de passage P de B vers Ue. E
rire la matri
e T de f relative à la base Uf. Donner une relation entre T,A et P , en la justi�ant soigneusement.Partie II : une appli
ation, résolution d'un système di�érentiel linéaireOn 
onsidère le système di�érentiel linéaire :

S :



















x′1(t) = −x1(t) + x2(t)

x′2(t) = 2x1(t)− 2x2(t)− x3(t)

x′3(t) = 2x2(t)− x3(t)où x1, x2, x3 sont des fon
tions de 
lasse C
1 sur ROn posera, pour tout t ∈ R,X(t) =











x1(t)

x2(t)

x3(t)











et Y (t) = P−1X(t) =











y1(t)

y2(t)

y3(t)











la matri
e P étant 
elle obtenuedans la partie I question 4.d. 1



On dira indi�éremment que x1, x2, x3 sont les in
onnues du système S ou que X est l'in
onnue du système S1. Montrer que X est solution du système S si, et seulement si Y est solution du système :
S

′ : ∀t ∈ R, Y ′(t) = TY (t)où T est la matri
e obtenue dans la partie I question 4.e..2. a. Justi�er l'existen
e d'un réel λ tel que y1 soit solution de l'équation di�érentielle :
(Eλ) : ∀t ∈ R, y′(t) + y(t) = λe−tb. Trouver une solution parti
ulière de ( Eλ ) de la forme t 7→ aλte

−t où aλ est un réel à déterminer.
. Résoudre (Eλ)3. Résoudre S
′ puis S4. Justi�er que toutes les 
omposantes de X ont la même limite en +∞5. Quel est l'unique point d'équilibre de S ? Est-il stable ? (justi�er la réponse)Exer
i
e 2On 
onsidère la fon
tion f qui à tout réel x asso
ie : f(x) = ∫ x

0
ln
(

1 + t2
)

dtLes deux parties de 
e problème peuvent être traitées indépendamment l'une de l'autre.Partie I : étude de f1. a. Déterminer le signe de f(x) selon le signe de xb. Justi�er que f est de 
lasse C
1 sur R et 
al
uler f ′(x) pour tout réel x
. En déduire les variations de f sur R (on ne 
her
hera pas à 
al
uler les limites de f ).2. a. Montrer que f est impaire.b. Etudier la 
onvexité de f et donner les 
oordonnées des éventuels points d'in�exion de la 
ourbe repré-sentative de f dans un repère orthonormé.3. a. Déterminer les réels a et b tels que : ∀t ∈ R,

t2

1 + t2
= a+

b

1 + t2b. En déduire, grâ
e à une intégration par parties, que, pour tout réel x, on a :
f(x) = x

(

ln(1 + x2)− 2
)

+ 2

∫ x

0

1

1 + t2
dt4. Re
her
he d'un équivalent de f(x) au voisinage de +∞a. Montrer que ∫ +∞

0

1

1 + t2
dt est une intégrale 
onvergente.b. En déduire que f(x) ∼

+∞

x ln
(

1 + x2
)
. Véri�er que, pour tout réel x stri
tement positif, on a : ln(1 + x2) = 2 ln(x) + ln

(

1 +
1

x2

), puis établirl'équivalent suivant : f(x) ∼
+∞

2x ln(x)d. Donner sans 
al
ul un équivalent de f(x) lorsque x est au voisinage de −∞5. Re
her
he d'un équivalent de f(x) au voisinage de 0a. Montrer que f est de 
lasse C
3 sur ROn admet la formule de Taylor-Young à l'ordre 3 au voisinage de 0 pour la fon
tion f , 
'est-à-dire :

f(x) = f(0) +
x1

1!
f ′(0) +

x2

2!
f ′′(0) +

x3

3!
f (3)(0) + o(x3)b. Déterminer f(0), f ′(0), f ′′(0) et f (3)(0)
. En déduire alors un équivalent de f(x) au voisinage de 02



Partie II : étude d'une suiteOn pose u0 = 1, et pour tout entier naturel n non nul, un =

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

dt1. a. La valeur donnée à u0 est-elle 
ohérente ave
 l'expression générale de un ?b. Exprimer u1 à l'aide de la fon
tion f2. a. Montrer que la suite (un)n∈N est dé
roissante.b. Montrer que la suite (un)n∈N est minorée par 0. En déduire qu'elle 
onverge.3. a. Etablir l'en
adrement suivant : 0 6 un 6 (ln 2)nb. Que peut-on en déduire sur la suite (un)n∈N ? Sur la série de terme général un ?4. a. Montrer que : 0 6

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt 6

un

1− ln 2b. En déduire la valeur de lim
n→+∞

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt
. Justi�er que, pour tout entier naturel n non nul, on a : n−1

∑

k=0

uk =

∫ 1

0

1−
(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dtd. En déduire que l'on a : +∞

∑

k=0

uk =

∫ 1

0

1

1− ln(1 + t2)
dtExer
i
e 3On dispose de trois urnes U1, U2 et U3, et d'une in�nité de jetons numérotés 1, 2, 3, 4, . . .On répartit un par un les jetons dans les urnes : pour 
haque jeton, on 
hoisit au hasard et ave
 équiprobabilitéune des trois urnes dans laquelle on pla
e le jeton. Le pla
ement de 
haque jeton est indépendant de tous les autresjetons, et la 
apa
ité des urnes en nombre de jetons n'est pas limitée.Pour tout entier naturel n non nul, on note Xn (respe
tivement Yn, Zn) le nombre de jetons présents dans l'urne

1 (respe
tivement l'urne 2, l'urne 3) après avoir réparti les n premiers jetons.Partie IPour tout entier naturel n non nul, on note Vn l'événement : � Après la répartition des n premiers jetons, au moinsune urne reste vide �.1. Soit n ∈ N
∗a. Justi�er que Xn, Yn et Zn suivent la même loi binomiale dont on pré
isera les paramètres.b. Expli
iter P (Xn = 0) et P (Xn = n)
. Justi�er que (Yn = 0) ∩ (Zn = 0) = (Xn = n)d. Exprimer l'événement Vn à l'aide des événements (Xn = 0), (Yn = 0) et (Zn = 0)e. En déduire que : P (Vn) = 3

(

2

3

)n

− 3

(

1

3

)n2. On note V l'événement : � Au moins l'une des trois urnes reste toujours vide �.Exprimer l'événement V à l'aide des événements Vn, puis démontrer que P (V ) = 0

3



3. Soit T la variable aléatoire égale au nombre de jetons né
essaires pour que, pour la première fois, 
haqueurne 
ontienne au moins un jeton.a. On rappelle qu'en Python la 
ommande rd.randint(a,b+1) renvoie un nombre aléatoire qui est laréalisation d'une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur l'intervalle [[a, b]]Compléter la fon
tion Python 
i-dessous pour qu'elle simule le pla
ement des jetons jusqu'au moment où
haque urne 
ontient au moins un jeton, et pour qu'elle renvoie la valeur prise par la variable aléatoire
T

def T():

X = 0 , Y = 0 , Z = 0 , n = 0

liste = np. array ([X,Y,Z])

while --------:

i = np. random . randint (1 ,4 ,(1 ,1)) # choix d’un entier entre 1 et 3

liste[i -1] = liste[i -1] + 1 # l’urne i reçoit un jeton de plus

n=n+1

t=----

return tb. E
rire un s
ript Python qui simule 10 000 fois la variable aléatoire T et qui renvoie une valeur appro
héede son espéran
e (en supposant que 
ette espéran
e existe).4. Déterminer T (Ω)5. Démontrer que : ∀n ∈ T (Ω) , P (T = n) = P (Vn−1)− P (Vn)6. Démontrer que la variable aléatoire T admet une espéran
e, et 
al
uler 
ette espéran
e.Partie IIPour tout entier naturel n non nul, on note Wn la variable aléatoire égale au nombre d'urne(s) en
ore vide(s) aprèsle pla
ement des n premiers jetons.7. a. Donner la loi du 
ouple (X2,W2)b. En déduire la loi de W2 et 
al
uler son espéran
e.
. Cal
uler la 
ovarian
e de X2 et W2d. Les variables aléatoires X2 et W2 sont-elles indépendantes ?Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 38. Déterminer Wn (Ω)9. Pour i ∈ [[1, 3]], on note Wn,i la variable aléatoire égale à 1 si l'urne i est en
ore vide après le pla
ement des
n premiers jetons, et qui vaut 0 sinon.a. Montrer que : ∀i ∈ [[1, 3]], E (Wn,i) =

(

2

3

)nb. Exprimer la variable aléatoire Wn en fon
tion des variables aléatoires Wn,1, Wn,2 et Wn,3
. Exprimer alors E (Wn) en fon
tion de n10. Démontrer que : P(

(Xn = n) ∩ (Wn = 2)
)

=

(

1

3

)nPour k ∈ [[1, n − 1]], quelle est la valeur de P
(

(Xn = k) ∩ (Wn = 2)
) ?11. Démontrer que : ∀k ∈ [[1, n − 1]], P(

(Xn = k) ∩ (Wn = 1)
)

=
2
(

n
k

)

3nQue vaut P(

(Xn = n) ∩ (Wn = 1)
) ?12. Démontrer que : E (XnWn) = 2nP
(

(Xn = n) ∩ (Wn = 2)
)

+

n−1
∑

k=1

kP
(

(Xn = k) ∩ (Wn = 1)
)13. Montrer alors que E (XnWn) = n

(

2

3

)n, puis 
al
uler la 
ovarian
e de Xn et Wn14. Interpréter le résultat obtenu à la question pré
édente.
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