
ECG 2 - Mathématiques appliquées Mathématiques DS n°3 - 13 dé
embre 2025Corrigé Total sur XXX pointsDans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera les importations suivantes faites :
import numpy as np

import numpy.random as rdExer
i
e 2 30 pointsOn 
onsidère la fon
tion f qui à tout réel x asso
ie : f(x) = ∫ x

0
ln
(

1 + t2
)

dtLes deux parties de 
e problème peuvent être traitées indépendamment l'une de l'autre.Partie I : étude de f1. a. Déterminer le signe de f(x) selon le signe de x 1 pointOn va utiliser la positivité de intégrales, en utilisant que ∀t ∈ R, ln(1 + t2) > 0 et
1er 
as : si x > 0 (i.e. les bornes sont dans l'ordre 
roissant) alors, par positivité de l'intégrale,
f(x) =

∫

x

0
ln(1 + t2)dt > 0

2ème 
as si x 6 0, alors pour les mêmes raisons,
∫ 0

x

ln(1 + t2)dt > 0 don
 f(x) =

∫

x

0
ln(1 + t2)dt = −

∫ 0

x

ln(1 + t2)dt 6 0�nalement, f est positive sur [0,+∞[ et négative sur ]−∞, 0]b. Justi�er que f est de 
lasse C
1 sur R et 
al
uler f ′(x) pour tout réel x 1 pointD'après le théorème fondamental de l'intégration, f est une primitive de t 7→ ln(1 + t2), don
 f estdérivable et ∀x ∈ R, f ′(x) = ln(1 + x2)or, t 7→ ln(1+t2) est 
ontinue sur R, en tant que 
omposition de fon
tions 
ontinues (ln et un polyn�me)don
 f est C

1 sur R et ∀x ∈ R, f ′(x) = ln(1 + x2)
. En déduire les variations de f sur R (on ne 
her
hera pas à 
al
uler les limites de f ). 1 point
∀x ∈ R, x2 > 0 don
 1 + x2 > 1 et don
 par 
roissan
e du logarithme ln(1 + x2) > ln(1) i.e. f ′(x) > 0ainsi, f est 
roissante sur R2. a. Montrer que f est impaire. 1,5 points
f est dé�nie sur R qui est symétrique par rapport à 0 et pour x ∈ R, f(−x) =

∫

−x

0
ln(1 + t2)dton fait alors le 
hangement de variable u = −t, du = −dt et on obtient :

f(−x) =

∫

x

0
ln(1 + (−u)2)(−du) = −

∫

x

0
ln(1 + u2)du = −f(x) ainsi, f est impaire .b. Etudier la 
onvexité de f et donner les 
oordonnées des éventuels points d'in�exion de la 
ourbe repré-sentative de f dans un repère orthonormé. 1,5points

t 7→ ln(1 + t2) est de 
lasse C
1 sur R don
 f est de 
lasse C

2 sur R et ∀x ∈ R, f ′′(x) =
2x

1 + x2
omme le dénominateur est toujours positif, f ′′(x) est du signe de x et don
 ∀x ∈ R−, f
′′(x) 6 0 et

∀x ∈ R+, f
′′(x) > 0 et f ′′(x) s'annule en 0 en 
hangeant de signe1



don
 f est 
on
ave sur ]−∞; 0] et 
onvexe sur [0;+∞[ et elle admet un point d'in�exion au pointd'abs
isse 03. a. Déterminer les réels a et b tels que : ∀t ∈ R,
t2

1 + t2
= a+

b

1 + t2
1,5 pointsSoit a et b deux réels tels que : ∀t ∈ R,

t2

1 + t2
= a+

b

1 + t2
⇔ ∀t ∈ R,

t2

1 + t2
=

at2 + (a+ b)

1 + t2ainsi, par identi�
ation, on doit avoir : 


a = 1

a+ b = 0
⇔







a = 1

b = −1ainsi, ∀t ∈ R,
t2

1 + t2
= 1−

1

1 + t2Nota bene : le raisonnement par équivalen
e n'est pas né
essaire pour trouver que a = 1 et b = −1fon
tionne mais il l'est pour montrer que 
'est l'unique solution, 
e qui semble être demandé par l'énon
é.b. En déduire, grâ
e à une intégration par parties, que, pour tout réel x, on a : 1 point
f(x) = x

(

ln(1 + x2)− 2
)

+ 2

∫

x

0

1

1 + t2
dt

∀x ∈ R, f(x) =

∫

x

0
ln(1 + t2)dt, on pose alors :

u′(t) = 1 et u(t) = t et v(t) = ln(1 + t2) et don
 v′(t) =
2t

1 + t2

u et v sont de 
lasse C
1 sur R don
 à l'aide d'une intégration par parties,

f(x) =
[

t ln(1 + t2)
]x

0
−

∫

x

0

2t2

1 + t2
dt = x ln(1 + x2)− 2

∫

x

0

t2

1 + t2
dt.or d'après la question pré
édente,

∫

x

0

t2

1 + t2
dt =

∫

x

0

(

1−
1

1 + t2

)

dt =

∫

x

0
1−

∫

x

0

1

1 + t2
dt = x−

∫

x

0

1

1 + t2
dtAinsi, f(x) = x ln(1 + x2)− 2

(

x−

∫

x

0

1

1 + t2
dt

) soit f(x) = x(ln(1 + x2)− 2) + 2

∫

x

0

1

1 + t2
dt4. Re
her
he d'un équivalent de f(x) au voisinage de +∞a. Montrer que ∫ +∞

0

1

1 + t2
dt est une intégrale 
onvergente. 1,5 points

1

t2
∼
+∞

1

1 + t2

ar 1

t2

1
1+t2

=
t2 + 1

t2
= 1 +

1

t2
→
+∞

1de plus t 7→ 1

1 + t2
et t 7→ 1

t2
sont positives sur [1;+∞[et ∫ +∞

1

1

t2
dt est 
onvergente (intégrale de Riemann ave
 α > 1) don
, d'après les 
ritères de 
omparaisondes intégrales de fon
tions positives, ∫ +∞

1

1

1 + t2
dt est 
onvergentedon
, par relation de Chasles, ∫ +∞

0

1

1 + t2
dt est 
onvergenteb. En déduire que f(x) ∼

+∞

x ln
(

1 + x2
) 2 pointsNous avons démontré à la question 3.b. que f(x) = x(ln(1 + x2)− 2) + 2

∫

x

0

1

1 + t2
dtdon
 pour x > 0, f(x) = x ln(1+x2)−2x+2

∫

x

0

1

1 + t2
dt = x ln(1+x2)

(

1−
2x

x ln(1 + x2)
+

a(x)

x ln(1 + x2)

)2



où a(x) =

∫

x

0

1

1 + t2
dt et don
 f(x)

x ln(1 + x2)
= 1−

2

ln(1 + x2)
+

a(x)

x ln(1 + x2)or, lim
x→+∞

1 + x2 = +∞ et lim
X→+∞

ln(X) = +∞ don
 par 
omposition lim
x→+∞

ln(1 + x2) = +∞et lim
x→+∞

∫

x

0

1

1 + t2
dt =

∫ +∞

0
=

1

1 + t2
dt est un nombre �ni et par produit lim

x→+∞

x ln(1 + x2) = +∞don
 par quotients de limites lim
x→+∞

1−
2

ln(1 + x2)
+

a(x)

x ln(1 + x2)
= 1− 0 + 0 = 1soit lim

x→+∞

f(x)

x ln(1 + x2)
= 1 i.e. f(x) ∼

+∞

x ln
(

1 + x2
)
. Véri�er que, pour tout réel x stri
tement positif, on a : ln(1 + x2) = 2 ln(x) + ln

(

1 +
1

x2

), puis établirl'équivalent suivant : f(x) ∼
+∞

2x ln(x) 2 pointsSoit x > 0, alors 2 ln(x) + ln

(

1 +
1

x2

)

= ln(x2) + ln

(

1

x2
+ 1

)

= ln

(

x2
(

1

x2
+ 1

))

= ln(1 + x2)or, lim
x→+∞

2 ln(x) = +∞ et lim
x→+∞

ln

(

1 +
1

x2

)

= 0 don
 ln

(

1 +
1

x2

)

=
+∞

o(2 ln(x))don
 ln(1 + x2) =
+∞

2 ln(x) + o(2 ln(x)) don
 par propriété ln(1 + x2) ∼
+∞

2 ln(x)or f(x) ∼
+∞

x ln
(

1 + x2
) don
 par produit d'équivalents f(x) ∼

+∞

2x ln(x)d. Donner sans 
al
ul un équivalent de f(x) lorsque x est au voisinage de −∞ 1 pointComme f est impaire, on 
omprend que l'équivalent en −∞ sera l'opposé de l'équivalent pré
édentmais on doit le modi�er 
ar il n'est pas dé�ni pour x 6 0, on utilise 2 ln(x) = ln(x2) et alors
f(x) ∼

−∞

x ln(x2) que l'on pourrait aussi é
rire f(x) ∼
−∞

2x ln(|x|) (on a bien l'opposé 
ar x < 0)5. Re
her
he d'un équivalent de f(x) au voisinage de 0a. Montrer que f est de 
lasse C
3 sur R 1 pointPour les mêmes raisons que plus haut f ′ est une 
omposée de fon
tions C

2 (et même C
∞) don
 f ′ est

C
2 (et même C

∞) et don
 f est C
3 (et même C

∞)On admet la formule de Taylor-Young à l'ordre 3 au voisinage de 0 pour la fon
tion f , 
'est-à-dire :
f(x) = f(0) +

x1

1!
f ′(0) +

x2

2!
f ′′(0) +

x3

3!
f (3)(0) + o(x3)b. Déterminer f(0), f ′(0), f ′′(0) et f (3)(0) 1 point

f(0) =

∫ 0

0
ln(1 + t2)dt = 0 et d'après les 
al
uls pré
édents, pour x ∈ R,

f ′(x) = ln(1 + x2) et f ′′(x) =
2x

1 + x2
don
 f ′(0) = 0, f ′′(0) = 0en�n ∀x ∈ R, f (3)(x) =

2(1 + x2)− 4x2

(1 + x2)2
don
 f (3)(0) = 2 et f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0
. En déduire alors un équivalent de f(x) au voisinage de 0 1 pointL'énon
é original était généreux sur 
ette question !Ainsi, d'après la formule proposée (de Taylor-Young à l'ordre 3 au voisinage de 0) :

f(x) =
0

x3

3!
× 2 + o(x3) =

0

2x3

6
+ o(x3) =

0

x3

3
+ o(x3) don
 par propriété f(x) ∼

0

x3

33



Partie II : étude d'une suiteOn pose u0 = 1, et pour tout entier naturel n non nul, un =

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

dt1. a. La valeur donnée à u0 est-elle 
ohérente ave
 l'expression générale de un ? 0,5 pointSi on 
onsidère l'expression générale de un,∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)0

dt =

∫ 1

0
1dt = 1 = u0 
e qui est don
 
ohérentave
 la valeur de u0 donnée.b. Exprimer u1 à l'aide de la fon
tion f 1 pointPar dé�nition, u1 = ∫ 1

0
ln(1 + t2)dt don
 u1 = f(1) par dé�nition de f2. a. Montrer que la suite (un)n∈N est dé
roissante. 2 pointsSoit n ∈ N et t ∈ [0; 1], alors 0 6 t 6 1 et don
 0 6 t2 6 1 par 
roissan
e de la fon
tion 
arré sur R+don
 1 6 1 + t2 6 2 6 e et don
 0 6 ln(1 + t2) 6 ln(2) 6 1 par 
roissan
e de lndon
 (ln(1 + t2)

)n
> 0 et don
 en multipliant l'inégalité pré
édente par (ln(1 + t2)

)n on trouve
(

ln(1 + t2)
)n+1

6
(

ln(1 + t2)
)n et don
 par 
roissan
e de l'intégrale (
ar 0 6 1) :

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n+1

dt 6

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

dt =

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

(ln(1 + t2)− 1)dti.e. un+1 6 un et don
 (un)n∈N est dé
roissanteb. Montrer que la suite (un)n∈N est minorée par 0. En déduire qu'elle 
onverge. 1 pointSoit n ∈ N, 
omme vu à la question pré
édente ∀t ∈ [0; 1],
(

ln(1 + t2)
)n

> 0 don
 par positivité del'intégrale, ∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

dt > 0 i.e. un > 0 et don
 (un)n∈N est minorée par 0�nalement, (un)n∈N est dé
roissante et minorée par 0don
 d'après le théorème de la limite monotone, (un)n∈N 
onverge.3. a. Etablir l'en
adrement suivant : 0 6 un 6 (ln 2)n 1 pointOn a montré à la question 2.b. que ∀n ∈ N,∀t ∈ [0; 1], ln(1 + t2) 6 ln(2)don
 ln(1 + t2)n 6 (ln(2))n par 
roissan
e des fon
tions puissan
es sur R+don
 par 
roissan
e de l'intégrale (0 6 1) :
∫ 1

0
ln(1 + t2)ndt 6

∫ 1

0
(ln(2))n dt i.e. un 6 (ln(2))n par dé�nition de un et 
ar

∫ 1

0
(ln(2))n dt = (ln(2))n (1− 0) = (ln(2))n (puisque (ln(2))n ne dépend pas de t)de plus un > 0 d'où ∀n ∈ N, 0 6 un 6 (ln(2))nb. Que peut-on en déduire sur la suite (un)n∈N ? Sur la série de terme général un ? 2 pointsComme vu plus haut 1 < 2 < e ⇒ 0 6 ln(2) < 1 par stri
te 
roissante de lndon
 (ln(2))n → 0 (forme qn ave
 |q| = ln(2) < 1)don
 d'après le théorème des gendarmes, on en déduit que un → 0de plus la série de terme général (ln(2))n 
onverge 
ar il s'agit d'une série géométrique ave
 |q| < 1don
 par théorème de 
omparaison sur les séries à termes positifs (un > 0),

0 6 un 6 (ln(2))n ⇒ la série de terme général un 
onverge.4. a. Montrer que : 0 6

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt 6

un

1− ln 2
2 pointsOn 
omprend qu'il faut travailler sur le dénominateur :
omme vu pré
édemment, pour t ∈ [0; 1], 0 6 ln(1 + t2) 6 ln(2) ⇒ 1− ln(2) 6 1− ln(1 + t2) 64



don
 en appli
ant la fon
tion inverse, dé
roissante sur ]0,+∞[,
1 6

1

1− ln(1 + t2)
6

1

1− ln(2)
⇒ 0 6

(ln(1 + t2))n

1− ln(1 + t2)
6

(ln(1 + t2))n

1− ln(2)

ar (ln(1 + t2))n > 0 don
 par
roissan
e et positivité de l'intégrale (0 < 1) : 0 6

∫ 1

0

(ln(1 + t2))n

1− ln(1 + t2)
dt 6

∫ 1

0

(ln(1 + t2))n

1− ln(2)
dt et en�n parlinéarité ( 1

1− ln(2)
ne dépend pas de t),

∫ 1

0

(ln(1 + t2))n

1− ln(2)
dt =

1

1− ln(2)

∫ 1

0
(ln(1 + t2))ndt =

un

1− ln(2)d'où 0 6

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt 6

un

1− ln 2b. En déduire la valeur de lim
n→+∞

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt 0,5 pointD'après la question pré
édente,

0 6

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt 6

un

1− ln 2
et lim

n→+∞

un = 0 don
 par opération lim
n→+∞

un

1− ln 2
= 0et don
 d'après le théorème des gendarmes, lim

n→+∞

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt = 0
. Justi�er que, pour tout entier naturel n non nul, on a : n−1

∑

k=0

uk =

∫ 1

0

1−
(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt 1 pointSoit n un entier naturel non nul, alors :

n−1
∑

k=0

uk =

n−1
∑

k=0

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)k

dt =

∫ 1

0

(

n−1
∑

k=0

(ln(1 + t2))k

)

dt par linéarité de l'intégraledon
, par somme des termes d'une suite géométrique, n−1
∑

k=0

uk =

∫ 1

0

1−
(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dtd. En déduire que l'on a : +∞

∑

k=0

uk =

∫ 1

0

1

1− ln(1 + t2)
dt 1 pointAinsi,

n−1
∑

k=0

uk =

∫ 1

0

1−
(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt =

∫ 1

0

1

1− ln(1 + t2)
dt−

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dtor d'après la question 10.b., lim

n→+∞

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt = 0 par linéaritédon
 lim

n→+∞

n−1
∑

k=0

uk =

∫ 1

0

1

1− ln(1 + t2)
dt (
ar 
ette dernière expression ne dépend pas de n)soit +∞

∑

k=0

uk =

∫ 1

0

1

1− ln(1 + t2)
dt
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