ECG 2 - mathématiques appliquées Devoir en temps libre n°5 Pour le 8 janvier 2026

Corrigé Total sur 20 points

Exercice 1 - exercice 20 de la feuille de T.D. n°8

2 10 7
Soit A= 1 4 3
-2 -8 —6
On note % = (ey, €9, e3) la base canonique de R?
On note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé & A, ¢’est-a-dire ’endomorphisme représenté

par A relativement a la base canonique %4
On pose u = (2,1, —2)

1. a. Montrer que Ker(f) = Vect(u) 2 points

Soit (r,y, z) € R?, alorsf x,Y, 2 ):0R3<:>AX—031011X Yoy 2)
0 3 0 L1 < L2
or AX =03, | 1 0|« 10 70| LisLy, &
-2 -8 —610 -2 -8 —6(0
1 4 3]0
xry + 45(?2 + 3373 =0 T = —4372 — 3(—2372) = 25(?2
0 2 1|0 L2 < LQ — 2L1 = =
209 +x3 =10 T3 = —29
0 0 0]0 L3 < Lsg+ 2L,
2 p 9
s X e T9 SXedw]| 1 & X € Vect 1 = Vect(u)
—219 —2 —2
donc | Ker(f) = Vect(u)
b. La matrice A est-elle inversible ? 0,5 point

Ker(f) # {Ors} donc f n’est pas injective, donc f n’est pas bijective

donc| A = Myk(f) n’est pas inversible.

2. a. Déterminer le vecteur v € R?® dont la deuxieéme composante vaut 1 et tel que f(v) = u
On pose v = (a,1,b) ot (a,b) € R? alors f(v) =u e A'(a 1 b)=*2 1 —2)

2a4+10—-70 = 2 a+4+3b = 1 Ly Ly
= a+4+3b = 1 <= 20+10—-70 = 2 L1+ Ly, < 1,5 points
—2a—-8—-6b0 = =2 —2a4—-8—-6b = =2
a+4+30b = 1
a=-3-3b=3
24+b = 0 Lo+ Ly—2L; <=
b= -2

0O =0 L3FL3+2L1

donc| v =(3,1,—2) |est I'unique solution




. Déterminer le vecteur w € R* dont la deuxiéme composante vaut 1 et tel que f(w) = v I
point

Méme méthode et mémes opérations sur les lignes (attention le second membre est différent) :

a+4+30 = 1

a=-3-3b=0
on trouve f((a,1,b)) =v & 240 = 1 <
b=—1
0 =0
donc| w = (0,1,—1) |est I'unique solution
. Montrer que %' = (u,v,w) est une base de R? 1,5 points
Soit (A1, Az, A3) € R3, tel que A\ju + Agv + Asw = Ogs, alors
2>\1+3)\2 = 0 2)\1+3>\2 = 0 )\2:0 Ly« L —¢
A+ A+ A3 = 0 < AM+X =0 =93 M =0
—2)\1—2)\2—)\3 = 0 )\3 = 0 L3<—L3—|—2L1 )\3:0

donc la famille %’ est libre et Card(#') = 3 = dim(R?) donc | %’ est une base de R?

. Ecrire la matrice N de f relative & la base %’ 0,5 point

D’apres les questions précédentes, f(u) = Ogs, f(v) =u et f(w) = v,

010
donc par définition, | N =Mz (f)=10 0 1
0 00

Nota bene : on aura remarqué le N comme Nathalie! ou plutot, nilpotente!

. Ecrire la matrice P de passage de & 4 B’ 1 point
Donner une relation entre N, P, et A

Par définition, P contient < en colonnes > les vecteurs de %4’ exprimés dans la base %

donc| P = 1 1 1
-2 -2 —1

et d’apres la formule de changement de base d’une application linéaire,

My(f) = Py Moy (f)Pa | soit A= PNP™' |car Py_,5 =Py, ,=P"

. Calculer N2, N3. En déduire que : A* = 0.44(r) pour tout k > 3 1,5 points
010 010 0 0 1 010 0 01 0 00
N*=10 0 1|{]o o 1[=]00 0|dmcN°=1]0 0 1[0 0 o0f[=]00 0
0 00 0 00 0 00 0 0O 000 000
soit | N? =04

donc A* = (PNP™ ') = PNP'PNP'PNP ' = PNIZNIzNP™' = PN*P~' =04



car N> =03 et donc| Yk e N,k >3, A" = [AF34% =03 |car A% =04

Nota bene : on peut montrer que N™ = 03 pour n > 3 puis établir A" = PN"P~! (par
récurrence) mais ce n’est pas indispensable ici.

4. a. Montrer que A ne possede qu’une seule valeur propre et déterminer le sous-espace propre
associé. 1,5 points

D’apres la question précédente A* = 03 donc x — 2° est un polynome annulateur de A,
et admet 0 pour unique racine, donc 0 est la seule valeur possible

de plus pour X =%z y 2),AX =031 < f((2,y,2)) = Ops < (x,y,2) € Ker(f)

& (x,y,2) € Vect(u) dapres la question 1.a. donc AX =035 < X € Vect(*(2 1 —2))

donc | 0 est valeur propre et Fo(A) = Vect(*(2 1 —2))

b. Montrer que, pour tout réel A non nul, f — Aids est un automorphisme, ¢d3 étant l’endo-
morphisme identité de R® (un automorphisme est un endomorphisme bijectif ) . 1,5
points

D’apres la caractérisation des isomorphismes, f — Aids est un automorphisme (i.e. un
endomorphisme bijectif) < My(f — Aids) est inversible

or Mg(f — )\ng) = M@(f) — )\MQ(ng) =A-— )\Ig

or A n’admet que 0 pour valeur propre, donc VA # 0, A — A3 est inversible (car alors A
n’est pas valeur propre)

et donc | VA # 0, f — \id3 est un automorphisme

5. On note g = f — id3

a. Ecrire la matrice B de g relative a la base canonique. 1,5 points
Ecrire la matrice M de g relative a la base %’
Donner une relation entre B, M, P

Comme a la question précédente,

B = Myg(g) = My(f —ids) = My(f) — My(ids) = A—1I; |puis de méme,

M = My (g) = My (f — ids) = M (f) = Mi(ids)) = N = I | car Moy (f) = N

1 10 7 -1 1 0
donc B = 1 3 3 et M = 0 —1 1
-2 -8 -7 0 0 -1

et d’apres la formule de changement de base d’une application linéaire,

My(g) = Pyyo Moy (g) Py | soit M = PBP~ | d’apres ce qui précede.

b. Montrer que B est inversible et expliciter B~ 2 points

D’apres la question 4.b., g — id3 est un automorphisme et A — I3 est inversible, i.e.

B est inversible |car B = A — I3 d’apres la question précédente

déterminons alors B!, on peut le faire de maniere classique avec le pivot de Gauss, mais
aussi réaliser que A* = 03 i.e. (B + I3)* = 03

donc en développant (B+13)(B+13)*> = (B+I3)(B*+2B+13) = B*+3B*+3B +13 = 03
donc B(—B? — 3B — 3I3) = I3 donc (B est inversible) et B~' = —B* — 3B — 313

on nous demande de I'expliciter :



1 10 7 1 10 7 -3 —16 —12

B=|1 3 3 1 3 3|=]-2 -5 -5
-2 -8 -7 -2 =8 -7 4 12 11
-3 —-16 —12 3 30 21 3 00 -3 —-14 -9
domeB'=—-1-2 —5 —5|-[3 9 9 |-lo3o0of=|-1 -7 -4
4 12 11 —6 —24 -21 0 0 3 2 12 7
. Montrer qu'il existe trois suites (@, )nen, (bn)nen, (¢n)nen telles que : 1,5 points

VneN, M"=a,l;+b,N + ¢, N*
Par récurrence, pour n € N, on pose P(n) : I(an, by, c,) € R*, M™ = a, I3 + b, N + ¢, N*

Initialisation : P(0) vraie < M" est combinaison linéaire de I3, N et N?
ce qui est vrai car M? = I3 =1 x I3 +0 x N + 0 x N* donc P(0) est vraie

Hérédité : soit n € N, on suppose P(n) vraie

alors par hypothese, 3(a,, by, ¢,) € R3, M" = a,Is + b, N + ¢, N*

et donc M"*' = M"M = (a, I3 + b, N + ¢, N*)M = (a,I3 + b, N + ¢, N*)(N — I3)

donc M™ = a, N +b,N*+c, N> —a,I3—b,N —c,N* = —a, I3+ (a, —b,)N + (b, —c,)N*
car N* = (?

donc M™*! est bien combinaison linéaire de I3, N et N? donc P(n + 1) est vraie,

d’out 'hérédité, donc par théoreme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie i.e.

3(an, by, cn) € R M™ = a, I3 + b, N + ¢, N?

. En déduire que : Vn € N, B" = a,I5 + b, A + ¢, A* 2,5 points
On va d’abord établir la formule classique par récurrence : M™ = PB" P!

n €N, on pose Q(n) : M" = PB"P™!

Initialisation : Q(0) vraie < M° = PB°P™! & I3 = PP ' = PP ' & I3 = I3

ce qui est vrai donc Q(0) est vraie

Hérédité : soit n € N, on suppose Q(n) vraie

alors par hypothese, M™ = PB"P~! et donc M"*' = M"M = PB"P~'PBP™!

car M = PBP~!, donc M"™! = PB"[,BP~! = PB"BP~! = pp"tip-!

donc P(n + 1) est vraie, d’ou I’hérédité,

donc par théoréme de récurrence, ¥n € N, P(n) est vraie i.e] M™ = PB"P~!

or d’apres la question précédente pour n € N, M™ = a,I5 + b,N + ¢, N>

soit PB"P~! = a,I5 + b,N + ¢, N>

donc P'PB"P~' = P Y(a,I3+b,N +¢,N?) soit B"P~' = a,P~* +b,P"'N 4 ¢, P ' N?
puis B"P'P = (a,P~" + b,P"'N + ¢,P"'N*)P

soit B" = a,P"'P +b,P"*NP + ¢, P 'N*P

or P71P = I, A=P INPet A2=P 'NPP NP =PN?P!

d'on| B™ =a,I3+ b, A+ c, A% et ce Yn € N

. Montrer que : pour tout n € N, B" € Vect(I3, B, B?) 1 point

Nous venons de montrer que Vn € N, B" = a,I5 + by,A+ ¢, A> or B= A+ I,
donc ¥n € N, B" = a, I3 +b,(B+I3) +c,(B+13)* = a,I3+b,B+b,Is+ ¢, (B> + 2B + I)

donc B" = (ay, + by, + ) I3+ (by +2¢,) B + ¢, B* et donc| B™ € Vect(I3, B, B?) |(i.e. B"

est combinaison linéaire de I3, B et B?






