
ECG 2 - Maths appliquées Mathématiques 3 mars 2026Con
ours blan
 - épreuve 1 - sujet 2 : type EDHECCorrigé Total sur 78,5 points - dont réda
tion/présentation/
larté : 3 pointsExer
i
e 1 - EDHEC 2024 19 pointsDans tout l'exer
i
e, la lettre n désigne un entier naturel.On pose un =

∫ 1

0

xn

4− x2
dx et on a en parti
ulier u0 = ∫ 1

0

1

4− x2
dx1. a. Déterminer les réels a et b tels que : ∀x ∈ [0, 1],

1

4− x2
=

a

2− x
+

b

2 + x
1 pointSoit x ∈ [0, 1], et a, b les réels véri�ant l'égalité de l'énon
é, alors

1

4− x2
=

a

2− x
+

b

2 + x
=

a(2 + x) + b(2− x)

4− x2
=

2(a+ b) + (a− b)x

4− x2don
 par identi�
ation des 
oe�
ients, a− b = 0 soit a = b et 2(a+ b) = 1 don
 a = b =
1

4b. En déduire que u0 =
1

4
ln(3) 1,5 pointsEn utilisant la question pré
édente :

u0 =

∫ 1

0

1

4− x2
dx =

∫ 1

0

1

4(2− x)
dx+

∫ 1

0

1

4(2 + x)
dx =

1

4

(

[− ln |2− x|]10 + [ln |2 + x|]10
)don
 u0 =

ln(2) + ln(3)− ln(2)

4
soit u0 =

ln(3)

42. Cal
uler u1 1,5 pointsIl su�t de remarquer que x

4− x2
est de la forme u′

u
plus pré
isément −1

2
× −2x

4− x2
et don
 une primitive de

x 7→ x

4− x2
est la fon
tion dé�nie sur [0, 1] par x 7→ − ln(4 − x2)

2don
 u1 =

[

− ln(4− x2)

2

]1

0

=
− ln(3) + ln(4)

2
=

1

2
ln

(

4

3

) soit u1 = ln

(

2√
3

)3. a. Pour tout entier naturel n, exprimer 4un − un+2 expli
itement en fon
tion de n 1,5 pointsPour tout entier n, 4un−un+2 =

∫ 1

0

4xn

4− x2
dx−

∫ 1

0

xn+2

4− x2
dx =

∫ 1

0

4xn − xn+2

4− x2
dx =

∫ 1

0

xn(4− x2)

4− x2
dxdon
 4un − un+2 =

∫ 1

0
xndx =

[

xn+1

n+ 1

]1

0

soit 4un − un+2 =
1

n+ 1b. Compléter la fon
tion Python 
i-dessous a�n qu'elle renvoie la valeur de un à l'appel de suite(n).de f s u i t e (n ) :i f (−1)**n == 1 :u = np . l og (3 ) / 4f o r k in range (2 , n + 1 ,2) :u = 4 * u − . . .e l s e :u = np . l og (2 / np . s q r t (3 ) )f o r k in range (3 , n + 1 ,2) :u = 4 * u − . . .r e turn u 2 points1



D'après la question pré
édente, pour tout entier n, un+2 = 4un−
1

n+ 1
. Le programme 
al
ule les termesde un par ré
urren
e en in
rémentant n de 2 à 
haque étape, d'où le paramètre 2 pour le saut dans le

range à 
haque fois.Le programme teste la parité à l'aide de (−1)n, puis si n est pair, on 
al
ule un en utilisant la formulede ré
urren
e et en partant de u0. Si n est impair, on fait de même en partant de u1Don
 d'après la question pré
édente en
ore, dans 
haque 
as il su�t de 
ompléter ave
 1/(n-1) 
ar
un = un−2 +

1

n− 14. a. Utiliser la dé�nition de la suite (un)n∈N pour établir l'en
adrement suivant : 2 points
∀n ∈ N,

1

4(n + 1)
6 un 6

1

3(n + 1)Soit n ∈ N. Pour tout x ∈ [0, 1], alors 0 6 x2 6 1 par 
roissan
e de la fon
tion 
arré sur R+don
 3 6 4− x2 6 4 puis par dé
roissan
e de la fon
tion inverse
1

4
6

1

4− x2
6

1

3
et en multipliant par xn > 0 
ar x ∈ [0, 1], on obtient : xn

4
6

xn

4− x2
6

xn

3alors par 
roissan
e de l'intégrale (
ar a < b),
∫ 1

0

xn

4
dx 6

∫ 1

0

xn

4− x2
dx 6

∫ 1

0

xn

3
dx soit 1

4

∫ 1

0
xndx 6 un 6

1

3

∫ 1

0
xndxor ∫ 1

0
xndx =

[

xn+1

n+ 1

]1

0

=
1

n+ 1
− 0 don
 1

4(n + 1)
6 un 6

1

3(n+ 1)b. En déduire la 
onvergen
e de la suite (un)n∈N ainsi que la valeur de lim
n→+∞

un 0,5 pointLa suite (un) est en
adrée par les suites (

1

4(n + 1)

)

n∈N

et (

1

3(n + 1)

)

n∈N

qui 
onvergent toutes lesdeux vers 0. D'après le théorème des gendarmes, on 
on
lut que la suite (un) 
onverge aussi vers 0
. La série de terme général un est-elle 
onvergente ou divergente ? Pour quelle raison ? 2 pointsD'après la question 4.a., ∀n ∈ N,
1

4(n+ 1)
6 unde plus, 1

4(n + 1)
∼ 1

4n

ar 1

4n
1

4(n+1)

=
4(n+ 1)

4n
=

n+ 1

n
= 1 +

1

n
→ 1et 1

n
est le terme général d'une série divergente (série harmonique)don
 par linéarité ∑

n>1

1

4
× 1

n
=

∑

n>1

1

4n
diverge égalementdon
 par 
omparaison de séries à terme positifs (équivalents puis inégalité) on en déduit que

∑

n>1

1

4(n+ 1)
puis ∑

n>1

un divergent et don
 ∑

n>1

un diverge5. a. On 
onsidère le s
ript suivant qui utilise la fon
tion dé
larée plus haut :x = np . arange (0 , 41 )u = [ ℄ # l i s t e v idef o r n in range (41) :u . append (3 * n * s u i t e (n ) )p l t . p l o t (x , u , '+' )p l t . show ( )Ce s
ript renvoie le graphique suivant :
2
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Laquelle des quatre 
onje
tures suivantes peut-on émettre quant au 
omportement de la suite (un)n∈Nau voisinage de +∞ ?A : un ∼
+∞

3n B : lim
n→+∞

un = 1 C : un ∼
+∞

1

3n
D : un ∼

+∞

1

n
1,5 pointsCe programme a�
he les points de 
oordonnées (n, 3nun) pour n allant de 0 à 40. On voit que l'ordonnéedes points s'appro
he de 1 et on 
onje
ture don
 que lim

n→+∞

3nun = 1, 
'est-à-dire un ∼
+∞

1

3nb. Etablir, grâ
e à une intégration par parties, l'égalité suivante : 2 points
∀n ∈ N, un =

1

3(n + 1)
− 2

n+ 1

∫ 1

0

xn+2

(4− x2)2
dxSoit f et g les fon
tions dé�nies sur [0, 1] par : ∀x ∈ [0, 1], f(x) =
1

4− x2
et g(x) =

xn+1

n+ 1les fon
tions f et g sont C1 sur [0, 1] et ∀x ∈ [0, 1], f ′(x) =
2x

(4− x2)2
et g′(x) = xndon
 par intégration par parties, un =

∫ 1

0

xn

4− x2
dx =

[

xn+1

(n+ 1)(4− x2)

]1

0

− 2

(n+ 1)

∫ 1

0

xn+2

(4− x2)2
dxdon
 un =

1

3(n + 1)
− 2

(n+ 1)

∫ 1

0

xn+2

(4− x2)2
dx
. Montrer par en
adrement que : lim

n→+∞

∫ 1

0

xn+2

(4− x2)2
dx = 0 2 pointsSoit n ∈ N, 
omme nous l'avons montré à la question 4.a., pour tout x ∈ [0, 1] :

1

3
6

1

4− x2
6

1

4
et don
 (

1

3

)2

6

(

1

4− x2

)2

6

(

1

4

)2 par 
roissan
e de la fon
tion 
arré sur R+soit 1

9
6

1

(4− x2)2
6

1

16
et don
 xn

9
6

xn

(4− x2)2
6

xn

16

ar x > 0⇒ xn > 0don
 par 
roissan
e de l'intégrale (a < b),

∫ 1

0

xn+2

16
dx 6

∫ 1

0

xn+2

(4− x2)2
dx 6

∫ 1

0

xn+2

9
dxd'où 1

16(n + 3)
6

∫ 1

0

xn+2

(4− x2)2
dx 6

1

9(n + 3)
et alors 
omme ∫ 1

0

xn+2

(4− x2)2
est en
adrée par des termesqui 
onvergent vers 0, on peut 
on
lure que lim

n→+∞

∫ 1

0

xn+2

(4− x2)2
= 0d. Véri�er la 
onje
ture établie à la question 5.a. 1,5 pointsD'après la question pré
édente, 3nun =

3n

3(n + 1)
− 6n

(n + 1)

∫ 1

0

xn+2

(4− x2)2
dxor 3n

3(n + 1)
=

n

n+ 1
et 
omme vu à la question 4.
. n+ 1 ∼ n don
 n

n+ 1
→ 13



don
 6n

n+ 1
= 6× n

n+ 1
→ 6 et don
 par opérations sur les limites 3nun → 1− 6× 0 = 1soit lim

n→+∞

3nun = 1 et don
 par dé�nition un ∼
+∞

3n 
onformément à la 
onje
ture de la question 5.a.Exer
i
e 2 - Edhe
 2023 12 pointsOn 
onsidère deux réels a et b ainsi que la matri
e A =





a 1

0 b



1. a. Montrer que si a = b, alors A ne possède qu'une seule valeur propre. 0,5 pointLa matri
e A est triangulaire (supérieure) don
 ses valeurs propres sont ses 
oe�
ients diagonaux :
Sp(A) = {a, b} = {a} 
ar a = b i
idon
 dans 
e 
as (a = b), A n'a qu'une seule valeur propre (à savoir a)b. En déduire par l'absurde que, si a = b, la matri
e A n'est pas diagonalisable. 1,5 pointsSupposons que A soit diagonalisable, alors il existe une matri
e P ∈ M2(R) inversible et une matri
e
D ∈M2(R) diagonale telle que A = PDP−1de plus, les 
oe�
ients diagonaux de D sont valeurs propres de Adon
, d'après la question pré
édente, D =





a 0

0 a



, i.e. D = aI2par 
onséquent, A = P (aI2)P
−1 = aPI2P

−1 = aPP−1 = aI2, 
e qui est 
ontradi
toire ave
 la dé�nitionde A don
 notre hypothèse de départ est fausse et don
 dans 
e 
as (a = b), A n'est pas diagonalisable.2. On suppose dans 
ette question que a 6= ba. Quelles sont les valeurs propres de A ? 0,5 pointComme on l'a vu à la question 1.a., les valeurs propres de A sont a et b . Cette fois, il y en a deux(étant donné que a et b sont supposés distin
ts).b. Cal
uler A



1

0



 et A



1

b− a



. Qu'en déduire 
on
ernant les ve
teurs 1

0



 et  1

b− a



 ? 1 pointOn 
al
ule : A





1

0



 =





a

0



 = a





1

0



 et A





1

b− a



 =





b

b(b− a)



 = b





1

b− a





on en déduit que 



1

0



 est un ve
teur propre de A asso
ié à la valeur propre a et que 



1

b− a



est un ve
teur propre de A asso
ié à la valeur propre b
. Montrer que la famille B =









1

0



 ,





1

b− a







 est une base de M2,1(R) puis é
rire la matri
e P depassage de la base 
anonique deM2,1(R) à la base B 2 pointsSoit (λ, µ) ∈ R
2 tels que λ





1

0



+ µ





1

b− a



 =





0

0



 alors 


λ + µ = 0

(b− a)µ = 04



don
 





λ + µ = 0

µ = 0

ar b− a 6= 0 par hypothèse don
 





λ = 0

µ = 0don
 la famille B est libre, 
omme de plus elle est 
onstituée de 2 ve
teurs deM2,1(R) et que
dim(M2,1(R)) = 2, on en déduit que la famille B est une base deM2,1(R) .La matri
e de passage P de la base 
anonique deM2,1(R) à la base B est la matri
e des ve
teurs de Bdé
omposés selon la base 
anonique soit P =





1 1

0 b− a



d. Déterminer une matri
e diagonale D telle que AP = PD, puis 
on
lure que A est diagonalisable.On pose D = diag(a, b) et on 
al
ule, 1,5 points
AP =





a 1

0 b









1 1

0 b− a



 =





a b

0 b(b− a)



 et PD =





1 1

0 b− a









a 0

0 b



 =





a b

0 b(b− a)



don
 AP = PD et étant donné que P est inversible (
'est une matri
e de passage d'une base à uneautre), on en déduit que A = PDP−1 et don
 que A est diagonalisable .3. On 
onsidère deux variables aléatoires, X et Y , indépendantes et suivante la même loi géométrique deparamètre 1

2a. Etablir l'égalité : P (X = Y ) =
+∞
∑

n=1

P (X = n)P (Y = n) 1,5 pointsOn utilise la formule des probabilités totales ave
 le système 
omplet d'événements ([Y = n]
)

n∈N∗

:
P (X = Y ) =

+∞
∑

n=1

P
(

(X = Y ) ∩ (Y = n)
)

=
+∞
∑

n=1

P
(

(X = n) ∩ (Y = n)
)
e qui donne bien, par indépendan
e de X et Y : P (X = Y ) =

+∞
∑

n=1

P (X = n)P (Y = n)Remarque : on peut aussi é
rire (X = Y ) =
+∞
⋃

n=1

([X = n] ∩ [Y = n]) puis passer aux probabilités enutilisant l'in
ompatibilité et l'indépendan
e.b. En déduire expli
itement P (X = Y ) 2 pointsComme X et Y suivent toutes deux une loi géométrique de paramètre 1

2
, on déduit de la questionpré
édente :

P (X = Y ) =

+∞
∑

n=1

1

2

(

1− 1

2

)n−1 1

2

(

1− 1

2

)n−1

=

+∞
∑

n=1

1

2

(

1

2

)n−1 1

2

(

1

2

)n−1

=
+∞
∑

n=1

(

1

2

)2n

=
+∞
∑

n=1

(

1

4

)n

=
+∞
∑

n=0

(

1

4

)n

− 1 par relation de Chasles
=

1

1− 1
4

− 1 =
4

3
− 1 =

1

3

ar il s'agit d'une série géométrique 
onvergente de raison 1

4d'où �nalement P (X = Y ) =
1

3 5



4. Soit A(X,Y ) la matri
e aléatoire dé�nie par A(X,Y ) =





X 1

0 Y



a. Déterminer la probabilité p pour que A(X,Y ) ne soit pas diagonalisable. 1 pointD'après les questions 1.b. et 2.d., A(X,Y ) est non diagonalisable si et seulement X = Y , don
, d'aprèsla question pré
édente, la probabilité que A(X,Y ) ne soit pas diagonalisable est p =
1

3b. On 
onsidère le s
ript Python suivant : 1,5 pointsm=in t ( input ( "Entrez une va l eur e n t i è r e pour m : " ) )
=0f o r k in range (m) :X=rd . geometr i 
 (1/2)Y=rd . geometr i 
 (1/2)i f X==Y:
=
+1i=1−
/mpr in t ( i )Pour de grandes valeurs de l'entier naturel m, de quel réel le 
ontenu de la variable i est-il pro
he ?Le programme e�e
tue m simulations des variables aléatoires X et Y . Le réel c/m est la proportion desimulations où X et Y prennent des valeurs identiques. Pour m grand, 
'est don
 une valeur appro
héede p = P (X = Y )étant donné que i=1-c/m, on en déduit que pour m grand,
i est une valeur appro
hée de 1− p = P (X 6= Y ), i.e. 2

3
d'après la question pré
édente.Exer
i
e 3 15,5 pointsSoit f la fon
tion de R× R dans R dé�nie par : ∀(x, y) ∈ R× R, f(x, y) = x3 + y3 − 3xyPartie 11. Justi�er que f est une fon
tion de 
lasse C2 sur R2 0,5 point

f est une fon
tion polynomiale, don
 elle de 
lasse C2 sur R22. a. Cal
uler les dérivées partielles d'ordre 1 de f 1 pointEn dérivant selon x, on trouve ∂1f(x, y) = 3x2 − 3y et selon y, ∂2f(x, y) = 3y2 − 3xb. Déterminer les points 
ritiques de f 2 pointsLes points 
ritiques de f sont les 
ouples (x, y) qui annulent le gradient : ∇f(x, y) = 



3x2 − 3y

3y2 − 3x



On doit don
 résoudre :






∂1f(x, y) = 0

∂2f(x, y) = 0
⇔







3x2 − 3y = 0

3y2 − 3x = 0
⇔







y = x2

x4 − x = 0
⇔







y = x2

x(x3 − 1) = 0
⇔







y = x2

x = 0 ou x3 = 1or x3 = 1⇔ x = 1 
ar la fon
tion 
ube est bije
tive et 13 = 1Don
 f admet deux points 
ritiques : (0, 0) et (1, 1)3. a. Cal
uler les dérivées partielles d'ordre 2 de f 1 point6



On dérive les dérivées partielles d'ordre 1 trouvée plus haut et on obtient :
∂2
1,1f(x, y) = 6x, ∂2

2,2f(x, y) = 6y et ∂2
1,2f(x, y) = −3 = ∂2

1,2f(x, y) d'après le théorème de S
hwarzb. Véri�er que f ne présente un extremum lo
al qu'en un seul de ses points 
ritiques et pré
iser sa natureet sa valeur. 3 pointsD'après la question pré
édente, la matri
e hessienne de f en (x, y) vaut :
∇2f(x, y) =





6x −3
−3 6y



 et 
omme R2 est un ouvert, si f admet un extremum lo
al en un point, alors fadmet un point 
ritique en 
e point. Nous allons don
 étudier les valeurs propres des matri
es hessiennesaux deux points trouvés à la question pré
édente :� Au point (0, 0) ,∇2f (0, 0) − λI2 =





0 3

3 0



− λ





1 0

0 1



 =





−λ −3
−3 −λ



 .ainsi, λ est valeur propre de ∇2f (0, 0)⇔ det(∇2f (0, 0) − λI2) = 0⇔= λ2 − 9 = 0
⇔ (λ+ 3)(λ− 3) = 9⇔ λ = −3 ou λ = 3les deux valeurs propres de ∇2f (0, 0) sont 3 et −3 qui sont de signes opposés et don
 par propriété

f n'a pas d'extremum au point (0; 0) (il s'agit d'un point 
ol/selle).� Au point (1, 1),∇2f(1, 1) =





6 −3
−3 6



 dont les valeurs propres sont les ra
ines du polyn�me :
det

(

∇2f(1, 1) − λI2
)

= det









6− λ −3
−3 6− λ







 = (6−λ)2−32 = (6−λ−3).(6−λ+3) = (3−λ)(9−λ)les deux valeurs propres de∇2f(1, 1) sont 3 et 9 et sont don
 stri
tement positives don
, par propriété :
f admet un minimum lo
al en (1, 1) qui vaut f(1, 1) = −14. Cet extremum est-il global ? 1 point

f(1, 1) = −1 n'est pas un minimum global puisque f(0,−2) = −8 < f(1, 1)Nota bene : ave
 les termes x3 et y3 (qui prédominent sur les termes en x et y) on 
omprend que la fon
tionpeut prendre toutes les valeurs de −∞ à +∞Partie 2On note g la fon
tion de R dans R dé�nie par : ∀x ∈ R, g(x) = f(x, 1)5. Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 4, l'équation g(x) = n, d'in
onnue x, possèdeune unique solution que l'on notera un 3 points
g est dérivable sur R 
ar polynomiale et ∀x ∈ R, g′(x) = 3x2 − 3alors g′(x) > 0⇔ 3x2 > 3⇔ x2 > 1⇔ |x| > 1 (par 
roissan
e de x 7→

√
x)⇔ x /∈ [−1, 1]de plus g(x) = x(x2 − 3) + 1 et lim

x→−∞

x = −∞, lim
x→+∞

x = +∞ et lim
x→−∞

x2 = +∞ = lim
x→+∞

x2don
 par opérations sur les limites lim
x→−∞

g(x) = −∞ (pas indispensable) et lim
x→+∞

g(x) = +∞de plus g(−1) = (−1)3 − 3× (−1) + 1 = 3 et g(1) = 1− 3 + 1 = −1 d'où le tableau :
7



x

g′(x)

g(x)

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

33

−1−1

+∞+∞

On en déduit don
 que :� d'une part ∀x < 1, g(x) 6 3 et don
 que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 4 :l'équation g(x) = n n'a pas de solution dans ]−∞, 1[� d'autre part g réalise une bije
tion (
ar 
ontinue et stri
tement 
roissante sur 
et intervalle) de [1,+∞[sur [g(1), lim
x→+∞

g(x)[=]− 1,+∞[et 
omme tout entier naturel n supérieur ou égal à 4 appartient à [−1,+∞[, n admet un unique anté
édentpar g, autrement dit l'équation g(x) = n possède une unique solution dans [1,+∞[, que l'on notera un6. On note h la restri
tion de g à [1,+∞[a. Dresser le tableau de variations de h−1 1 pointComme nous l'avons vu à la question pré
édente, h réaliseune bije
tion, 
ontinue et stri
tement 
roissante de [1,+∞[sur [−1,+∞[, don
 par propriété sa bije
tion ré
iproque h−1est elle aussi stri
tement 
roissante de [−1,+∞[ sur [1,+∞[,d'où son tableau de variation : x

h−1(x)

−1 +∞

11

+∞+∞b. Cal
uler lim
n→+∞

un 1 pointPar dé�nition de un, g(un) = h(un) = n⇒ un = h−1(n)de plus (la propriété n'est pas o�
iellement dans notre programme), on 
omprend de la question pré-
édente que lim
x→+∞

h−1(x) = +∞ don
 par 
omposition : lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

h−1(n) = +∞Option B : 
omme nous l'avons vu g(un) = n i.e. u3n−un +1 = n et don
 u3n = n+un− 1 don
 u3n > n
omme un ∈ [1,+∞[ don
 par théorème des gendarmes (version in�nie), lim
n→+∞

u3n = +∞puis on obtient le résultat par 
omposition ave
 lim
x→+∞

x
1

3 = +∞
. En déduire, en revenant à la dé�nition de un, le réel α pour lequel on a : un ∼
n→+∞

nα 2 pointsComme nous l'avons évoqué à la question pré
édente, la dé�nition de un donne n = g(un) = u3n−3un+

1 = u3n

(

1− 3

u2n
− 1

u3n

)don
 puisque d'après la question pré
édente lim
n→+∞

un = +∞ alors par opérations lim
n→+∞

n

u3n
= 1or la fon
tion x 7→ x

1

3 est 
ontinue sur ]0,+∞[ don
 lim
n→+∞

(

n

u3n

)
1

3

= 1
1

3et ( n

u3n

) 1

3

=
n

1

3

(u3n)
1

3

=
n

1

3

un
don
 nous avons montré que lim

n→+∞

n
1

3

un
= 1 soit par dé�nition un ∼

n→+∞

n
1

3le réel α pour lequel on a : un ∼
n→+∞

nα est don
 α =
1

3

8



Problème 29 pointsDans 
e problème, on identi�e une matri
e de M1(R) à un réel.On 
onsidère deux urnes A et B 
ontenant initialement une boule blan
he et une boule noire 
ha
une. On pro
èdeà une suite d'épreuves, 
haque épreuve 
onsistant à tirer au hasard une boule dans 
haque urne, la boule tirée de
A étant remise dans B et la boule tirée de B étant remise dans APour tout entier naturel n, on note Xn la variable aléatoire égale au nombre de boules blan
hes présentes dans Aavant la (n+ 1)e épreuve.On pose : an = P (Xn = 0) , bn = P (Xn = 1) , cn = P (Xn = 2) et Un = (an bn cn)1. a. Donner les valeurs de a0, b0 et c0 1 pointLa variableX0 
orrespond au nombre de boules blan
hes présentes dans A initialement. D'après l'énon
é,on a X0 = 1 et don
 a0 = 0, b0 = 1 et c0 = 0b. Déterminer la loi de X1 et en déduire les valeurs de a1, b1 et c1 1,5 pointsComme il peut y avoir 0, 1 ou 2 boules blan
hes, on a X1(Ω) = {0, 1, 2}� X1 = 0 si et seulement au premier tirage, on a tiré une boule blan
he dans l'urne A et une boulenoire dans l'urne B. Chaque tirage étant indépendant, a1 = P (X1 = 0) =

1

2
× 1

2
don
 a1 =

1

4� X1 = 2 si et seulement au premier tirage, on a tiré une boule noire dans l'urne A et une boule blan
hedans l'urne B. Par indépendan
e à nouveau : a2 = P (X1 = 2) =
1

2
× 1

2
don
 b1 =

1

4� en�n X1(Ω) = {1, 2, 3}, ([X1 = 0], [X1 = 1], [X1 = 2]), est un système 
omplet d'événements et on adon
 : c1 = P (X1 = 1) = 1− P (X1 = 0)− P (X1 = 2) soit c1 =
1

2
. Justi�er rapidement que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1,
((Xn = 0) , (Xn = 1) , (Xn = 2)) est un système 
omplet d'événements. 1 pointSoit n ∈ N

∗, 
omme pré
edemment : il y a dans l'urne A, 0, 1 ou 2 boules blan
hes don
Xn(Ω) ⊂ {0, 1, 2}Comme nous l'avons vu ave
 X1, 
es trois valeurs admettent une probabilité non nulle et on 
omprendque 
e sera le 
as après tous les tirages suivants (pour bien faire, il faudrait le montrer par ré
urren
e :
an > 0 . . . )�nalement ([Xn = 0], [Xn = 1], [Xn = 2]) est don
 un système 
omplet d'événements.d. En déduire, pour tout entier naturel n, la valeur de la somme an + bn + cn 0,5 pointSoit n ∈ N

∗. Comme ([Xn = 0], [Xn = 1], [Xn = 2]) est un système 
omplet d'événements, par propriété
an + bn + cn = P ([Xn = 0]) + P ([Xn = 1]) + P ([Xn = 2]) = 1On admet dans la suite que, pour tout n de N

∗, les probabilités an, bn et cn sont non nulles.2. Soit n un entier naturel non nul.a. Déterminer, en les justi�ant, les probabilités 
onditionnelles P(Xn=i) (Xn+1 = j), pour tout (i, j) ∈
[[0, 2]]2, puis en déduire que le graphe suivant représente la 
haine de Markov dé
rite 
i-dessus. 1,5points 0 1 21

1
4

1
2

1
4

19



Soit n ∈ N
∗. Supposons que l'évènement (Xn = 0) soit réalisé. Dans 
e 
as l'urne A 
ontient deux boulesnoires et l'urne B 
ontient for
ément deux boules blan
hes. Le tirage va don
 for
ément aboutir à 
eque 
haque urne 
ontienne une boule noire et une boule blan
he,don
 P(Xn=0)(Xn+1 = 0) = 0 , P(Xn=0)(Xn+1 = 1) = 1 et P(Xn=0)(Xn+1 = 2) = 0Supposons maintenant que l'événement (Xn = 1) soit réalisé. On est alors dans la même situationqu'avant le premier tirage,don
 P(Xn=1)(Xn+1 = 0) =

1

4
, P(Xn=1)(Xn+1 = 1) =

1

2
et P(Xn=1)(Xn+1 = 2) =

1

4Supposons maintenant que l'événement [Xn = 2] soit réalisé. On est alors dans une situation symétriqueà 
elle où [Xn = 0], où les r�les des boules noires et des boules blan
hes sont inversées.On trouve alors P(Xn=2)(Xn+1 = 0) = 0 , P(Xn=2)(Xn+1 = 1) = 1 et P(Xn=2)(Xn+1 = 2) = 0Toutes 
es probabilités 
orrespondent bien aux poids des arêtes du graphe donné dans l'énon
é.b. E
rire la matri
e de transition M = (mi,j)(i,j)∈[[0,2]]2 , où mi,j = P(Xn=i) (Xn+1 = j), asso
iée à 
ette
haine de Markov. On remarquera que la première ligne et la première 
olonne de 
ette matri
e sontnumérotées 0, la deuxième ligne et la deuxième 
olonne sont numérotées 1 et la troisième ligne et latroisième 
olonne sont numérotées 2. On véri�era avant de poursuivre que la somme des éléments de
haque ligne de M est égale à 1 1 pointSoit n ∈ N
∗, par dé�nition, M est la matri
e des probabilités 
onditionnelles :

M =
(

P(Xn=i)(Xn+1 = j)(i,j)∈[[0,2]]2
)

=











0 1 0

1
4

1
2

1
4

0 1 0









La somme des éléments de 
haque ligne de la matri
e est bien égale à 1 (M est sto
hastique).
. Utiliser la formule des probabilités totales pour exprimer an+1, bn+1 et cn+1 en fon
tion de an, bn et cnD'après la question 1.
. , ([Xn = 0], [Xn = 1], [Xn = 2]) est un système 
omplet d'événements.2 pointsOn peut alors utiliser la formule des probabilités totales :
P (Xn+1 = 0) = P (Xn = 0)P(Xn=0)(Xn+1 = 0) + P (Xn = 1)P(Xn=1)(Xn+1 = 0)

+ P (Xn = 2)P(Xn=2)(Xn+1 = 0)i.e. an+1 =
bn
4

ave
 les notations de l'énon
é et d'après les résultats de la question 2.a.
P (Xn+1 = 1) = P (Xn = 0)P(Xn=0)(Xn+1 = 1) + P (Xn = 1)P(Xn=1)(Xn+1 = 1)

+ P (Xn = 2)P(Xn=2)(Xn+1 = 1)
P (Xn+1 = 2) = P (Xn = 0)P(Xn=0)(Xn+1 = 2) + P (Xn = 1)P(Xn=1)(Xn+1 = 2)

+ P (Xn = 2)P(Xn=2)(Xn+1 = 2)soit bn+1 = an +
bn
2

+ cn et cn+1 =
bn
43. Véri�er que les relations trouvées à la question 2.
. restent valables pour n = 0 0,5 pointD'après 1.a. (a0, b0, c0) = (0, 1, 0) et d'après 1.b. (a1, b1, c1) = (

1

4
,
1

2
,
1

4

)On véri�e alors b0
4

=
1

4
= a1 = c1 et a0 + b0

2
+ c0 =

1

2
= b1les relations de la question pré
édente sont don
 bien véri�ées.4. a. Pour tout n de N, exprimer E (Xn+1) en fon
tion de bn+1 et cn+1 1 pointSoit n ∈ N, puisque Xn+1 est une variable aléatoire �nie, elle admet une espéran
e et

E(Xn+1) = 0× P (Xn+1 = 0) + 1× P (Xn+1 = 1) + 2× P (Xn+1 = 2) = bn+1 + 2cn+110



b. En déduire que, pour tout n de N, on a E (Xn+1) = 1 1 pointD'après la question 2.
., an+1 = cn+1 pour tout n ∈ N don
 d'après la question pré
édente, ∀n ∈
N, E(Xn+1) = bn+1 + 2cn+1 = bn+1 + an+1 + cn+1don
 E(Xn+1) = 1 
ar ([Xn+1 = 0], [Xn+1 = 1], [Xn+1 = 2]) est un système 
omplet d'évènement.
. Etablir �nalement la relation : ∀n ∈ N, bn + 2cn = 1 0,5 pointD'après les deux questions pré
édentes ∀n ∈ N, bn+1 + 2cn+1 i.e. ∀n ∈ N

∗, bn + 2cn = 1de plus b0 + 2c0 = 1 + 2× 0 = 1 d'où �nalement ∀n ∈ N, bn + 2cn = 15. On pose V =











2

−1
2











et on 
onsidère, pour tout entier naturel n, la matri
e-ligne Un = (an bn cn) élémentde M1,3(R)a. Montrer que la suite (UnV )n∈N est une suite géométrique et donner sa raison. 1,5 pointsSoit n ∈ N, on 
al
ule d'abord (le nombre) UnV =
(

an bn cn

)











2

−1
2











= 2an − bn + 2cndon
 Un+1V = 2an+1− bn+1+2cn+1 = 2
bn
4
−an−

bn
2
− cn+2

bn
4

= −an+
bn
2
− cn =

−1
2

(2an − bn + cn)d'après les résultats de la question 2.
. don
 Un+1V = −1

2
UnV i.e. la suite (UnV )n∈N est don
 une suitegéométrique de raison −1

2b. Pour tout entier naturel n, en déduire expli
itement 2an − bn + 2cn en fon
tion de n 1 pointSoit n ∈ N, d'après 
e qui pré
ède, on a 2an − bn + 2cn = UnVor, on a montré que (UnV )n∈N est une suite géométrique de raison −1

2
et de premier

U0V = 2a0 − b0 + 2b0 = −1 on en déduit que : 2an − bn + 2cn = UnV = −
(

−1

2

)n6. Déterminer, pour tout entier naturel n, an, bn et cn puis donner la loi de Xn 1,5 pointsSoit n ∈ N, d'après les questions 1.a. et 2.
. que an = cn pour tout entier nd'après la question 4.
., bn = 1− 2cn = 1− 2an don
 ave
 le résultat de la question pré
édente,
−
(−1

2

)n

= 2an − bn + 2cn = 2an − (1− 2an) + 2an = 6an − 1 on en déduit que
an = cn =

−
(

−1
2

)n
+ 1

6
puis on trouve bn = 1− 2an = 1− −

(

−1
2

)n
+ 1

3
i.e. bn =

(

−1
2

)n
+ 2

3les valeurs de an, bn et cn nous permettent de déduire dire
tement la loi de Xn :
P (Xn = 0) =

−
(

−1
2

)n
+ 1

6
, P (Xn = 1) =

(

−1
2

)n
+ 2

3
, P (Xn = 2) =

−
(

−1
2

)n
+ 1

67. Montrer que la suite des variables (Xn)n∈N 
onverge en loi vers une variable X dont on déterminera la loi.Pré
ision : on dit que (Xn)n∈N 
onverge en loi vers X si ∀x ∈ X(Ω), lim
n→+∞

P (Xn = x) = P (X = x) 1,5 ptsComme (Xn)n∈N est une suite de variables aléatoires à valeurs dans {0, 1, 2}, pour étudier la 
onvergen
e enloi de (Xn)n∈N, il su�t d'étudier les limites des suites (an)n∈N, (bn)n∈N et (cn)n∈Nor (−1

2

)n

→ 0 (forme qn ave
 |q| = 1

2
< 1) 11



don
 lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

cn =
−0 + 1

6
=

1

6
et lim

n→+∞

bn =
0 + 2

3
=

2

3on en déduit que la suite (Xn)n∈N 
onverge en loi vers une variable aléatoire Xdont la loi est donnée par : (P (X = 0), P (X = 1), P (X = 2)) =

(

1

6
,
2

3
,
1

6

)8. On se propose de retrouver la loi de Xn par une autre méthode.a. Cal
uler M2 et M3, puis véri�er que 2M3 = M2 +M 1 point
M2 =









1
4

1
2

1
4

1
8

3
4

1
8

1
4

1
2

1
4









et M3 =











0 1 0

1
4

1
2

1
4

0 1 0





















1
4

1
2

1
4

1
8

3
4

1
8

1
4

1
2

1
4











=









1
8

3
4

1
8

3
16

5
8

3
16

1
8

3
4

1
8







on véri�e alors l'égalité de l'énon
é : M2 +M =











1
4

1
2

1
4

1
8

3
4

1
8

1
4

1
2

1
4











+











0 1 0
1

4

1

2

1

4

0 1 0











=











1
4

3
2

1
4

3
8

5
4

3
8

1
4

3
2

1
4











= 2M3b. En déduire les valeurs propres de M et donner une base de 
ha
un de ses sous-espa
es propres.6 pointsOn déduit de la question pré
édente que le polyn�me P (x) = 2x3 − x2 − x est annulateur de Mor P (x) = x(2x2−x−1) 1 est ra
ine évidente de 2x2−x−1, on trouve don
 2x2−x−1 = 2(x−1)
(

x+
1

2

)de fait P (x) = 2x(x− 1)

(

x+
1

2

) et on en déduit que Sp(M) ⊂
{

−1

2
, 0, 1

}reste alors à véri�er si 
ha
une des ra
ines λ de P est valeur propre de M ou non� 
as λ = −1

2
alors

M +
1

2
I3 =











1
2 1 0

1
4 1 1

4

0 1 1
2











don
 ave
 X = t(x y z),

(

M +
1

2
I3

)

X = 03,1 ⇔











1
2 1 0 0

1
4 1 1

4 0

0 1 1
2 0











⇔











1
2 1 0 0

0 1 1
2 0

0 1 1
2 0











L2 ← 2L2 − L1 ⇔











1
2 1 0 0

0 1 1
2 0

0 0 0 0











L3 ← L3 − L2

⇔







x = −2y
z = −2y

⇔ X ∈ {t(−2y y − 2y), y ∈ R} le système possède des solutions non nulles, don
 −1

2
est unevaleur propre de M et E

−
1
2
(M) = Vect(t(−2 1 − 2))t(−2 1 − 2) est un ve
teur non nul, 
'est don
 une famille libre, de plus génératri
e de E

−
1
2
(M)par dé�nition du Vect, 
'est don
 une base de E

−
1
2
(M)� 
as λ = 0 alors ave
 les mêmes notations

MX = 03,1 ⇔











0 1 0 0
1

4

1

2

1

4
0

0 1 0 0











⇔



















y = 0
1

4
x+

1

2
y +

1

4
z = 0

y = 0

⇔







y = 0

z = −x

⇔ X ∈ {t(x 0 − x), x ∈ R} don
 0 est une valeur propre de M et
E0(M) = Vect(t(1 0 − 1)) et pour les mêmes raisons t(1 0 − 1) est don
 une base de E0(M)12



� en�n, 
omme 
'est le 
as pour toutes les matri
es sto
hastiques, M t(1 1 1) = t(1 1 1)don
 1 est valeur propre et t(1 1 1) est une famille libre de E1(M)or E1(M) ne peut être de dimension supérieure stri
te à 1, sinon, il aurait une base et don
 unefamille libre à plus de deux éléments, et par 
on
aténation de familles libres asso
iées à des ve
teurspropres distin
tes (ave
 les ve
teurs trouvés pré
édemment), on pourrait 
onstituer une famille libreà plus de 4 éléments, 
e qui est impossible don
 E1(M) est de dimension 1 et
E1(M) = Vect(t(1 1 1)) et de même t(1 1 1) est don
 une base de E1(M)Remarque : on peut également observer que les 
olonnes de la matri
e P de la question suivante donnentles potentiels ve
teurs propres (et 
on
lure ave
 les mêmes 
onsidérations de dimension).
. On pose P =











2 −1 1

−1 0 1

2 1 1











. Justi�er sans 
al
ul que P est inversible. 1 pointEn notant C1, C2 et C3 les 
olonnes de P , d'après la question pré
édente, 
es ve
teurs sont des ve
teurspropres asso
iés à des valeurs propres distin
tes et forment don
 une famille libre deM3,1(R)de plus Card(C1, C2, C3) = 3 = dim(M3,1(R)) don
 (C1, C2, C3) est une base deM3,1(R)) et la matri
e
P de fait une matri
e de passage, et don
 P est inversible.d. On pose D =











−1

2
0 0

0 0 0

0 0 1











. Cal
uler MP et PD, puis 
on
lure que M est diagonalisable. 1 point
MP =











0 1 0
1

4

1

2

1

4

0 1 0





















2 −1 1

−1 0 1

2 1 1











=











−1 0 1
1

2
0 1

−1 0 1











et PD =











2 −1 1

−1 0 1

2 1 1





















−1

2
0 0

0 0 0

0 0 1











=











−1 0 1
1

2
0 1

−1 0 1









don
 MP = PD et 
omme P est inversible, alors M = PDP−1 et don
 M est diagonalisablee. Etablir la relation suivante : ∀n ∈ N, Un+1 = UnM 1 pointSoit n ∈ N, alors UnM =
(

an bn cn

)











0 1 0
1

4

1

2

1

4

0 1 0











=

(

bn
4

an +
bn
2

+ cn
an
4

)

=
(

an+1 bn+1 cn+1

)d'après les résultats de la question 2.
. soit Un+1 = UnMf. En déduire la relation, valable pour tout entier naturel n : Un = U0M
n 1 pointOn montre 
ette égalité par ré
urren
e, pour n ∈ N, on dé�nit Q(n) : Un = U0M

nInitialisation : Q(0) est vraie ⇔ U0 = U0M
0 ⇔ U0 = U0I3 ⇔ U0 = U0
e qui est vrai don
 Q(0) est vraieHérédité : soit n un entier tel que Un = U0M

nalors, d'après la question pré
édente, Un+1 = UnM don
 Un+1 = U0M
nM = U0M

n+1 d'après l'hypo-thèse de ré
urren
e, i.e. Q(n+ 1) est vraie d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, Q(n) est vraie i.e. ∀n ∈ N, Un = U0M
ng. Donner, sans faire les 
al
uls, une stratégie pour obtenir la loi de Xn à partir de 
ette dernière relation(on pré
isera les di�érentes étapes permettant de 
on
lure). 1 pointSoit n ∈ N. Par dé�nition de an, bn et cn, la loi de Xn est donnée par les 
oe�
ients de Un, il su�t13



don
 de 
al
uler U0M
net on remarquons que 
omme U0 =

(

0 1 0
), il su�t de 
al
uler la se
onde ligne de Mnensuite, en utilisant la question 8.d., on peut démontrer par ré
urren
e que Mn = PDnP−1en�n, après avoir déterminé P−1 par l'algorithme du pivot de Gauss, et par propriété sur les matri
esdiagonales on trouve Dn puis on peut trouver par le 
al
ul la se
onde ligne de Mn

14


