
ECG 2 - Mathématiques appliquées 3 mars 2026Mathématiques
Con
ours blan
 - épreuve 1 - 8h - 12h

Sujet 2 : type Edhe

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté et la pré
ision des raisonnementsreprésentent une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats.Au
un do
umentn'est autorisé. L'utilisation de toute 
al
ulatri
e et de tout matériel éle
tronique estinterdite. Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.Si au 
ours de l'épreuve, un 
andidat repère 
e qui lui semble être une erreur d'énon
é, il la signalera sur sa 
opieet poursuivra sa 
omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre.
On suppose, et 
'est valable pour toute l'épreuve, que les librairies numpy, numpy.random et matplotlib.pyplotde Python sont importées ave
 les 
ommandes respe
tives import numpy as np, import numpy.random as rdet import matplotlib.pyplot as plt.
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Exer
i
e 1Dans tout l'exer
i
e, la lettre n désigne un entier naturel.On pose un =

∫ 1

0

xn

4− x2
dx et on a en parti
ulier u0 = ∫ 1

0

1

4− x2
dx1. a. Déterminer les réels a et b tels que :

∀x ∈ [0, 1],
1

4− x2
=

a

2− x
+

b

2 + xb. En déduire que u0 =
1

4
ln(3)2. Cal
uler u13. a. Pour tout entier naturel n, exprimer 4un − un+2 expli
itement en fon
tion de nb. Compléter la fon
tion Python 
i-dessous a�n qu'elle renvoie la valeur de un à l'appel de suite(n).de f s u i t e (n ) :i f (−1)**n == 1 :u = np . l og (3 ) / 4f o r k in range (2 , n + 1 ,2) :u = 4 * u − . . .e l s e :u = np . l og (2 / np . s q r t (3 ) )f o r k in range (3 , n + 1 ,2) :u = 4 * u − . . .r e turn u4. a. Utiliser la dé�nition de la suite (un)n∈N pour établir l'en
adrement suivant :

∀n ∈ N,
1

4(n + 1)
6 un 6

1

3(n+ 1)b. En déduire la 
onvergen
e de la suite (un)n∈N ainsi que la valeur de lim
n→+∞

un
. La série de terme général un est-elle 
onvergente ou divergente ? Pour quelle raison ?5. a. On 
onsidère le s
ript suivant qui utilise la fon
tion dé
larée plus haut :x = np . arange (0 , 41 )u = [ ℄ # l i s t e v idef o r n in range (41) :u . append (3 * n * s u i t e (n ) )p l t . p l o t (x , u , '+' )p l t . show ( )Ce s
ript renvoie le graphique suivant :
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Laquelle des quatre 
onje
tures suivantes peut-on émettre quant au 
omportement de la suite (un)n∈Nau voisinage de +∞ ?A : un ∼
+∞

3n B : lim
n→+∞

un = 1 C : un ∼
+∞

1

3n
D : un ∼

+∞

1

nb. Etablir, grâ
e à une intégration par parties, l'égalité suivante :
∀n ∈ N, un =

1

3(n+ 1)
−

2

n+ 1

∫ 1

0

xn+2

(4− x2)2
dx
. Montrer par en
adrement que :

lim
n→+∞

∫ 1

0

xn+2

(4− x2)2
dx = 0d. Véri�er la 
onje
ture établie à la question 5.a.Exer
i
e 2On 
onsidère deux réels a et b ainsi que la matri
e A =





a 1

0 b



1. a. Montrer que si a = b, alors A ne possède qu'une seule valeur propre.b. En déduire par l'absurde que, si a = b, la matri
e A n'est pas diagonalisable.2. On suppose dans 
ette question que a 6= ba. Quelles sont les valeurs propres de A ?b. Cal
uler A



1

0



 et A



1

b− a



. Qu'en déduire 
on
ernant les ve
teurs 1

0



 et  1

b− a



 ?
. Montrer que la famille B =









1

0



 ,





1

b− a







 est une base de M2,1(R) puis é
rire la matri
e P depassage de la base 
anonique de M2,1(R) à la base Bd. Déterminer une matri
e diagonale D telle que AP = PD, puis 
on
lure que A est diagonalisable.3. On 
onsidère deux variables aléatoires, X et Y , indépendantes et suivante la même loi géométrique deparamètre 1

2a. Etablir l'égalité : P (X = Y ) =
+∞
∑

n=1

P (X = n)P (Y = n)b. En déduire expli
itement P (X = Y )4. Soit A(X,Y ) la matri
e aléatoire dé�nie par A(X,Y ) =





X 1

0 Y



a. Déterminer la probabilité p pour que A(X,Y ) ne soit pas diagonalisable.b. On 
onsidère le s
ript Python suivant :m=in t ( input ( "Entrez une va l eur e n t i è r e pour m : " ) )
=0f o r k in range (m) :X=rd . geometr i 
 (1/2)Y=rd . geometr i 
 (1/2)i f X==Y:
=
+1i=1−
/mpr in t ( i )Pour de grandes valeurs de l'entier naturel m, de quel réel le 
ontenu de la variable i est-il pro
he ?3



Exer
i
e 3Soit f la fon
tion de R× R dans R dé�nie par :
∀(x, y) ∈ R× R, f(x, y) = x3 + y3 − 3xyPartie 11. Justi�er que f est une fon
tion de 
lasse C2 sur R22. a. Cal
uler les dérivées partielles d'ordre 1 de fb. Déterminer les points 
ritiques de f3. a. Cal
uler les dérivées partielles d'ordre 2 de fb. Véri�er que f ne présente un extremum lo
al qu'en un seul de ses points 
ritiques et pré
iser sa natureet sa valeur.4. Cet extremum est-il global ?Partie 2On note g la fon
tion de R dans R dé�nie par :

∀x ∈ R, g(x) = f(x, 1)5. Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 4, l'équation g(x) = n, d'in
onnue x, possèdeune unique solution que l'on notera un6. On note h la restri
tion de g à [1,+∞[a. Dresser le tableau de variations de h−1b. Cal
uler lim
n→+∞

un
. En déduire, en revenant à la dé�nition de un, le réel α pour lequel on a : un ∼
n→+∞

nα
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ProblèmeDans 
e problème, on identi�e une matri
e de M1(R) à un réel.On 
onsidère deux urnes A et B 
ontenant initialement une boule blan
he et une boule noire 
ha
une. On pro
èdeà une suite d'épreuves, 
haque épreuve 
onsistant à tirer au hasard une boule dans 
haque urne, la boule tirée de
A étant remise dans B et la boule tirée de B étant remise dans APour tout entier naturel n, on note Xn la variable aléatoire égale au nombre de boules blan
hes présentes dans Aavant la (n+ 1)e épreuve.On pose : an = P (Xn = 0) , bn = P (Xn = 1) , cn = P (Xn = 2) et Un = (an bn cn)1. a. Donner les valeurs de a0, b0 et c0b. Déterminer la loi de X1 et en déduire les valeurs de a1, b1 et c1
. Justi�er rapidement que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1,

((Xn = 0) , (Xn = 1) , (Xn = 2)) est un système 
omplet d'événements.d. En déduire, pour tout entier naturel n, la valeur de la somme an + bn + cnOn admet dans la suite que, pour tout n de N
∗, les probabilités an, bn et cn sont non nulles.2. Soit n un entier naturel non nul.a. Déterminer, en les justi�ant, les probabilités 
onditionnelles P(Xn=i) (Xn+1 = j), pour tout (i, j) ∈

[[0, 2]]2, puis en déduire que le graphe suivant représente la 
haine de Markov dé
rite 
i-dessus.0 1 21

1
4

1
2

1
4

1b. E
rire la matri
e de transition M = (mi,j)(i,j)∈[[0,2]]2 , où mi,j = P(Xn=i) (Xn+1 = j), asso
iée à 
ette
haine de Markov. On remarquera que la première ligne et la première 
olonne de 
ette matri
e sontnumérotées 0, la deuxième ligne et la deuxième 
olonne sont numérotées 1 et la troisième ligne et latroisième 
olonne sont numérotées 2. On véri�era avant de poursuivre que la somme des éléments de
haque ligne de M est égale à 1
. Utiliser la formule des probabilités totales pour exprimer an+1, bn+1 et cn+1 en fon
tion de an, bn et cn3. Véri�er que les relations trouvées à la question 2.
. restent valables pour n = 04. a. Pour tout n de N, exprimer E (Xn+1) en fon
tion de bn+1 et cn+1b. En déduire que, pour tout n de N, on a E (Xn+1) = 1
. Etablir �nalement la relation : ∀n ∈ N, bn + 2cn = 15. On pose V =











2

−1

2











et on 
onsidère, pour tout entier naturel n, la matri
e-ligne Un = (an bn cn) élémentde M1,3(R)a. Montrer que la suite (UnV )n∈V est une suite géométrique et donner sa raison.b. Pour tout entier naturel n, en déduire expli
itement 2an − bn + 2cn en fon
tion de n6. Déterminer, pour tout entier naturel n, an, bn et cn puis donner la loi de Xn7. Montrer que la suite des variables (Xn)n∈N 
onverge en loi vers une variable X dont on déterminera la loi.Pré
ision : on dit que (Xn)n∈N 
onverge en loi vers X si ∀x ∈ X(Ω), lim
n→+∞

P (Xn = x) = P (X = x)
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8. On se propose de retrouver la loi de Xn par une autre méthode.a. Cal
uler M2 et M3, puis véri�er que 2M3 = M2 +Mb. En déduire les valeurs propres de M et donner une base de 
ha
un de ses sous-espa
es propres.
. On pose P =











2 −1 1

−1 0 1

2 1 1











. Justi�er sans 
al
ul que P est inversible.
d. On pose D =











−1/2 0 0

0 0 0

0 0 1











. Cal
uler MP et PD, puis 
on
lure que M est diagonalisable.e. Etablir la relation suivante : ∀n ∈ N, Un+1 = UnMf. En déduire la relation, valable pour tout entier naturel n : Un = U0M
ng. Donner, sans faire les 
al
uls, une stratégie pour obtenir la loi de Xn à partir de 
ette dernière relation(on pré
isera les di�érentes étapes permettant de 
on
lure).

6


