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ours blan
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Sujet 2 : type ESSEC - HEC
La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté et la pré
ision des raisonnementsentreront pour une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs 
al
uls.Au
un do
ument n'est autorisé. L'utilisation de toute 
al
ulatri
e et de tout matériel éle
tronique estinterdite. Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.Si au 
ours de l'épreuve, un 
andidat repère 
e qui lui semble être une erreur d'énon
é, il la signalera sur sa 
opieet poursuivra sa 
omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre.
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L'étude des propriétés asymptotiques des lois de probabilités est importante pour modéliser la façon dont uneexpérien
e aléatoire a une tendan
e plus ou moins forte à donner des résultats numériquement grands.Les trois parties du sujet sont largement indépendantes. Dans la première, on introduit un outil d'analyseasymptotique. Dans la deuxième, on étudie un type de loi spé
i�que. Dans la troisième, on donne des 
onditionsplus simples pour véri�er que des propriétés asymptotiques sont satisfaites.Dans les deux dernières parties, on n'utilise de la partie I que les résultats des questions 5.f.iii. et 5.g. qu'onpourra admettre si besoin.I. Limites inférieures.A. Limite inférieure d'une suite.Pour une suite de réels (xi)i∈N et I un ensemble �ni d'entiers naturels, on note min
i∈I

xi le plus petit élément del'ensemble {xi; i ∈ I}. Ainsi, par exemple : min
i∈[[1,9]]

1

i
=

1

9
.1. Un exemple : déterminer min

i∈[[0,4]]

(−1)i

i+ 1
.2. Soit (xn)n∈N une suite de réels positifs.Pour n ∈ N �xé, on pose, pour tout k ∈ N : un(k) = min

i∈[[n,n+k]]
xi.a. Montrer que, pour n ∈ N �xé, la suite (un(k))k∈N est dé
roissante.b. En déduire que la suite (un(k))k∈N est 
onvergente. On note alors un = lim

k→+∞

un(k).
. Etablir une inégalité entre les réels un(k+1) et un+1(k). En déduire que la suite (un)n∈N est 
roissante.d. En déduire que la suite (un)n∈N admet une limite (qui peut être +∞ ).Cette limite est appelée limite inférieure de la suite (xn)n∈N et on notera :
lim inf
n→+∞

xn = lim
n→+∞

un3. Soit les deux suites réelles positives (yn)n∈N et (zn)n∈N dé�nies par :
∀n ∈ N, yn = 1 + (−1)n et zn =

{

2 si n est pair
n sinona. Expli
iter, pour n entier positif et k entier supérieur à 1 , les termes un(k) asso
iés à 
ha
une des deuxsuites (yn)n∈N et (zn)n∈N.b. Déterminer lim inf

n→+∞

yn et lim inf
n→+∞

zn.4. a. On suppose i
i que (xn)n∈N est une suite 
roissante de réels positifs.Comparer un et xn.En déduire que si (xn)n∈N 
onverge en 
roissant vers un réel ℓ, alors lim inf
n→+∞

xn = ℓ.b. Montrer que si (xn)n∈N est une suite dé
roissante de réels positifs, 
onvergente vers un réel ℓ, alors
lim inf
n→+∞

xn = ℓ.
. i. Soit α1, . . . αr des réels donnés et soit I un intervalle ouvert de R. On suppose que, pour tout
i ∈ [[1, r]], αi ∈ I. Montrer que min

i∈[[1,r]]
αi ∈ I.ii. Démontrer que si (xn)n∈N est une suite de réels positifs 
onvergente vers un réel ℓ > 0 alors

lim inf
n→+∞

xn = ℓ.
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B. Limite inférieure d'une fon
tion.Soit f une fon
tion 
ontinue sur R+, à valeurs dans R+. Pour x ∈ R+ �xé, on dé�nit la fon
tion ϕx sur R+par :
∀h ∈ R+, ϕx(h) = min

t∈[x,x+h]
f(t)5. a. Montrer que, pour x ∈ R+�xé, ϕx est dé
roissante sur R+.b. En déduire que ϕx(h) admet une limite �nie dans R+quand h tend vers +∞. On notera Φx 
ette limite.
. Montrer que la fon
tion x 7−→ Φx est 
roissante sur R+.d. En déduire que Φx admet une limite (qui peut valoir +∞ ) quand x tend vers +∞.On appelle 
ette limite limite inférieure de f , et on notera : lim inf

x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

Φx.e. Un exemple. Soit f la fon
tion 
ontinue sur R+dé�nie par :
∀x ∈ R+, f(x) =







x si x ∈ [0, 1]

2− x si x ∈ [1, 2]
et telle que f(x) = f(x+ 2) pour tout x ∈ R.(On dit que f est périodique de période 2.)i. Représenter graphiquement f sur le segment [0, 4].ii. Que vaut ϕx(h) pour tout x > 0 et h > 2 ?iii. En déduire Φx puis lim inf

x→+∞

f(x).f. f est de nouveau une fon
tion quel
onque, positive et 
ontinue sur R+, et on reprend les notations dudébut de la partie I.B. et de la question I.B.5.b.i. Soit x un réel positif. Montrer que, pour tout h > 0, f(x) > ϕx(h).ii. En déduire : ∀x ∈ R+, Φx 6 f(x).iii. On suppose que lim inf
x→+∞

f(x) > 0.Montrer qu'il existe deux réels ε > 0 et x0 > 0 tels que :
∀x > x0, f(x) > ε.g. Soit f et g deux fon
tions positives 
ontinues sur R+telles que :

∀x ∈ R+, f(x) > g(x) > 0 et lim
x→+∞

g(x) = ℓ ave
 ℓ > 0.Montrer que : lim inf
x→+∞

f(x) > ℓ.II. Lois sous-exponentielles.Dans la suite du problème, toutes les variables aléatoires sont dé�nies sur un même espa
e probabilisé (Ω,A, P ).On notera, sous réserve d'existen
e, E(X) et V (x) respe
tivement l'espéran
e et la varian
e d'une variable aléatoireréelle X.Si X est une variable aléatoire réelle positive, de fon
tion de répartition F , on notera systématiquement F laqueue de la répartition dé�nie par F (x) = 1− F (x) = P (X > x) pour tout x ∈ R.6. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans N. Pour tout n ∈ N, on pose :










pX(n) = P (X = n)

pY (n) = P (Y = n)

pX+Y (n) = P (X + Y = n)Montrer que, pour tout n ∈ N : pX+Y (n) =

n
∑

k=0

pX(k)pY (n− k).On admettra que, si X et Y sont deux variables réelles positives et indépendantes admettant respe
tivement3



pour densités fX et fY 
ontinues sur R
∗

+, et 
ontinues à droite de 0 , alors la variable X + Y admet pourdensité (fX ∗ fY ) dé�nie par :
∀x ∈ R+ (fX ∗ fY ) (x) =

∫ x

0
fX(t)fY (x− t)dtOn notera FX+Y la fon
tion de répartition de la variable X + Y .7. Soit λ un réel stri
tement positif, X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle deparamètre λ. On note f une densité 
ommune et F leur fon
tion de répartition. On fera le 
hoix : ∀x ∈

R+, f(x) = λe−λx.a. Expli
iter, pour tout x réel positif, F (x) et F (x).b. Cal
uler (f ∗ f)(x) pour tout x > 0.
. En déduire FX+Y (x) pour tout x > 0.d. Montrer que : lim
x→+∞

FX+Y (x)

F (x)
= +∞.8. Soit X une variable aléatoire positive de fon
tion de répartition F . On dit que X est à support illimité àdroite si, pour tout réel x positif, F (x) > 0.Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes positives, de même loi à support illimité à droite, defon
tion de répartition F .a. Montrer que, pour tout réel x positif :

FX+Y (x) > P (max(X,Y ) > x).b. Montrer que P (max(X,Y ) > x) = 1− F 2(x).
. Montrer que lim
x→+∞

1− F 2(x)

F (x)
= 2d. En déduire que lim inf

x→+∞

FX+Y (x)

F (x)
> 2.Sous les mêmes hypothèses pour X et Y , on dira par la suite que la loi de X est sous-exponentielle si :

lim
x→+∞

FX+Y (x)

F (x)
= 29. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles positives, indépendantes, de même loi sous-exponentielle.a. Montrer que lim

x→+∞

P[X+Y >x](X > x) =
1

2
.b. En utilisant la question 8.
., montrer que : lim

x→+∞

P (max(X,Y ) > x)

P (X + Y > x)
= 1.
. Démontrer l'égalité :

P (X + Y > x) = P ([X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x]) + P (max(X,Y ) > x).d. Con
lure que :
lim

x→+∞

P ([X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x])

P (X + Y > x)
= 0e. Interpréter le résultat pré
édent.
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III. Problèmes de queues.A. Lois à queues lourdes.Soit f une densité de probabilité sur R que l'on suppose nulle sur R∗

−
, et 
ontinue sur R∗

+. Soit F la fon
tion derépartition asso
iée.On dit que la loi de probabilité dé�nie par la densité f possède une queue lourde si, pour tout λ > 0, l'intégrale
∫ +∞

1
f(x)eλx dx est divergente, autrement dit si :

∀λ > 0, lim
a→+∞

∫ a

1
f(x)eλx dx = +∞10. Soit X une variable aléatoire de densité f . Montrer que, si la loi de X est à queue lourde, alors elle est àsupport illimité à droite.11. Etude de quelques lois parti
ulières.a. Une loi exponentielle est-elle à queue lourde ?b. Soit f la fon
tion d'expression f(x) =

1

(1 + x)2
si x > 0 et f(x) = 0 si x < 0.i. Montrer que f est une densité de probabilité.ii. Soit λ > 0. Justi�er l'existen
e d'un réel x0 > 0 tel que : ∀x > x0,

eλx

(1 + x)2
> 1.iii. En déduire que la loi dé�nie par f est à queue lourde.
. Soit Z une variable aléatoire de loi normale 
entrée réduite et X la variable aléatoire dé�nie par X = eZ .i. Déterminer une densité f de X.ii. Soit λ > 0. Que vaut lim

x→+∞

(

λx−
1

2
(lnx)2 − ln(x)

) ?iii. En déduire qu'il existe un réel x0 > 0 tel que : ∀x > x0, f(x)eλx > 1.iv. En déduire que la loi de X est à queue lourde.On désigne désormais par X une variable aléatoire positive de loi à support illimité à droite et admettant unedensité f 
ontinue sur R∗

+, et 
ontinue à droite en 0. On note F la fon
tion de répartition asso
iée. On pose alors
r(x) =

f(x)

F (x)
et R(x) = − ln(F (x)) pour x > 0.12. Montrer que, pour tout x > 0 : F (x) = exp

(

−

∫ x

0
r(y)dy

).13. On suppose dans 
ette question que lim inf
x→+∞

R(x)

x
> 0.a. Montrer qu'il existe deux réels x0 et ε stri
tement positifs tels que, pour tout x > x0 : F (x) 6 e−εx.b. Soit λ tel que 0 < λ < ε et A > 0 �xé. Montrer que :

∫ A

0
eλxf(x)dx = 1− F (A)eλA + λ

∫ A

0
eλxF (x)dx
. Con
lure que ∫ +∞

0
eλxf(x)dx 
onverge et que la loi de X n'est pas à queue lourde.14. On admet l'inégalité de Markov : si Z est une variable aléatoire positive admettant une espéran
e, alors :

∀α > 0, P (Z > α) 6
1

α
E(Z)On suppose maintenant que la loi de X n'est pas à queue lourde.a. Montrer qu'il existe λ > 0 tel que c = E

(

eλX
) existe.5



b. Soit x > 0. Montrer que F (x) 6 ce−λx.
. Montrer que lim inf
x→+∞

R(x)

x
> λ > 0.B. Lois à queues longues.La 
ondition lim inf

x→+∞

R(x)

x
= 0 n'est pas for
ément très agréable à véri�er pour prouver qu'une loi possède unequeue lourde. De 
e fait on introduit une autre notion plus simple dont on va montrer qu'elle est su�sante pouravoir 
ette propriété.Soit X une variable aléatoire positive à support illimité à droite, de fon
tion de répartition F . On dit que la loi de

X possède une queue longue si, pour tout réel ε > 0, il existe un réel A > 0 tel que, pour tout x > A et tout
y ∈ [0, 1], on ait :

∣

∣

∣

∣

F (x+ y)

F (x)
− 1

∣

∣

∣

∣

< εDans la suite, F désigne la fon
tion de répartition d'une variable aléatoire X suivant une telle loi.15. a. Montrer que, pour tout y ∈ [0, 1], lim
x→+∞

F (x+ y)− F (x)

F (x)
= 0.b. En déduire que lim

x→+∞

F (x+ y)− F (x)

F (x)
= 0.
. Montrer que, pour tout y ∈ [0, 1] : lim

x→+∞

P[X>x](X > x+ y) = 1.d. Montrer que : lim
x→+∞

R(x+ 1)−R(x) = 0.16. F désigne toujours la fon
tion de répartition d'une variable aléatoire à queue longue.a. Soit λ > 0 �xé.i. Montrer qu'il existe x0 > 0 tel que, pour tout x > x0 et tout y ∈ [0, 1] :
F (x+ y) > F (x)e−λ/2.Indi
ation : on utilisera la dé�nition d'une loi à queue longue donnée en début de partie B ave
 unevaleur de ε pré
ise que l'on expli
itera.ii. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul :

F (x0 + n) > F (x0) e
−nλ/2.iii. En déduire que : lim

n→+∞

eλ(x0+n)F (x0 + n) = +∞.b. Justi�er que, pour tout λ > 0, la fon
tion x 7−→ eλxF (x) n'est pas bornée sur R+.
. En raisonnant par l'absurde, montrer que lim inf
x→+∞

R(x)

x
= 0.d. Con
lure que toute loi à queue longue possède une queue lourde.
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