
Informatique - TP 12 Simulation d'une 
haine de Markov 2 - 6 février 2026Corrigé Code de partage ave
 Capytale : 17a2-9457404On utilisera les bibliothèques suivantes :import numpy as npimport numpy.linalg as alimport numpy.random as rdimport matplotlib.pyplot as pltIllustration sur un exempleDoudou le hamster passe son temps entre ses trois a
tivités favorites : dormir, manger et faire dusport dans sa roue. Au début de la journée, il mange, et à 
haque heure, il 
hange d'a
tivité selonles 
ritères suivants.
• si, à l'heure n, il est en train de manger, alors il va dormir l'heure suivante ave
 probabilité 0, 7 etfaire de l'exer
i
e ave
 probabilité 0, 3
• si, à l'heure n, il est en train de dormir, alors il 
ontinue à dormir l'heure n + 1 ave
 probabilité
0, 4 , il va manger ave
 probabilité 0, 3 et il va faire de l'exer
i
e ave
 probabilité 0, 3

• si, à l'heure n, il est en train de faire de la roue, il va manger l'heure suivante ave
 probabilité 0, 5et il va dormir ave
 probabilité 0, 5On s'intéresse i
i à l'évolution du 
omportement de Doudou. On souhaite notamment déterminer sil'une de ses a
tivités prendra, à terme, le dessus sur les autres.Modélisation mathématiqueOn modélise 
e problème 
omme suit :
• on 
ommen
e par numéroter les a
tivités par un entier entre 1 et 3
• on note Xn la v.a.r. égale à l'état du hamster à l'heure nAinsi, la suite de v.a.r. (Xn) représente l'évolution des a
tivités du hamster.
• Cette évolution peut être modélisée par un graphe, que l'on représentera.
• On dé�nit en�n la matri
e de transition A asso
iée au problème. Il s'agit de la matri
e :

A = (ai,j) où ai,j = P[Xn=i] (Xn+1 = j)

(ai,j représente la probabilité de passage de l'état i à l'état j)1 Etude de la matri
e de transition1. Déterminer P[X0=i](X1 = j)A quel 
oe�
ient de la matri
e A 
ela 
orrespond-il ?On note 1, 2 et 3 les a
tivités : manger, dormir et faire du sport. Alors, d'après les données del'énon
é :
P[X0=1](X1 = 1) = 0 P[X0=1](X1 = 2) = 0, 7 P[X0=1](X1 = 3) = 0, 3
P[X0=1](X1 = 1) = 0, 3 P[X0=1](X1 = 2) = 0, 4 P[X0=1](X1 = 3) = 0, 3
P[X0=1](X1 = 1) = 0, 5 P[X0=1](X1 = 2) = 0, 5 P[X0=1](X1 = 3) = 0
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2. Déterminer la matri
e de transition du problème.E
rire, ave
 Python, la 
ommande permettant de la dé�nir et la sto
ker dans une variable ADe fait la matri
e vaut A =











0 0, 7 0, 3

0, 3 0, 4 0, 3

0, 5 0, 5 0











que l'on traduit ave
 Python par :A=np.array([[0,0.7,0.3℄,[0.3,0.4,0.3℄,[0.5,0.5,0℄℄)2 Etude de l'évolution du 
omportement du hamsterDans la suite, on 
onsidère la matri
e ligne Un qui dé�nit la loi de Xn :
Un =

(

P (Xn = 1) P (Xn = 2) P (Xn = 3)
)3. Déterminer la probabilité P (Xn+1 = 1) en fon
tion de P (Xn = 1), P (Xn = 2), P (Xn = 3) etdes 
oe�
ients de la matri
e A4. Déterminer de même P (Xn+1 = 2) et P (Xn+1 = 3)En déduire que pour tout n ∈ N, Un+1 = UnAExprimer en�n Un en fon
tion de A et de U0

(Xn = 1), (Xn = 2), (Xn = 3)) est un système 
omplet d'événements, don
 d'après la formuledes probabilités totales
P (Xn+1 = 1) = P (Xn = 1)P[Xn=1](Xn+1 = 1) + P (Xn = 2)P[Xn=2](Xn+1 = 1) + P (Xn =
3)P[Xn=3](Xn+1 = 1) = 0, 3P (Xn = 2) + 0, 5P (Xn = 3)et de même P (Xn+1 = 2) = 0, 7P (Xn = 1) + 0, 4P (Xn = 2) + 0, 5P (Xn = 3)et P (Xn+1 = 3) = 0, 3P (Xn = 1) + 0, 3P (Xn = 2)5. Que réalise l'opération A*A ? Et l'opération A**2 ?Cal
uler alors A5, A10 et A20. Que remarque-t-on ?Les opérations A*A et A**2 ne renvoient pas A2 mais le produit des 
oe�
ients deux à deux :
a1,1 × a1,1, a1,2 × a1,2 . . .pour obtenir A2, il faut utiliser np.dot(A,A) ou al.matrix_power(A,2)don
 ave
 al.matrix_power(A,5, al.matrix_power(A,10), al.matrix_power(A,20) on ob-tient A5, A10 et A20 et on remarque que les valeurs semblent 
onverger, entre autres ave
 desvaleurs pro
hes de 1

2
sur la deuxième 
olonne.6. E
rire une fon
tion simuMarkovEtape(x0,A) qui prend en paramètre l'état initial x0 et lamatri
e de transition A et renvoie une simulation de la v.a.r. X1Pour 
haque ligne, on utilise rd.random(), et la fon
tion renvoie 1, 2 ou 3 relativement auxprobabilités dé�nies dans l'énon
é. On dé�nit une variable i qui vaut x0 − 1 
ar si x0 vaut 1par exemple, il faut utiliser la ligne 1 :def simuMarkovEtape(x0,A):i=x0 -1 # indi
e de ligner=rd.random()if r<A[i,0℄:return 1elif A[i,0℄<=r<A[i,0℄+A[i,1℄:return 2else :return 37. Evaluer simuMarkovEtape(2,A) une dizaine de fois de suite.Le résultat obtenu paraît-il 
ohérent ?



On peut utiliser la 
ommande synthétique pour 
réer une liste de 10 réalisations :[simuMarkovEtape(2,A) for i in range(10)℄auquel on peut éventuellement appliquer np.mean(...) et on trouve une moyenne pro
he de
2 (en
ore plus si on augmente le nombre de réalisations : 100, 1 000, . . .On obtient plus souvent le résultat 2 
e qui est logique 
ar 
'est la position qui re
ueille le plusde probabilités (dormir est l'a
tivité la plus fréquente du hamster).8. E
rire une fon
tion simuMarkov(x0,A,n) qui prend en paramètre l'état initial x0 et la matri
ede transition A et renvoie une simulation de la v.a.r. XnLa fon
tion pré
édente permet de simuler en fait une étape entre un instant n et un instant
n+ 1, puisqu'il s'agit d'une 
haine de Markov homogène (la transition ne dépend pas de n). Ilsu�t don
 de répéter la transition autant que fois que souhaité pour obtenir une simulation de
Xn en fon
tion la situation initiale x0def simuMarkov(x0,A,n):for i in range(1,n+1):x0=simuMarkovEtape(x0,A)return x03 Comportement asymptotique du hamsterOn souhaite 
onje
turer le 
omportement de la loi de Xn lorsque n → +∞Pour 
e faire, on 
ompare :

• la valeur théorique de Un (loi de Xn) pour n grand
• une valeur appro
hée de Un obtenue en re
ueillant les e�e
tifs de 
haque état à la suite de Nsimulations de traje
toires de taille n9. Partant de l'état initial x0, par quelle 
ommande obtient-on Un ?Pour obtenir Un, 
'est à dire les probabilités pour la variable aléatoire à l'instant n, on démontremathématiquement que Un = U0(A

n), et ave
 Python, par exemple pour x0=1, on obtient 
esprobabilités ave
 la 
ommande : np.dop(np.array([[1,0,0℄℄),al.matrix_power(A,n))10. Compléter et exé
uter le programme suivant.# Valeur des paramètresN = 1000n = 50x0 = 2# Distribution théoriqueP =# Valeurs observéesObs = [... for k in range(N)℄# Tra
és des histogrammes
l = [0.5, 1.5, 2.5, 3.5℄# Diagramme des fréquen
es observéesplt.hist(Obs , bins = 
l)On pourra le 
ompléter en
ore pour faire apparaitre la distribution théoriqueIl su�t de simuler la variable aléatoire à l'aide de la fon
tion de la question 8.Obs = [simuMarkov(x0,A,n) for k in range(N)℄ Le P n'est pas né
essaire dans un premiertemps, mais on peut l'utiliser pour représenter les probabilités théoriques (dans un se
ondtemps), grâ
e à la 
ommande de la fon
tion pré
édente et ave
 l'utilisation de plt.barP = np.dot(np.array([[0 ,1 ,0℄℄),al.matrix_power(A,n))probas =[P[0,0℄,P[0,1℄,P[0,2℄℄ # pour transformer le P en listeplt.bar([1,2,3℄,probas)plt.show()



11. Expliquer le fon
tionnement de la fon
tion plt.hist du programme pré
édent.La fon
tion plt.hist a deux arguments : une première liste de valeurs : 
elle de la sériestatistique étudiée et une deuxième qui 
rée les 
lasses de valeurs (il s'agit d'une liste devaleurs, dont 
haque 
ouple de valeurs 
onsé
utives 
onstitue une 
lasse de valeurs). La fon
tionplt.hist représente ensuite le nombre de valeurs appartenant à 
haque 
lasse.12. Quel diagramme obtient-on si l'on part intialement ave
 un autre état x0 ?On obtient le même diagramme, on ne remarque pas de di�éren
e, puisqu'après 50 étapes, lehamster sera en moyenne la moitié du temps en position 2 et approximativement un quart dutemps sur 
ha
une des deux autres.13. Que peut-on en 
on
lure sur le 
omportement à terme du hamster ?Comme évoqué à la question pré
édente, à terme, le hamster aura passé la moitié du temps enposition 214. Si l'on est 
apable de démontrer que la suite (Un) 
onverge vers une limite notée U , quellerelation peut-on établir entre U et A ?Il s'agit alors d'un état stable, qui véri�e U = UA
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