ECG 2 - Maths appliquées Mathématiques 6 mars 2026

Concours blanc - épreuve 2 - sujet 2 : type ESSEC - HEC - sujet ESSEC 2 2015

Eléments de corrigé Total sur XXX points - dont rédaction/présentation/clarté : 3 points
I.A.
—1)° 1
1. min ( ) = —— 1 point
icfo,4] 1+14 2
2. a. {x ,k<i<k+n}C{x;,k<i<k+n+1}doncVkeN, min  x; < min 1 point
i€[n,n+k+1] i€[n,n+k]

donc Vk € N, up(k+1) < up(k) :| (un(k))ren est décroissante

b. (un(k))ren est| décroissante et positive, donc convergente | (théoréme de la limite monotone) vers un

réel u, =0 0,5 point

c. PourneNetkeN, min ;< min x;, donc | up(k 4+ 1) < upt1(k) 1,5 points
i€[n,n+k+1] i€[n+1,n+k+1]

Par passage a la limite quand k — 400 : up, < up41, et ce, pour tout n € N :| (uy,)nen est croissante

d. D’apres le théoréme de la limite monotone, (u,),en est soit convergente (si elle est majorée), soit
de limite +o0o (sinon). 0,5 point

3. a.et b.: 2 points puis 1 point

e Pour (yx)ken :pour k> 1letn >0, min y; =0(k> 1= au moins 2 termes), donc| liminfy, =0
i€[n,n+k] n—-+o00

e Pour (zx)gen : pour k > 1, n>2, min 2z; =2, donc| liminfz, =2
i€[n,n+k] n—+00

4. a. Pour k,n entiers naturels, | u,(k) =z, 1,5 points

alors wuy, — u, = x, pour tout n, donc si z, — ¢ alors u, = x,, —| ¢ =liminfzx,

k—+o00 n——+o00

b. Si (z,)nen est décroissante et positive, elle converge vers £ > 0 1,5 points
Pour n, k dans N : u, (k) = x4+, donc u,, = ¢ par passage a la limite quand k — +o0, puis la suite (uy,)
est alors constante donc lim wu, =| liminfz, =/

n—-+o0o n—-+o0o

c. (i) : évident, le minimum est un des «, il est donc dans I 0,5 point
(ii) : pas du tout évident, il faut revenir & la définition d’une limite (qu’'on ne manipule presque jamais)
Soit € > 0, alors Ing € N tel que : Vn > ng, |z, — €| < ¢ 3 points

Fixons n > ng : Vk € N ¢ —e < xpqp < L+ e implique £ — e < upy(k) < L+ (cf. (1)).
Par passage a la limite quand k - +00 : f —e < u, <l +¢
On a donc montré : Ve > 0, Ing € N, Vn > nyg, |u, — €| < e et donc u, — ¢ ce qui signifie :

liminf z,, = ¢
n—-+o00

I.B.

5. a.x>0fixe,;sis>t >0, [x,z+1t] C[z,z+ 5] 1 point

donc ¢, (s) < @i (t) : | t — ¢, (t) est décroissante sur Ry




b. ¢, est décroissante sur R et positive, donc admet une limite finie en +o00 et . liin Gp(t) =P, =0
—+00

0,5 pt

c. Raisonnement analogue & celui pour les suites 2 points

si| @’ 2220 k=2 —z, [2,2 +hl=[z+k,x+k+h] C[z,z+h+k

donc ¢,/ (h) = ¢pyr(h) = ¢p(h'), ott ' = h+k et en passant a la limite quand h — +oo alors A’ — 400
et

O, > P(x) || x+—— D, est croissante sur R

d. D’apres le théoréme de la limite monotone, z — &, admet soit une limite finie en +oo (si elle est
majorée), soit +o0o pour limite en +oo (sinon). 0,5 point

e. (i) 1,5 points
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(ii) ¢, (h) est le minimum sur au moins une période (car h > 2, donc ici : ¢, (h) = 0 pour h > 21 point

(iii) On en déduit ¢, = 0 donc | liminf f(z) =0 1 point
T—+00
f.
(i) Evident par définition ¢, (h) est le minimum de f sur [z,x + h] donc entre autres il est plus petit
que f(x) 0,5 point
(ii) Pour h > 0, ¢, (h) < f(x), donc par passage a la limite quand h — 400 : ®, < f(x) 1 point
(iii) Soit ¢ = lggi{g f(z) = xgrfw D, 3 points

e si { = +o00, alors d’aprés la définition d’une limite (avec A =1) :
dxg € Ry, Vo 2 2o, &, > 1.

Donc : Vz > xg, f(x) > ®, > 1 ce qui répond a la question avec € = 1.
e si £ €]0, +oo[, en choisissant 0 < &’ < £, il existe zg > 0 tel que :

Vo > a9, Pp>l—¢

En posant ¢ = £ — &', on obient alors f(z) > € pour = > xq.
D’oi le résultat.
g. On pose ¢;(h) = min f(t), Yo(h) = min g(t), @z = lm ¢,(h) et Uy = lim ty(h)
t€[z,z+h] te[z,z+h] h—+o00 h—+o00

e U, a pour limite ¢ quand = — 400 3 points
En effet, pour ¢ > 0 fixé, il existe zy > 0 tel que, pour tout x > x,

l—e<g(z)<l+e

On en déduit : YVh > 0, Vo > x9 : £ — e < ¥,(h) < £+ € et par passage a la limite : Vo > xo,
f—e< V¥, <l+e.

On a donc montré : Ve > 0, 3xg € Ry Vo > xg, £ — e < VU, < £+ ¢, ce qui signifie : lirj{l v, =1/
T—r+00

2



II.

7.

e f > g donc ¢,(h) > ¢,(h) pour tout = > 0 et h > 0. Par passage a la limite quand h — o0 :

®, > U, puis, par passage a la limite quand z — +o0 :

liminf f(z) >

T—r+400

e V1) =

1,5 points

(X +Y =n]=JX=KN[Y =n
k=0
P(X+Y =n)=> P(X=kN[Y =n-Fk)
k=0
X et Y étant indépendants : | P(X +Y =n)=)» P(X =
k=0

a. Pour £ >0,| F(z)=1—e? |et| F(z)=e 1 point
x
b. Pour x >0, f x f(x) = / A2e MA@t done | f * f(z) = A2ze ™™ = Az f(z) 1 point
0
xT x
c. Fxiy(z)= )\2/ te Mt par IPP : Fy,y(z) = —Aze " +/ Ae Mt 1,5 points
0 0
et donc| Fxiy(z)=1—e (14 \z)
Fxyy(z) :
d. W—l—i—)\xm—koo 1p0mt
a. max(X,Y) >z C [X +Y > z], donc P(max(X,Y) >x) < P(X +Y > z) soit :
P(max(X,Y) > z) < Fxyy(x) 1 point
b. P(max(X,Y)>z)=1— P(max(X,Y) <z)=1—-P([X <z|N[Y < z]) et par indépendance de X et
Y, Pmax(X,Y)>z) =1—- P([X < z])P([y < z]) 1 point
Comme X et Y on méme loi de fonction de répartition F,| P(max(X,Y) >z)=1— (F(x))?
1—F? ,
C. 7= 1+ F tend vers 2 en +00 1 point
F 1—F? F
d. D’aprés le 8.a. : X4y > —— et d’apreés la question 5.g. :| liminf M =2 1 point
F z—too  F(x)
PIX >z]N[X +Y > z)) P(X > ) F(z) .
a. P X>z)= = = et d’apres la définition
Xy >ai ) P(X +Y >2) P(X+Y >z) Fyiy(2)) P
d’une loi sous-exponentielle, | Pxiysq(X >2) ——— 1/2 1,5 points
T—>+00
P XY 1—F? 1—F? F 1
(max(X, V) > z) = —(x) = — (z) X _(m) 2x - =1 1,5 points
PX+Y >z)  Fxiy(o) F(z)  Fxayl(z) aoto 2




¢ [X+Y >z]=[X+Y >a]N[max(X,V) > a]]| J[[X +V > 2] N [max(X,Y) < z]]. 1 point
Comme [X +Y > z]N[max(X,Y) > z] = [max(X ,Y) > z], et comme cette réunion est une réunion de
deux événements incompatibles :

P(X+Y >z)=Pmax(X,Y)>z)+ P([X+Y >2z]Nmax(X,Y) < z])

d. En divisant par P(X +Y > ) la relation précédente : 1 point

P(X+Y >z]N[max(X,Y) <z]) P(max(X,Y) > )

1:
P(X+Y >ux) P(X+Y >ux)

P(max(X,Y) > x)

Comme P(X+Y >ux) T—+00

1, on obtient bien :

P([X+Y >z|Nn[max(X,Y) < z])

0
PX+Y >z T—+00

e. La relation précédente s’écrit : Pix iy g (max(X,Y) < ) = 0 quand = — 400 qui peut s’interpréter
par : sachant X +Y > x, quand x — o0 il est quasi-certain d’avoir X > x ou Y > z, ce qui parait
naturel, puisque ces événements sont en fait trés peu probables. Donc dans le cas « improbable » ou
cela arrive, 'autre variable est « négligeable ». 1 point

II1.A.
Remarque : comme f est continue sur R, on peut aussi dire que :

a
f est a queue lourde ssi: Vo >0, VA >0, lim f(t)e Mdt = 400
a—+o0 J..

(enécrivant /xaf:/:f%-/laf).

10. On raisonne par contraposée : supposons que X ne soit pas & support illimité & droite, alors dxy € R, F’(mo) =
0
donc puisque F est croissante et F' = 1 — F alors F' est décroissante et de plus positive (car F(x) < 1 =
F(z)=1-F(x) > 0)

alors Vt > x¢, F(t) = 0, et donc Va, b tels que 29 < a < /f t)dt = F(b) — F(a) = F(a) — F(b) =0

or si I'intégrale d’une fonction positive et continue sur un segment est nulle, c’est que la fonction est nulle
sur le segment, donc f est nulle sur [a,b] et ce pour tout a,b supérieurs a x

+00
donc f est nulle sur [zg, +00[ est donc f n’est pas & queue lourde car par exemple f (t)e_tdt converge
1
o
et vaut f(t)e tdt (on suppose zg > 1 quitte & prendre un autre )
d’out la contraposée du résultat demandé et donc le résultat. 2 points
11. a. Non, car si X — &(u) avec p > 0, et si on choisit 0 < A < p, alors : 1 point
“+o0o “+oo
fx(t)eMdt = ,u/ ePA=Mdt  qui est une intégrale convergente.
1 1
b. (i)| f > 0sur R et f est continue sur | — oo, 0[U]0, +-00| 1,5 points
+oo
Il reste & montrer que / f converge et vaut 1
—0o0

A 1 14 1
our >O,/0 f [ 1"‘35}0 T4



“+o0o
Par passage a la limite quand A — +o0, f converge et vaut 1.
0

400
Comme enfin f est nulle sur | — 00, 0], f converge et vaut 1
—00

f est bien une densité de probabilité.

(ii)

6)\1‘ e}\l‘ e)\x
———35 ~ —5. Des croissances comparées, lim ————= = +00
(1+x)? 2400 z—+oo (1 + )
donc, de la définition méme d’une limite infinie :

e}\l‘
dxg >0, Ve > 2 ——2>1
0 Y = 0 (1 +.%')2 =

(iii)

Soit A > 0 et xq choisi comme dans la question précédente. Soit A > xg > 0

A A
/ ft)eMdt > / 1dt > A — x
o o

A
donc/ fHeMdt - 4oo
z0 A—+o0

400
On en déduit que / f(t)e=™ diverge aussi.
1

Ceci étant vrai pour tout A > 0,| f est & queue lourde.

- (1)

1 point

1 point

2 points

On remarque que X > 0, donc P(X < 0) =0, et, pour z > 0, P(X < z) = P(Z < In(x)) = ®(In(z)).

0 siz <0

O(ln(z)) siz>0

Donc Fx(x) =

Fx est clairement C' sur R* et lim Fx(z) = lim ®(y) = 0= Fx(0) = lim Fx(z).
z—0+ Yy——00 z—0—

Donc Fy est continue sur R, C! sur R* : X est a densité et on peut choisir pour densité fx telle que

fx = F% sur R*, par exemple :

0 siz <0

(ii)

AT — %ln2(x) —In(z) ~ Az donc lim Az — %ln2(x) —In(x) = +o0

T—+400 T—r+400

(iii)

On rappelle que 1/x = e~ n(@)

, donc :

1
V2T

D’aprés la question précédente, lim  fx (z)e 4 oo, donc :
T—+400

fx(@)e =

exp <—)\x —In(z) — %m?(x)) .

il existe un réel xg tel que, pour x > xg, fx(x)e™® > 1

0,5 point

1 point



12.

13.

14.

(iv) 0,5 point
Démonstration analogue a la question 11-b-(iii)
P _ i@

Pour z > 0, R'(z) = F2) = Fz) =r(x) 1 point

Remarque : petit défaut d’énoncé ensuite, on admet que la définition de R est aussi valable en 0 (car F'(0) = 1)

T

Donc R(z) — R(0) = /OJ: r(t)dt. Comme F(0) =1 (car F(0) = 0), R(0) = 0 donc R(x) = /0 r(t)dt

On en déduit : —In(F(x)) = /Ox r(t)dt donc| F(zx) = exp (— /OJC r(t)dt)

a. D’apres la question B-5-f-(iii), partie 1, il existe € > 0 et z¢ > 0 tel que : 1 point

R(z)

V$>IEO, =€

Donc, pour = > xg, —R(z) < —ex et donc| F(x) = exp(—R(x)) < exp(—ex)

b. IPP, —F étant une primitive de f, et en se souvenant que F’(O) =1 1 point
c. Pour A > g, ¢ 0 < eAAF(A) <94 5 gcarA—e<0 1,5 points
A—+oo

—+00 _
e Convergence de / M F (x)dx
0

* z — e F(x) est continue, positive sur R

* Vo =z, F(z) <P o)

+o0
* / eP %)% 4z converge, car A —e < 0
o

+00
Du théoréme de comparaison pour les intégrales de fonctions positives, / e)‘”CF(x)da: converge.
o

+oo
Enfin, / M F(x)dx converge aussi, car z —s e *F(x) est continue sur [0, zg]
0

+o0 +oo +o0
e Conclusion : / e f(x)dx converge (et / AN f(r)dr =1 — )\/ AF (x)dx )
0 0 0

donc | X n’est donc pas & queue lourde.

—+00
a. X n’étant pas a queue lourde, il existe A > 0 tel que / f(t)e”dt converge. 1 point
0

+o0
Les fonctions intégrées sont positives et f est nulle sur R_, donc / f (t)eMdt converge absolument.
0

Le théoreme de transfert donne donc : | e** admet une espérance
b. F(z) = P(X > ) = P(e™ > M) 1 point
_ 1
L’inégalité de Markov donne finalement le résultat : | F(z) < WE(e)‘X )
e

R(x)

c. —In(F(z)) = Az — In(c) donc : >g(x) =A— 1 point
x x
Comme lim g(x) = A, liminf g = \ et, d’aprés la question B-5.g., | liminf > A
T—r+00 +oo r—+00 I




15.

16.

Nota bene : la question 5.g. se base sur les hypothéses de fonctions positives sur R, or ici les fonctions
ne sont pas définies en 0 et on ne sait pas si g est positive. Comme il s’agit de notions « asymptotiques »
(pour n — +00), on admet que le résultat est valable pour des fonctions positives sur [a, +00[ (ce qui
est le cas pour g).

IT1.B.

Remarque (découle de la définition de la limite, pas facile) :

X est & queue longue si, et seulement si :

F
Ve>0,3A> 0, Vz = A, Vy € [0,1], Pty 4| ..
F(z)
Ceci implique : ~
F
Yy €[0,1], Ve >0, 3A > 0, Vz > A, Pty 4| ..
F(z)
. F(x+vy)
d tout y € [0,1], 1 — =1
onc que, pour tout y € [0,1], Jm F@)
F F - F
a. M —-1= (z +_y) (z) qui tend vers 0 quand z tend vers +oco d’aprés la remarque faite.
F(x) F(x)
b. | F(x+y)— F(z) = F(z) — F(z +v) 0,5 point
F - F
donc on a aussi : mgrfoo (@ +FE/()$) (@) = 4o00| pour tout y € [0, 1].
P(X>z+yln[X>a])  P(X>z+y])  Flz+y)
. P X = = = _ 1 d’apres 1
¢ Posn(X > @ +y) P(X > x) P(X > x) F(x) i d'aprés la

question 15 .a.

F(z+1
d.| R(z+1)—R(z)=—1In (%) o 0 | (propriété du 15a- avec y = 1).

(i)
Choisissons ¢ > 0 tel que e < 1 —e~
Par définition d’une variable & queue longue :

A2

Jzg > 0,V > xo, Yy € [0,1],

Fla+y)

F(m) 9 e

14+e>

Donc, en particulier : | V& > zo, Yy € [0,1], F(z +y) > F(z)e */?

(ii)

Posons, pour n € N, P(n) : « F(zg+n) > F(xg)e ™?

* P(0) est trivial.

* Supposons que, pour n € N, P(n) soit vraie.

Alors, du (i) : F(zg+n+1) = F(zg+n)e ™2, donc F(zg+n+1) = F(xg)e ™M2e ™2 = F(xg)e” ("HHA/2
d’ou P(n +1)

* Conclusion : on a montré, par récurrence, que : Yn € N, F(xzq +n) > F(xg)e ™2



17.

18.

19.

(iii)

En effet, e*@t)F(zg + n) > F(xg)e?0e/? et lirf M2 = 400, d'on le résultat avec le théoréme
T—>+00

d’encadrement.

Elle n’est pas majorée d’apres la question précédente (16.a.(iii)).

R
D’abord, on sait que liminf (z)

r— 400 €T

Supposons que lim inf Rl@) ={¢>0.

r—+o0o I
De la question 13, on aurait X non & queue lourde.

Des questions 14.a. et 14.b, on aurait x — e’\x}_’(x) majorée pour une certaine valeur A > 0.

>0car R>0.

Donc ceci| contredit le résultat de la question 16.b.

=0

Conclusion :| liminf R(z)
r——+00 x€X

>0

. : ) . o R(T
D’aprés la question 14.c., si X n’était pas & queue lourde, on aurait lim inf (z)
T—r+00 €T

Donc| X est & queue longue




