
ECG 2 - Maths appliquées Mathématiques 6 mars 2026Con
ours blan
 - épreuve 2 - sujet 2 : type ESSEC - HEC - sujet ESSEC 2 2015Eléments de 
orrigé Total sur XXX points - dont réda
tion/présentation/
larté : 3 pointsI.A.1. min
i∈[[0,4]]

(−1)i

1 + i
= −1

2
1 point2. a. {xi, k 6 i 6 k + n} ⊂ {xi, k 6 i 6 k + n+ 1} don
 ∀k ∈ N, min

i∈[[n,n+k+1]]
xi 6 min

i∈[[n,n+k]]
xi 1 pointdon
 ∀k ∈ N, un(k + 1) 6 un(k) : (un(k))k∈N est dé
roissante .b. (un(k))k∈N est dé
roissante et positive, don
 
onvergente (théorème de la limite monotone) vers unréel un > 0 0,5 point
. Pour n ∈ N et k ∈ N, min

i∈[[n,n+k+1]]
xi 6 min

i∈[[n+1,n+k+1]]
xi, don
 un(k + 1) 6 un+1(k) 1,5 pointsPar passage à la limite quand k → +∞ : un 6 un+1, et 
e, pour tout n ∈ N : (un)n∈N est 
roissante .d. D'après le théorème de la limite monotone, (un)n∈N est soit 
onvergente (si elle est majorée), soitde limite +∞ (sinon). 0,5 point3. a. et b. : 2 points puis 1 point

• Pour (yk)k∈N : pour k > 1 et n > 0, min
i∈[[n,n+k]]

yi = 0(k > 1 ⇒ au moins 2 termes), don
 lim inf
n→+∞

yn = 0

• Pour (zk)k∈N : pour k > 1, n > 2, min
i∈[[n,n+k]]

zi = 2, don
 lim inf
n→+∞

zn = 24. a. Pour k, n entiers naturels, un(k) = xn 1,5 pointsalors un+k −−−−→
k→+∞

un = xn pour tout n, don
 si xn → ℓ alors un = xn → ℓ = lim inf
n→+∞

xn .b. Si (xn)n∈N est dé
roissante et positive, elle 
onverge vers ℓ > 0 1,5 pointsPour n, k dans N : un(k) = xn+k don
 un = ℓ par passage à la limite quand k → +∞, puis la suite (un)est alors 
onstante don
 lim
n→+∞

un = lim inf
n→+∞

xn = ℓ .
. (i) : évident, le minimum est un des αi, il est don
 dans I 0,5 point(ii) : pas du tout évident, il faut revenir à la dé�nition d'une limite (qu'on ne manipule presque jamais)Soit ε > 0, alors ∃n0 ∈ N tel que : ∀n > n0, |xn − ℓ| 6 ε 3 pointsFixons n > n0 : ∀k ∈ N ℓ− ε 6 xn+k 6 ℓ+ ε implique ℓ− ε 6 un(k) 6 ℓ+ ε (
f. (i)).Par passage à la limite quand k → +∞ : ℓ− ε 6 un 6 ℓ+ εOn a don
 montré : ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, |un − ℓ| 6 ε et don
 un → ℓ 
e qui signi�e :
lim inf
n→+∞

xn = ℓI.B.5. a. x > 0 �xé, si s > t > 0, [x, x+ t] ⊂ [x, x+ s] 1 pointdon
 φx(s) 6 φx(t) : t 7−→ φx(t) est dé
roissante sur R+ .1



b. φx est dé
roissante sur R et positive, don
 admet une limite �nie en +∞ et lim
t→+∞

φx(t) = Φx > 0 .0,5 pt
. Raisonnement analogue à 
elui pour les suites 2 pointssi x′ > x > 0 , k = x′ − x, [x′, x′ + h] = [x+ k, x+ k + h] ⊂ [x, x+ h+ k]don
 φx′(h) = φx+k(h) > φx(h
′), où h′ = h+k et en passant à la limite quand h→ +∞ alors h′ → +∞et

Φx′ > Φ(x) : x 7−→ Φx est 
roissante sur R+ .d. D'après le théorème de la limite monotone, x 7−→ Φx admet soit une limite �nie en +∞ (si elle estmajorée), soit +∞ pour limite en +∞ (sinon). 0,5 pointe. (i) 1,5 points
0

1

0 1 2 3 4(ii) φx(h) est le minimum sur au moins une période (
ar h > 2, don
 i
i : φx(h) = 0 pour h > 21 point(iii) On en déduit Φx = 0 don
 lim inf
x→+∞

f(x) = 0 1 pointf. (i) Evident par dé�nition φx(h) est le minimum de f sur [x, x + h] don
 entre autres il est plus petitque f(x) 0,5 point(ii) Pour h > 0, φx(h) 6 f(x), don
 par passage à la limite quand h→ +∞ : Φx 6 f(x) 1 point(iii) Soit ℓ = lim inf
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

Φx 3 points
• si ℓ = +∞, alors d'après la dé�nition d'une limite (ave
 A = 1) :

∃x0 ∈ R+, ∀x > x0, Φx > 1.Don
 : ∀x > x0, f(x) > Φx > 1 
e qui répond à la question ave
 ε = 1.
• si ℓ ∈]0,+∞[, en 
hoisissant 0 < ε′ < ℓ, il existe x0 > 0 tel que :

∀x > x0, Φx > ℓ− ε′En posant ε = ℓ− ε′, on obient alors f(x) > ε pour x > x0.D'où le résultat.g. On pose φx(h) = min
t∈[x,x+h]

f(t), ψx(h) = min
t∈[x,x+h]

g(t), Φx = lim
h→+∞

φx(h) et Ψx = lim
h→+∞

ψx(h)

• Ψx a pour limite ℓ quand x→ +∞ 3 pointsEn e�et, pour ε > 0 �xé, il existe x0 > 0 tel que, pour tout x > x0,
ℓ− ε 6 g(x) 6 ℓ+ εOn en déduit : ∀h > 0, ∀x > x0 : ℓ − ε 6 ψx(h) 6 ℓ + ε et par passage à la limite : ∀x > x0,

ℓ− ε 6 Ψx 6 ℓ+ ε.On a don
 montré : ∀ε > 0, ∃x0 ∈ R+ ∀x > x0, ℓ− ε 6 Ψx 6 ℓ+ ε, 
e qui signi�e : lim
x→+∞

Ψx = ℓ2



• f > g don
 φx(h) > ψx(h) pour tout x > 0 et h > 0. Par passage à la limite quand h → +∞ :
Φx > Ψx, puis, par passage à la limite quand x→ +∞ : lim inf

x→+∞

f(x) > lim
x→+∞

ψ(x) = ℓ .II.6. [X + Y = n] =
n
⋃

k=0

[X = k] ∩ [Y = n− k], réunion d'événements in
ompatibles, don
 : 1,5 points
P (X + Y = n) =

n
∑

k=0

P ([X = k] ∩ [Y = n− k]).
X et Y étant indépendants : P (X + Y = n) =

n
∑

k=0

P (X = k)P (Y = n− k) =

n
∑

k=0

pX(k)pY (n− k)Nota bene : on peut aussi raisonner ave
 la formule des probabilité totales.7. a. Pour x > 0, F (x) = 1− e−λx et F̄ (x) = e−λx 1 pointb. Pour x > 0, f ∗ f(x) =
∫ x

0
λ2e−λte−λ(x−t)t. don
 f ∗ f(x) = λ2xe−λx = λxf(x) 1 point
. FX+Y (x) = λ2

∫ x

0
te−λtt., par IPP : FX+Y (x) = −λxe−λx +

∫ x

0
λe−λtdt 1,5 pointset don
 FX+Y (x) = 1− e−λx(1 + λx)d. FX+Y (x)

F̄ (x)
= 1 + λx −−−−→

x→+∞

+∞ 1 point8. a. [max(X,Y ) > x] ⊂ [X + Y > x], don
 P (max(X,Y ) > x) 6 P (X + Y > x) soit :
P (max(X,Y ) > x) 6 FX+Y (x) 1 pointb. P (max(X,Y ) > x) = 1− P (max(X,Y ) 6 x) = 1− P ([X 6 x] ∩ [Y 6 x]) et par indépendan
e de X et

Y , P (max(X,Y ) > x) = 1− P ([X 6 x])P ([y 6 x]) 1 pointComme X et Y on même loi de fon
tion de répartition F , P (max(X,Y ) > x) = 1− (F (x))2 .
. 1− F 2

F̄
= 1 + F tend vers 2 en +∞ 1 pointd. D'après le 8.a. : FX+Y

F̄
>

1− F 2

F̄
et d'après la question 5.g. : lim inf

x→+∞

FX+Y (x)

F̄ (x)
> 2 1 point9. a. P[X+Y >x](X > x) =

P ([X > x] ∩ [X + Y > x])

P (X + Y > x)
=

P (X > x)

P (X + Y > x)
=

F̄ (x)

FX+Y (x))
et d'après la dé�nitiond'une loi sous-exponentielle, P[X+Y >x](X > x) −−−−→

x→+∞

1/2 1,5 pointsb. P (max(X,Y ) > x)

P (X + Y > x)
=

1− F 2(x)

FX+Y (x)
=

1− F 2(x)

F̄ (x)
× F̄ (x)

FX+Y (x)
−−−−→
x→+∞

2× 1

2
= 1 1,5 points

3




. [X + Y > x] = [[X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) > x]]
⋃

[[X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x]]. 1 pointComme [X +Y > x]∩ [max(X,Y ) > x] = [max(X,Y ) > x], et 
omme 
ette réunion est une réunion dedeux événements in
ompatibles :
P (X + Y > x) = P (max(X,Y ) > x) + P ([X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x])d. En divisant par P (X + Y > x) la relation pré
édente : 1 point

1 =
P ([X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x])

P (X + Y > x)
+
P (max(X,Y ) > x)

P (X + Y > x)Comme P (max(X,Y ) > x)

P (X + Y > x)
−−−−→
x→+∞

1, on obtient bien :
P ([X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x])

P (X + Y > x)
−−−−→
x→+∞

0e. La relation pré
édente s'é
rit : P[X+Y >x](max(X,Y ) 6 x) → 0 quand x → +∞ qui peut s'interpréterpar : sa
hant X + Y > x, quand x → +∞ il est quasi-
ertain d'avoir X > x ou Y > x, 
e qui paraîtnaturel, puisque 
es événements sont en fait très peu probables. Don
 dans le 
as � improbable � ou
ela arrive, l'autre variable est � négligeable �. 1 pointIII.A.Remarque : 
omme f est 
ontinue sur R∗

+, on peut aussi dire que :
f est à queue lourde ssi : ∀x > 0, ∀λ > 0, lim

a→+∞

∫ a

x
f(t)e−λtdt = +∞.

(en é
rivant ∫ a

x
f =

∫ 1

x
f +

∫ a

1
f

).10. On raisonne par 
ontraposée : supposons que X ne soit pas à support illimité à droite, alors ∃x0 ∈ R, F̄ (x0) =
0don
 puisque F est 
roissante et F̄ = 1 − F alors F̄ est dé
roissante et de plus positive (
ar F (x) 6 1 ⇒
F̄ (x) = 1− F (x) > 0)alors ∀t > x0, F̄ (t) = 0, et don
 ∀a, b tels que x0 6 a 6 b,

∫ b

a
f(t)dt = F (b)− F (a) = F̄ (a)− F̄ (b) = 0or si l'intégrale d'une fon
tion positive et 
ontinue sur un segment est nulle, 
'est que la fon
tion est nullesur le segment, don
 f est nulle sur [a, b] et 
e pour tout a, b supérieurs à x0don
 f est nulle sur [x0,+∞[ est don
 f n'est pas à queue lourde 
ar par exemple ∫ +∞

1
f(t)e−tdt 
onvergeet vaut ∫ x0

1
f(t)e−tdt (on suppose x0 > 1 quitte à prendre un autre x0)d'où la 
ontraposée du résultat demandé et don
 le résultat. 2 points11. a. Non, 
ar si X →֒ E(µ) ave
 µ > 0, et si on 
hoisit 0 < λ < µ, alors : 1 point

∫ +∞

1
fX(t)eλtdt = µ

∫ +∞

1
e(λ−µ)tdt qui est une intégrale 
onvergente.b. (i) f > 0 sur R et f est 
ontinue sur ]−∞, 0[∪]0,+∞[ 1,5 pointsIl reste à montrer que ∫ +∞

−∞

f 
onverge et vaut 1Pour A > 0, ∫ A

0
f =

[

− 1

1 + x

]A

0

= 1− 1

1 +A4



Par passage à la limite quand A→ +∞, ∫ +∞

0
f 
onverge et vaut 1.Comme en�n f est nulle sur ]−∞, 0[, ∫ +∞

−∞

f 
onverge et vaut 1
f est bien une densité de probabilité.(ii)
eλx

(1 + x)2
∼

x→+∞

eλx

x2
. Des 
roissan
es 
omparées, lim

x→+∞

eλx

(1 + x)2
= +∞ 1 pointdon
, de la dé�nition même d'une limite in�nie :

∃x0 > 0, ∀x > x0,
eλx

(1 + x)2
> 1(iii)Soit λ > 0 et x0 
hoisi 
omme dans la question pré
édente. Soit A > x0 > 0 1 point

∫ A

x0

f(t)eλtdt >

∫ A

x0

1dt > A− x0don
 ∫ A

x0

f(t)eλtdt →
A→+∞

+∞On en déduit que ∫ +∞

1
f(t)e−λt diverge aussi.Ce
i étant vrai pour tout λ > 0, f est à queue lourde.
. (i) 2 pointsOn remarque que X > 0, don
 P (X 6 0) = 0, et, pour x > 0, P (X 6 x) = P (Z 6 ln(x)) = Φ(ln(x)).Don
 FX(x) =







0 si x 6 0

Φ(ln(x)) si x > 0

FX est 
lairement C1 sur R∗ et lim
x→0+

FX(x) = lim
y→−∞

Φ(y) = 0 = FX(0) = lim
x→0−

FX(x).Don
 FX est 
ontinue sur R, C1 sur R∗ : X est à densité et on peut 
hoisir pour densité fX telle que
fX = F ′

X sur R∗, par exemple :
fX(x) =











0 si x 6 0

1

x
Φ′(ln(x)) =

1

x
√
2π

exp

(

−1

2
ln2(x)

) si x > 0(ii)
λx− 1

2
ln2(x)− ln(x) ∼

x→+∞

λx don
 lim
x→+∞

λx− 1

2
ln2(x)− ln(x) = +∞ 0,5 point(iii)On rappelle que 1/x = e− ln(x), don
 : 1 point

fX(x)eλx =
1√
2π

exp

(

−λx− ln(x)− 1

2
ln2(x)

)

.D'après la question pré
édente, lim
x→+∞

fX(x)eλx +∞, don
 :il existe un réel x0 tel que, pour x > x0, fX(x)eλx > 15



(iv) 0,5 pointDémonstration analogue à la question 11-b-(iii)12. Pour x > 0, R′(x) =
F̄ ′(x)

F̄ (x)
=
f(x)

F̄ (x)
= r(x) 1 pointRemarque : petit défaut d'énon
é ensuite, on admet que la dé�nition de R est aussi valable en 0 (
ar F̄ (0) = 1)Don
 R(x)−R(0) =

∫ x

0
r(t)dt. Comme F̄ (0) = 1 (
ar F (0) = 0), R(0) = 0 don
 R(x) = ∫ x

0
r(t)dtOn en déduit : − ln(F̄ (x)) =

∫ x

0
r(t)dt don
 F̄ (x) = exp

(

−
∫ x

0
r(t)dt

)13. a. D'après la question B-5-f-(iii), partie 1, il existe ε > 0 et x0 > 0 tel que : 1 point
∀x > x0,

R(x)

x
> εDon
, pour x > x0, −R(x) 6 −εx et don
 F̄ (x) = exp(−R(x)) 6 exp(−εx) .b. IPP, −F̄ étant une primitive de f , et en se souvenant que F̄ (0) = 1 1 point
. Pour A > x0, • 0 6 eλAF̄ (A) 6 e(λ−ε)A →

A→+∞

0 
ar λ− ε < 0 1,5 points
• Convergen
e de ∫ +∞

0
eλxF̄ (x)dx :

⋆ x 7−→ eλxF̄ (x) est 
ontinue, positive sur R+

⋆ ∀x > x0, eλxF̄ (x) 6 e(λ−ε)x

⋆

∫ +∞

x0

e(λ−ε)xdx 
onverge, 
ar λ− ε < 0Du théorème de 
omparaison pour les intégrales de fon
tions positives, ∫ +∞

x0

eλxF̄ (x)dx 
onverge.En�n, ∫ +∞

0
eλxF̄ (x)dx 
onverge aussi, 
ar x 7−→ eλxF̄ (x) est 
ontinue sur [0, x0]

• Con
lusion : ∫ +∞

0
eλxf(x)dx 
onverge (et ∫ +∞

0
eλxf(x)dx = 1− λ

∫ +∞

0
eλxF̄ (x)dx )don
 X n'est don
 pas à queue lourde.14. a. X n'étant pas à queue lourde, il existe λ > 0 tel que ∫ +∞

0
f(t)eλtdt 
onverge. 1 pointLes fon
tions intégrées sont positives et f est nulle sur R−, don
 ∫ +∞

0
f(t)eλtdt 
onverge absolument.Le théorème de transfert donne don
 : eλX admet une espéran
e .b. F̄ (x) = P (X > x) = P (eλX > eλx) 1 pointL'inégalité de Markov donne �nalement le résultat : F̄ (x) 6

1

eλx
E(eλX )
. − ln(F̄ (x)) > λx− ln(c) don
 : R(x)

x
> g(x) = λ− ln(c)

x
1 pointComme lim

x→+∞

g(x) = λ, lim inf
+∞

g = λ et, d'après la question B-5.g., lim inf
x→+∞

R(x)

x
> λ6



Nota bene : la question 5.g. se base sur les hypothèses de fon
tions positives sur R+, or i
i les fon
tionsne sont pas dé�nies en 0 et on ne sait pas si g est positive. Comme il s'agit de notions � asymptotiques �(pour n → +∞), on admet que le résultat est valable pour des fon
tions positives sur [a,+∞[ (
e quiest le 
as pour g).III.B.15. Remarque (dé
oule de la dé�nition de la limite, pas fa
ile) :
X est à queue longue si, et seulement si :

∀ε > 0, ∃A > 0, ∀x > A, ∀y ∈ [0, 1],

∣

∣

∣

∣

F̄ (x+ y)

F̄ (x)
− 1

∣

∣

∣

∣

< εCe
i implique :
∀y ∈ [0, 1], ∀ε > 0, ∃A > 0, ∀x > A,

∣

∣

∣

∣

F̄ (x+ y)

F̄ (x)
− 1

∣

∣

∣

∣

< εdon
 que, pour tout y ∈ [0, 1], lim
x→+∞

F̄ (x+ y)

F̄ (x)
= 1a. F̄ (x+ y)

F̄ (x)
− 1 =

F̄ (x+ y)− F̄ (x)

F̄ (x)
qui tend vers 0 quand x tend vers +∞ d'après la remarque faite.b. F̄ (x+ y)− F̄ (x) = F (x)− F (x+ y) 0,5 pointdon
 on a aussi : lim

x→+∞

F (x+ y)− F (x)

F̄ (x)
= +∞] pour tout y ∈ [0, 1].
. P[X>x](X > x + y) =

P ([X > x+ y] ∩ [X > x])

P (X > x)
=

P ([X > x+ y])

P (X > x)
=

F̄ (x+ y)

F̄ (x)
→

x→+∞

1 d'après laquestion 15 .a.d. R(x+ 1)−R(x) = − ln

(

F̄ (x+ 1)

F̄ (x)

)

→
x→+∞

0 (propriété du 15a- ave
 y = 1).16. (i)Choisissons ε > 0 tel que ε < 1− e−λ/2Par dé�nition d'une variable à queue longue :
∃x0 > 0, ∀x > x0, ∀y ∈ [0, 1],

1 + ε >
F̄ (x+ y)

F̄ (x)
> 1− ε > e−λ/2Don
, en parti
ulier : ∀x > x0, ∀y ∈ [0, 1], F̄ (x+ y) > F̄ (x)e−λ/2(ii)Posons, pour n ∈ N, P(n) : � F̄ (x0 + n) > F̄ (x0)e

−nλ/2

⋆ P(0) est trivial.
⋆ Supposons que, pour n ∈ N, P(n) soit vraie.Alors, du (i) : F̄ (x0 + n+ 1) > F̄ (x0 + n)e−λ/2, don
 F̄ (x0 + n+ 1) > F̄ (x0)e

−nλ/2e−λ/2 = F̄ (x0)e
−(n+1)λ/2d'où P(n + 1)

⋆ Con
lusion : on a montré, par ré
urren
e, que : ∀n ∈ N, F̄ (x0 + n) > F̄ (x0)e
−nλ/27



(iii)En e�et, eλ(x0+n)F̄ (x0 + n) > F̄ (x0)e
λx0eλn/2 et lim

x→+∞

eλn/2 = +∞, d'où le résultat ave
 le théorèmed'en
adrement.17. Elle n'est pas majorée d'après la question pré
édente (16.a.(iii)).18. D'abord, on sait que lim inf
x→+∞

R(x)

x
> 0 
ar R > 0.Supposons que lim inf

x→+∞

R(x)

x
= ℓ > 0.De la question 13, on aurait X non à queue lourde.Des questions 14.a. et 14.b, on aurait x 7→ eλxF̄ (x) majorée pour une 
ertaine valeur λ > 0.Don
 
e
i 
ontredit le résultat de la question 16.b.Con
lusion : lim inf

x→+∞

R(x)

x
= 0 .19. D'après la question 14.
., si X n'était pas à queue lourde, on aurait lim inf

x→+∞

R(x)

x
> 0Don
 X est à queue longue .
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