
ECG 2 - Mathématiques appliquées Mathématiques - 3 heures DS n°7 - 14 mars 2026Corrigé Total sur XXX points - dont réda
tion/présentation/
larté : 3 pointsDans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera l'importation suivante faite :
import numpy as npExer
i
e 1 - E
ri
ome 2020 XX pointsDans 
et exer
i
e, on désigne par M3(R) l'ensemble des matri
es réelles 
arrées d'ordre 3, et on note I3 la matri
eidentité de M3(R)Soit a un réel, on pose M =











2 a− 1 −1

1− a a a− 1

1 a− 1 0









Partie A : étude du 
as où a = 1Dans toute 
ette partie, on suppose que a = 11. Expli
iter la matri
e M , puis 
al
uler (M − I3)
2 1 pointPour a = 1, on trouve M =











2 0 −1

0 1 0

1 0 0











puis M − I3 =











1 0 −1

0 0 0

1 0 −1











et don
 (M − I)2 = 02. En déduire l'unique valeur propre possible de M 0,5 pointDe la relation (M − I3)
2 = 0, on déduit que (x− 1)2 est un polyn�me annulateur de Mpar 
onséquent, les valeurs propres de M sont in
luses dans l'ensemble des ra
ines de 
e polyn�me qui nes'annule qu'en 1ainsi, la seule valeur propre possible pour M est 1 : Sp(M) ⊂ {1}3. La matri
e M est-elle inversible ? La matri
e M est-elle diagonalisable ? 1,5 pointsD'après la question pré
édente 0 n'est pas valeur propre de M don
 M est inversible.Supposons que M soit diagonalisable (raisonnement par l'absurde), alors 1 étant sa seule valeur propre, Mserait alors semblable et don
 égale à I3pour pré
iser, on peut alors é
rire, ave
 P une matri
e inversible et D = Diag(1, 1, 1) = I3,M = PDP−1et don
 M = PDP−1 = M = PDP−1 = I3 
e qui n'est pas le 
as, d'où la 
ontradi
tiondon
 notre hypothèse de départ est fausse et don
 la matri
e M n'est pas diagonalisable.Partie B : étude du 
as où a = 0Dans 
ette partie, on suppose que a = 04. Démontrer que 1 est une valeur propre de M , et donner une base et la dimension du sous-espa
e propreasso
ié. 2 pointsPour a = 0, la matri
e M est alors la matri
e M =











2 −1 −1

1 0 −1

1 −1 0











et on étudie alors si 1 est valeur propreen étudiant l'ensemble des solutions MX = X où X = t(x y z) ∈M3,1(R) :1



MX = X ⇔ (M − I3)X = 03,1 ⇔



















x− y − z = 0

x− y − z = 0

x− y − z = 0

⇔ x = y + z

MX = X ⇔ X = (y + z, y, z) = (y, y, 0) + (z, 0, z)⇔ X = y(1 1 0) + z(1 0 1)en parti
ulier, il existe des solutions non nulles,don
 1 est bien valeur propre de M et E1(M) = Vect
(t(1 1 0), t(1 0 1)

)en�n, la famille (t(1 1 0), t(1 0 1)
) est libre 
ar 
omposée de deux ve
teurs non proportionnels etgénératri
e par dé�nition du Vectdon
 (t(1 1 0), t(1 0 1)

) est une base de E1(M) qui est don
 de dimension 25. Démontrer que M n'est pas inversible. 1 pointEn notant, C1, C2, C3 les 
olonnes de M , on remarque que C1 + C2 +C3 = 03,1 les 
olonnes sont don
 liées,de fait le rang de M n'est pas égale à 3 et don
 M n'est pas inversibleOption B : on peut aussi réduire M en une matri
e triangulaire supérieure dont on trouvera qu'un des
oe�
ents diagonaux est nul.6. En utilisant les deux questions pré
édentes, déterminer les bases des sous-espa
es propres asso
iés à deuxvaleurs propres distin
es. La matri
e M est-elle diagonalisable ? 3,5 points
M n'étant pas inversible, on sait don
 déjà que 1 est valeur propre, puis ave
 les mêmes notations qu'à laquestion 4., on résout 
ette fois MX = 03,1 :
MX = 0⇔



















2x− y − z = 0

x− z = 0

x− y = 0

⇔ x = y = z ⇔ X = (x, x, x)⇔ X = x t(1 1 1)ainsi, E0(M) = Vect
(t(1 1 1)

) et t(1 1 1) est une base de E0(M) 
ar il s'agit d'un ve
teur non nulet générateur (
omme en 4.)on pose alors D = Diag(0, 1, 1) et P =











1 1 1

1 1 0

1 0 1











alors P est une matri
e de passage et elle est don
inversible. En e�et P 
ontient en 
olonnes une 
on
aténation de familles libres (
ar bases des sous-espa
espropres) asso
iées à des valeurs propres distin
tes, 
ette 
on
aténation est don
 une famille libre et don
 unebase de M3,1(R) 
ar elle 
ontient 3 éléments et dim(M3,1(R)) = 3. De plus
MP =











2 −1 −1

1 0 −1

1 −1 0





















1 1 1

1 1 0

1 0 1











=











0 1 1

0 1 0

0 0 1











et PD =











1 1 1

1 1 0

1 0 1





















0 1 1

0 1 0

0 0 1











=











0 2 −2

0 2 0

0 0 2









ainsi MP = PD don
 MPP−1 = PDP−1 i.e. M = PDP−1 et don
 M est diagonalisable.Partie C : étude du 
as où a est di�érent de 0 et de 1Dans 
ette partie, on suppose que a est di�érent de 0 et de 1On pose E = R
3, et B = (e1, e2, e3) la base 
anonique de ESoit f l'endomorphisme de E dont la matri
e représentative dans la base B est la matri
e MSoit u = (1, 1, 1), v = (1, 0, 1) et w = (1, 1, 0)7. Démontrer que la famille B

′ = (u, v, w) est une base de E 1,5 points2



La famille (u, v, w) étant 
omposée de trois ve
teurs de E qui est de dimension 3, il su�t de montrer qu'elleest libre pour pouvoir 
on
lure qu'elle en forme une basesoit (α, β, γ) ∈ R
3 tels que αu+ βv + γw = 0⇔



















α+ β + γ = 0

α+ γ = 0

α+ β = 0

alors (L1 −L2) β = 0 puis α = γ = 0ainsi, la famille B
′ est bien libre et (Card(B′) = 3 = dim(R3)) forme don
 une base de ERemarque : (u, v, w) sont en fait les 
olonnes de la matri
e P de la question pré
édente (on peut l'utiliser sion l'a remarqué).8. Cal
uler f(u), f(v) 0,5 pointLe 
al
ul donne M t(1 1 1) = t(a a a) et M t(1 0 1) = t(1 0 1) soit f(u) = au et f(v) = vNota bene : on a don
 trouvé que a et 1 sont valeurs propres de M et des ve
teurs propres asso
iés.9. Cal
uler f(w) et trouver deux réels α et β tels que f(w) = αv + βw 0,5 pointOn 
al
ule M t(1 1 0) = t(a+1 1 a) = at(1 0 1)+ t(1 1 0) et don
 f(w) = av + w (ou en
ore

α = a et β = 1)10. Déterminer la matri
e représentative de f dans la base B
′, que l'on notera T 1 pointPar dé�nition de la matri
e de f dans la base B′ (images des ve
teurs de la base, dé
omposées selon 
ettemême base) et ayant obtenu f(u) = au, f(v) = v, f(w) = av+w, on peut é
rire T = MB′(f) =











a 0 0

0 1 a

0 0 1









11. Etablir un lien entre les matri
es M,T et P une matri
e inversible que l'on pré
isera. 1 pointD'après la formule de 
hangement de base, MB(f) = PB→B′MB′(f)PB′→B et par propriété sur les matri
esde passage PB′→B = P−1
B→B′ , don
 M = PTP−1

P est la matri
e des ve
teurs u, v, w é
rits dans la base 
anonique, on retrouve en fait la matri
e P de laquestion 6. en é
hangeant les deuxièmes et troisièmes 
olonnes.12. Soit λ ∈ R et X ∈M3,1(R), montrer que (M − λI3)X = 03,1 ⇔ (T − λI3)X = 03,1 1,5 pointsErreur d'énon
é : il faut en fait montrer que (M − λI3)PX = 03,1 ⇔ (T − λI3)X = 03,1Soit λ ∈ R et X ∈M3,1(R), alors puisque M = PTP−1

(M − λI3)PX = 03,1 ⇔ (PTP−1 − λI3)PX = 03,1 ⇔ PTP−1PX − λPX = 03,1 ⇔ PTX − λPX = 03,1
⇔ P (TX − λX) = 03,1 ⇔ TX − λX = 03,1 =⇔ (T − λI3)X = 03,1 
ar P est inversibleet don
 simpli�able à gau
he.13. En déduire l'ensemble des valeurs propres de M , et la dimension des sous-espa
es propres asso
iés. 4,5 ptsLa matri
e T étant triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont ses 
oe�
ients diagonaux,don
 Sp(T ) = {a, 1} d'après la question 10.et on déduit de la question pré
édente que si λ est valeur propre de T alors λ est valeur propre de M 
ar si

X est non nul alors PX est non nul également (sinon, P étant inversible, X serait nul aussi)don
 Sp(M) ⊂ Sp(T ) = {a, 1} et même Sp(M) = Sp(T ) = {a, 1} d'après la question 8.on va alors déterminer les sous-espa
es propres asso
iés à 1 et a, ave
 les notations habituelles (et les in
on-nues invisibles 
ette fois) :
• pour λ = 1 : MX = X ⇔ (M − I3)X = 03,1 ⇔










1 a− 1 −1 0

1− a a− 1 a− 1 0

1 a− 1 −1 0











⇔











1 a− 1 −1 0

−1 1 1 0

0 0 0 0











1
a−1L2 
ar a 6= 1

L3 ← L3 − L1

⇔











1 a− 1 −1 0

0 a 0 0

0 0 0 0











L2 ← L2 +

3



⇔







x+ (a− 1)y − z = 0

y = 0

ar a 6= 0⇔







x = z

y = 0
⇔ X ∈ Vect(t(1 0 1))

• pour λ = a : MX = aX ⇔ (M − aI3)X = 03,1 ⇔








2− a a− 1 −1 0

1− a 0 a− 1 0

1 a− 1 −a 0









⇔









2− a a− 1 −1 0

1 a− 1 −a 0

1 a− 1 −a 0









L2 ← L1 − L2 ⇔









2− a a− 1 −1 0

1 a− 1 −a 0

0 0 0 0









L3 ← L3 −

⇔











2− a a− 1 −1 0

a− 1 0 1− a 0

0 0 0 0











L2 ← L2 − L1 ⇔







(2− a)x+ (a− 1)y − z = 0

x− z = 0

ar a 6= 1

⇔







(a− 1)y = z + (a− 2)z

x = z
⇔







(a− 1)y = (a− 1)z

x = z
⇔ x = y = z 
ar a 6= 1⇔ X ∈ Vect(t(1 1 1))�nalementles deux sous-espa
es propres E1(M) = Vect(t(1 0 1)) et Ea(M) = Vect(t(1 1 1)) sont de dimension 1(
omme vu plus haut, il s'agit d'un Vect 
omposé d'un seul ve
teur non nul)on retrouve don
 les ve
teurs déjà 
onnus (ave
 u et v) et il n'y a don
 pas de nouveau ve
teur propre nonproportionnelRemarque : ave
 le bon énon
é, on est amené à passer par T pour laquelle il est plus fa
ile de trouver lesve
teurs propres : on trouve fa
ilement t(0 1 0) (pour 1) et t(1 0 0) (pour a) ; puis en déduire 
eux de

M en multipliant par PExer
i
e 2 34 pointsOn 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur ]0,+∞[ par :∀t ∈]0,+∞[, f(t) = t+
1

tPartie A : étude d'une fon
tion d'une variable1. Etudier les variations de la fon
tion f sur ]0,+∞[ 1 pointDresser le tableau des variations de f en pré
isant les limites en 0 et en +∞

f est dérivable sur ]0,+∞[ 
omme somme de fon
tions usuelles dérivables etpour tout t > 0, f ′(t) = 1−
1

t2
=

t2 − 1

t2
alors f ′(t) > 0⇔ t2 > 1 (
ar t2 > 0)⇔ |t| > 1 par 
roissan
e de lafon
tion ra
ineet �nalement, puisque t > 0, f ′(t) > 0⇔ t > 1 et de même f ′(t) 6 0⇔ t 6 1ainsi f est (stri
tement) dé
roissante sur ]0, 1] et (stri
tement) 
roissante sur [1,+∞[de plus d'après les limites de référen
e : lim
t→0+

1

t
= +∞, lim

t→+∞

1

t
= 0 et lim

t→+∞
t = +∞don
 lim

t→0+
f(t) = +∞ et lim

t→+∞
f(t) = +∞2. Montrer que f réalise une bije
tion de [1,+∞[ vers [2,+∞[ 1 pointD'après la question pré
édente, f est 
ontinue (
ar dérivable) et stri
tement 
roissante sur [1,+∞[ don
d'après le théorème de la bije
tion, f réalise une bije
tion de [1,+∞[ sur [f(1), lim

t→+∞
f(t)

[

= [2,+∞[On note g : [2,+∞[→ [1,+∞[ la bije
tion ré
iproque de la restri
tion de f à [1,+∞[4



3. a. Dresser le tableau de variations de g 1 pointPar propriété g est une bije
tion de [2,+∞[ vers [g(2), lim
x→+∞

g(x)

[

= [1,+∞[ et g possède les mêmesvariations que f , don
 g est stri
tement 
roissante sur [2,+∞[ et g(2) = 1 et lim
x→+∞

g(x) = +∞(on peut alors donner le tableau de variations)b. Justi�er que la fon
tion g est dérivable sur ]2,+∞[ 1 pointPar propriété (vue en première année mais plus au programme), 
omme f est dérivable, f−1 = g estdérivable en tout point f(t) où f ′(t) 6= 0or f est dérivable sur ]1,+∞[ et sa dérivée ne s'annule par sur ]1,+∞[ , don
 g est dérivable sur ]2,+∞[
. Soit y ∈ [2,+∞[En se ramenant à une équation du se
ond degré, résoudre l'équation f(t) = y d'in
onnue t ∈]0,+∞[En déduire une expression de g(y) en fon
tion de y 2 pointsSoit y ∈ [2,+∞[ et t ∈]0,+∞[ alors y = f(t)⇔ y = t+
1

t
⇔ ty = t2 + 1 
ar t 6= 0⇔ t2 − ty + 1 = 0le dis
riminant de l'équation polynomiale obtenue est ∆ = y2 − 4 > 0 
ar y > 2ainsi y = f(t)⇔ t =

y −
√

y2 − 4

2
ou t =

y +
√

y2 − 4

2les deux solutions obtenues (une seule si y = 2) sont bien stri
tement positives (pour la première 
ar
0 6 y2 − 4 < y2 don
 par stri
te 
roissan
e de ra
ine √y2 − 4 < |y| = y) et g(y) est égal à l'uniquesolution supérieure ou égale à 1 de y = f(t)⇔ pour t > 1, g(y) = f−1(y) = f−1(f(t)) = tor √y2 − 4 > 0⇒

y +
√

y2 − 4

2
>

y

2
> 1 
ar y > 2don
 
ette solution est l'unique supérieure ou égale à 1 ainsi : g(y) =

y +
√

y2 − 4

2Partie B : étude d'une fon
tion de deux variablesOn 
onsidère la fon
tion h de 
lasse C2 sur l'ouvert U =]0;+∞[×]0;+∞[ dé�nie par :
∀(x, y) ∈ U, h(x, y) =

(

1

x
+

1

y

)

(1 + x)(1 + y)4. Cal
uler les dérivées partielles d'ordre 1 de h en tout (x, y) ∈ U 1,5 pointsOn utilise la formule de dérivation d'un produit, et le fait que quand l'on dérive selon x, seuls les deuxpremiers termes dépendent de x (de manière analogue quand on dérive selon y) :
∂1h(x, y) =

(

−
1

x2
(1 + x) +

(1

x
+

1

y

)

.1
)

(1 + y) =
(

−
1

x2
−

1

x
+

1

x
+

1

y

)

(1 + y) =
(

−
1

x2
+

1

y

)

(1 + y)de même, ∂2h(x, y) = (1 + x)
(

−
1

y2
(1 + y) +

( 1

x
+

1

y

)

.1
)

= (1 + x)
(

−
1

y2
+

1

x

)5. Soit (x, y) ∈ U . Montrer : (x, y) est un point 
ritique de h⇔

{

y = x2

x = y2
2 pointsSoit (x, y) ∈ U alors (x, y) est un point 
ritique de h si et seulement si ∇h(x, y) = t(0 0)

⇔







∂1h(x, y) = 0

∂2h(x, y) = 0
⇔











(

−
1

x2
+

1

y

)

(1 + y) = 0

(1 + x)
(

−
1

y2
+

1

x

)

= 0
⇔

(1+x 6=0 , 1+y 6=0)











−
1

x2
+

1

y
= 0

−
1

y2
+

1

x
= 0

⇔







y = x2

x = y25



en � égalisant � les inverses puis en inversant les deux égalités à partir de l'avant dernier système (
ar x et ysont non nuls).6. En déduire que h admet un unique point 
ritique sur U dont on pré
isera les 
oordonnées (a, b) 1,5 pointsPour (x, y) ∈ U,







y = x2

x = y2
⇔







y = y4

x = y2
⇔
y 6=0







y3 = 1

x = y2
⇔







y = 1

x = 1

ar la fon
tion 
ube est bije
tivedon
 y3 = 1 = 13 ⇔ y = 1 ; ainsi h admet pour unique point 
ritique le point (1, 1)7. Montrer que h admet une extremum lo
al. 4 pointsOn 
al
ule les dérivées partielles d'ordre 2 à partir des résultats de la question 4. :

∂1h(x, y) = −x
−2(1 + y) +

y + 1

y
don
 ∂2

1,1h(x, y) = −(−2)x
−3(1 + y) =

2(1 + y)

x3
don
 ∂2

1,1h(1, 1) = 4et de même ∂2h(x, y) = −y−2(1+x)+
x+ 1

x
don
 ∂2

2,2h(x, y) = −(−2)y
−3(1+x) =

2(1 + x)

y3
et ∂2

2,2h(1, 1) = 4et en é
rivant ∂1h(x, y) = − 1

x2
(1 + y) +

y + 1

y
= −

1

x2
−

1

x2
y + 1 +

1

yon trouve ∂2
1,2h(x, y) = −

1

x2
−

1

y2
= ∂2

1,2h(x, y) par théorème de S
hwarz et don
 ∂2
1,2h(1, 1) = −2 = ∂2

1,2h(1, 1)alors la matri
e hessienne au point 
ritique est H = ∇2(1, 1) =





4 −2

−2 4



 don
 det(H − λI2) = (4− λ)2 −

(−2)2 = (λ− 4)2 − 22 = (λ− 4− 2)(λ− 4 + 2) = (λ− 6)(λ − 2)don
 la matri
e hessienne de h au point 
ritique admet deux valeurs propres stri
tement positives (2 et 6) et
h est dé�nie sur un ouvert U don
 par propriété, h admet un minimum lo
al en (1, 1)8. a. Véri�er : ∀(x, y) ∈ U, h(x, y) = 2 + f(x) + f(y) + f

(

x

y

) 1 pointSoit (x, y) ∈ U , alors h(x, y) = (1
x
+

1

y

)

(1 + x+ y + xy) =
1

x
+ 1 +

y

x
+ y +

1

y
+

x

y
+ 1 + xdon
 h(x, y) = 2 + x+

1

x
+ y +

1

y
+

x

y
+

y

x
soit h(x, y) = 2 + f(x) + f(y) + f

(x

y

)b. En déduire que h admet en (a, b) un minimum global sur U 2 pointsD'une part, h(1, 1) = 2× 2× 2 = 8 , don
 d'après l'identité de la question pré
édente,pour tout (x, y) ∈ U, h(x, y) − h(1, 1) = f(x) + f(y) + f
(x

y

)

− 6or on a montré dans la Partie A que f est dé
roissante sur ]0, 1] et 
roissante sur [1,+∞[ , ainsi fadmet un minimum global en 1, 
'est-à-dire que pour tout t > 0, f(t) > f(1) = 2et don
, puisque x > 0, y > 0 et x

y
> 0, alors f(x) + f(y) + f

(x

y

)

> 2 + 2 + 2 = 6ainsi, h(x, y) − h(1, 1) > 6− 6 = 0 et on a don
 montré que pour tout (x, y) ∈ U, h(x, y) > h(1, 1)autrement dit h admet un minimum global sur U en (1, 1)Partie C : étude d'une suiteOn introduit la suite (un)n∈N∗ dé�nie par : u1 = 1 et ∀n ∈ N
∗, un+1 = un +

1

n2un
=

1

n
f(nun)9. Montrer, que pour tout n de N

∗, un existe et un > 1 1,5 pointsOn pro
ède par ré
urren
e, pour n ∈ N
∗, on pose P (n) : un existe et un > 1Initialisation : u1 est bien dé�ni d'aprçs l'énon
é et u1 = 1 > 1 don
 P (1) est vraie6



Hérédité : soit n ∈ N
∗, on suppose P (n) vraie i.e. un est bien dé�ni et un > 1alors n ≥ 1 et un ≥ 1 ⇒ nun ≥ 1 et f est bien dé�nie sur [1,+∞[ , don
 f(nun) est bien dé�ni, par
onséquent un+1 =
1

n
f(nun) est bien dé�nipar ailleurs un > 0 et n > 0⇒

1

n2un
> 0 don
 un+1 = un +

1

n2un
> un > 1 par hypothèse de ré
urren
ela propriété est don
 démontrée au rang n+ 1 d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, pour tout n ∈ N

∗, P (n) est vraie i.e. ∀n ∈ N
∗, un existe et un > 110. Re
opier et 
ompléter les lignes 3 et 4de la fon
tion Python suivante a�n que, prenant en argument un entier

n de N
∗, elle renvoie la valeur de un 1,5 points

def suite(n)

u = 1

for k ..............

:

u = ..............

return ....

Du 
lassique si 
e n'est que la formule de un dépend de n − 1 (
ar 
ellede un+1 dépend de n), don
 on 
ommen
e la bou
le à 2 (si on demande
suite(1), la bou
le ne s'exé
utera pas) et on 
omplète ave
 for k in

range(2,n+1) puis u = u + 1/((k-1)**2*u) (on pourrait aussi dé�nir
f ) et en�n return u11. On pose, pour tout n de N

∗, vn = un+1 − una. Montrer : ∀n ∈ N
∗, 0 6 vn 6

1

n2
1 pointSoit n ∈ N

∗, alors par dé�nition de la suite (un)n∈N∗ :
un+1 − un =

1

n2un
et don
 vn =

1

n2un
> 0 
ar un > 0par ailleurs, un > 1 d'après la question 8. don
 par dé
roissan
e de la fon
tion inverse :

1

un
6 1 puis 1

n2un
6

1

n2
i.e. vn 6

1

n2
; �nalement on a montré que ∀n ∈ N

∗, 0 6 vn 6
1

n2b. En déduire la nature de la série ∑
n>1

vn 1 pointPour tout n ∈ N
∗, 0 6 vn 6

1

n2
et ∑

n>1

1

n2
est une série de Riemann 
onvergente (α = 2 > 1), don
 parthéorème de 
omparaison des séries à termes positifs, ∑

n>1

vn 
onverge .
. Cal
uler, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, n−1
∑

k=1

vk 2 pointsEn déduire que la suite (un)n∈N∗ 
onverge vers un réel ℓ, que l'on ne 
her
hera pas à déterminer.Soit n > 2 un entier, n−1
∑

k=1

vk =

n−1
∑

k=1

(uk+1 − uk) = un − u1 = un − 1 par téles
opageainsi un = 1 +
n−1
∑

k=1

vk , or la série ∑
n>1

vn 
onverge don
 la suite de ses sommes partielles 
onverge, par
onséquent (un)n∈N∗ 
onverge vers un réel ℓ12. a. Montrer que, pour tout entier k supérieur ou égal à 2, on a : 1

k2
6

∫ k

k−1

1

t2
dt 1,5 pointsSoit k > 2 un entierla fon
tion t 7→

1

t2
est dé
roissante sur [k − 1, k], don
 pour tout t ∈ [k − 1, k],

1

t2
>

1

k27



ainsi par 
roissan
e de l'intégrale (a < b), ∫ k

k−1

1

t2
dt >

∫ k

k−1

1

k2
dt =

1

k2b. Pour tous entiers n et p tels que 2 6 p < n, 
al
uler n−1
∑

k=p

vk et en déduire : 0 6 un − up 6

∫ n−1

p−1

1

t2
dtSoient n et p des entiers tels que 2 6 p < n, à nouveau par téles
opage : 2 points

n−1
∑

k=p

vk =
n−1
∑

k=p

(uk+1 − uk) don
 n−1
∑

k=p

vk = un − upd'autre part en 
ombinant les inégalités des questions 10.a. et 11.a.,pour tout entier k > 2, 0 6 vk 6
1

k2
6

∫ k

k−1

1

t2
dt don
 0 6 vk 6

∫ k

k−1

1

t2
dtdon
 en sommant 
es en
adrements pour k ∈ [[p, n− 1]] : 0 6

n−1
∑

k=p

vk 6

n−1
∑

k=p

∫ k

k−1

1

t2
dtet par relation de Chasles n−1

∑

k=p

∫ k

k−1

1

t2
dt =

∫ n−1

p−1

1

t2
dt d'où 0 6 un − up 6

∫ n−1

p−1

1

t2
dt
. En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal à 3 : u2 6 un 6 1 + u2 2 pointsMontrer alors que ℓ appartient à l'intervalle [2, 3]En parti
ulier pour p = 2 et n > 3 , l'en
adrement pré
édent donne :

0 6 un − u2 6

∫ n−1

1

1

t2
dt =

[

−
1

t

]n−1

1
= −

1

n− 1
+ 1 6 1 ainsi u2 6 un 6 1 + u2et par dé�nition u2 = u1 +

1

1× u1
= 2 
ar u1 = 1 et don
 on a un ∈ [2, 3] et 
e
i pour tout n > 3don
 par passage à la limite dans l'inégalité (quand n→ +∞), on en déduit ℓ ∈ [2, 3]d. Montrer, pour tout entier p supérieur ou égal à 2 : 0 6 ℓ− up 6

1

p− 1
2 pointsSoit p > 2 �xé et n > p un entier, d'après la question 11.b. 0 6 un − up 6

∫ n−1

p−1

1

t2
dtet par ailleurs ∫ n−1

p−1

1

t2
dt =

[

−
1

t

]n−1

p−1
= −

1

n− 1
+

1

p− 1
6

1

p− 1ainsi 0 6 un−up 6
1

p− 1
et don
 à nouveau par passage à la limite dans l'inégalité, (quand n tend vers

+∞), on obtient 0 6 ℓ− up 6
1

p− 1e. En déduire une fon
tion Python qui renvoie une valeur appro
hée de ℓ à 10−4 près. 1,5 pointsSi on 
hoisit p tel que 1

p− 1
6 10−4 , 
'est-à-dire

p > 10001 , alors d'après l'en
adrement de la ques-tion pré
édente, 0 6 ℓ− up 6 10−4 et up 
onstitueune valeur appro
hée de ℓ à 10−4 près.Ainsi la fon
tion suivante 
onvient :
def approx () :

return suite (10001)

Variante sans 
al
uler expli
itement le rang p àpartir duquel up, une bou
le while qui fon
tionne� tant que � le seuil de pré
ision (10−4) n'est pasatteint (on utilise don
 toujours l'en
adrement) :
def approx ():

p = 2

while 1/(p -1) >= 0.0001

p = p+1

return suite(p)8


