
ECG 2 - Mathématiques appliquées Mathématiques - 1 heure DS n°7 - 14 mars 2026Corrigé Total sur 16,5 points - dont réda
tion/présentation/
larté : 1 pointDans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera l'importation suivante faite :
import numpy.random as rdQuestions indépendantes 8 points1. Enon
er les inégalités de Markov et de Bienaymé-T
heby
hev pour une variable aléatoire X 1 pointVoir 
ours.2. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires, telle que, pour tout n ∈ N

∗,Xn →֒ E

(

1 +
1

n

) 2 pointsMontrer que (Xn)n∈N∗ 
onverge en loi vers une variable aléatoire Z à déterminer.Ave
 Fn la fon
tion de répartition de la loi exponentielle de paramètre 1 +
1

net pour x ∈ R+, Fn(x) = 1− exp

((

1 +
1

n

)

x

)or 1 + 1

n
→ 0 don
 par opérations et 
ontinuité de l'exponentielle lim

n→+∞
Fn(x) = 1− expar ailleurs ∀x < 0, Fn(x) = 0 don
 lim

n→+∞
Fn(x) = 0�nalement lim

n→+∞
Fn(x) =







0 si x < 0

1− ex si x > 0
, autrement dit ∀x ∈ R, lim

n→+∞
P (Xn 6 x) = F (x) où F estla fon
tion de répartition de la loi exponentielle de paramètre 1 don
 Xn

L
−−−−−→
n→+∞

X →֒ E(1)3. Soit Sn une variable aléatoire telle que Sn →֒ B(n, p) 3 pointsVoir 
ours, approximation d'une loi binomiale par une loi normale, on doit trouver N (np, npq)a. Justi�er que Sn peut s'é
rire Sn =

n
∑

i=1

Xi où ∀i ∈ [[1, n]],Xi →֒ B(p) 0,5 pointPré
ision : pour bien faire, il faut le démontrer par ré
urren
e, i
i on attendait simplement de dire qu'onpeut � dé
omposer � la loi binomiale en ses n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes, Sn
ompte le nombre de su

ès, soit la somme des � 1 � obtenus.b. Déterminer S∗
n
et justi�er que S∗

n
peut être appro
hée par la loi normale 
entrée réduite. 1,5 pointsPré
ision : on peut donner dire
tement E(Sn) = np et V (Sn) = npq 
ar Sn →֒ B(n, p)
. Déterminer une loi normale permettant d'appro
her Sn 1 point4. On exé
ute le programme 
i-
ontre. Expliquer son fon
tionnemnent et lerésultat que l'on peut attendre, on justi�era. 2 pointsLa fon
tion e�e
tue N (petite erreur dans l'énon
é initial, 
'était N − 1)épreuves de Bernoulli de paramètre p et 
ompte le nombre de su

ès ave
le paramètre c, puis elle renvoie la fréquen
e de su

ès, soit la moyenneempirique de l'épreuve aléatoire.

def simulation (N,p) :

c=0

for i in range(1,N+1):

c=c+rd. binomial (1,p)

return c/N

simulation (1000 , 1/3)En�n simulation(1000, 1/3) e�e
tue don
 la simulation pour 1 000 expérien
es de paramètre de su

ès 1

3et d'après la loi faible des grands nombres, on s'attend à 
e que le résultat soit pro
he de E(Xi) = p =
1

3(où Xi est la variable aléatoire donnant le résultat de l'épreuve i pour i ∈ [[1, 1000]] i
i).
1



Exer
i
e 7,5 pointsUn institut de sondage a été missionné pour estimer la proportion p de végétariens en Fran
e. Il interroge pour
ela n français(es).Puisque le 
hoix des sondé(e)s s'e�e
tue sur une population très grande, on admet que l'expérien
e peut s'apparenterà une suite de n tirages indépendants ave
 remise. On note Xn la variable aléatoire égale au nombre de végétarienssondés et on souhaite quanti�er à quel point la fréquen
e Fn =
Xn

n
appro
he la proportion p1. Déterminer la loi de Xn 1 point

Xn 
ompte le nombre de � su

ès � (une personne sondée est végétarienne) lors de n itérations d'une mêmeépreuve de Bernoulli de paramètre p (
haque personne interroggée a une probabilité p d'être végétarienne eton � 
ompte � 1 si elle l'est). Les épreuves étant de plus indépendantes par hypothèse, alors Xn →֒ B(n, p)2. En 
onsidérant la fon
tion f : x 7→ x(1− x) montrer que p(1− p) 6
1

4
1,5 points

f est dé�nie et dérivable sur R (
'est une fon
tion polynomiale) et ∀x ∈ R, f(x) = x−x2 don
 f ′(x) = 1−2xalors f ′(x) 6 0 ⇔ 1− 2x 6 0 ⇔ 2x > 1 ⇔ x >
1

2
et de même f ′(x) > 0 ⇔ x 6

1

2don
 f est 
roissante sur ]−∞,
1

2

] et dé
roissante sur [1
2
,+∞,

[ don
 f admet un maximum en 1

2or f (

1

2

)

=
1

2

(

1−
1

2

)

=
1

4
don
 ∀x ∈ R, f(x) = x(1− x) 6

1

4
et a fortiori (p ∈ [0, 1]), p(1− p) 6

1

4Remarque : on peut aussi démontrer 
ette inégalité ave
 les propriétés du polyn�me ou ave
 une identitéremarquable p2 − p+
1

4
=

(

p−
1

2

)2

> 03. Montrer que, pour tout ε > 0, P (|Fn − p| > ε) 6
1

4nε2
2 pointsD'après l'inégalité de Bienaymé-T
heby
hev (Xn admet un moment d'ordre 2 
ar Xn(Ω) est �ni et don
 Fnaussi) : ∀ε > 0, P (|Fn − E(Fn)| > ε) 6

V (Fn)

ε2or E(Fn) = E

(

Xn

n

)

=
1

n
E(Xn) par linéarité de l'espéran
e don
 E(Fn) =

1

n
× np = p par propriété de laloi binomiale (E(Xn) = np et V (Xn) = np(1− p))par propriété de la varian
e V (Fn) = V

(

Xn

n

)

=
1

n2
V (Xn) =

1

n2
× np(1− p) =

p(1− p)

nd'où en inje
tant dans l'inégalité P (|Fn − p| > ε) 6
p(1− p)

nε2or p(1− p) 6
1

4
⇒

p(1− p)

nε2
6

1

4nε2
et don
 P (|Fn − p| > ε) 6

1

4nε24. En déduire une 
ondition sur n pour que Fn soit une approximation de p à 10−2 près ave
 une probabilitésupérieure ou égale à 95% 3 pointsOn veut don
 que l'é
art entre Fn et p soit inférieur à 10−2 autrement dit on 
her
he |Fn − p| 6 10−2 et onva don
 appliquer l'inégalité ave
 ε = 10−2 ; par ailleurs, on 
her
he une probabilité supérieure à 0, 95or s'intéresse don
 à P (|Fn − p| 6 10−2) or P (|Fn − p| > 10−2) = 1 − P (|Fn − p| 6 10−2) et d'après laquestion pré
édente P (|Fn − p| > 10−2) 6
1

4n(10−2)2
i.e. 1− P (|Fn − p| 6 10−2) 6

1

4n10−4soit 1 − 104

4n
6 P (|Fn − p| 6 10−2) et on souhaite que P (|Fn − p| 6 10−2) soit supérieur à 95% 
e qui seraréalisé dès que 1−

104

4n
> 0, 95 ⇔

104

4n
6 0, 05 ⇔

104

n
6 2× 10−1 ⇔ n >

105

2
i.e. n > 50 000Remarque : 
ela est en fait beau
oup (en Fran
e, généralement un é
hantillon de 1 000 personnes est su�santpour un sondage). On peut supposer que la loi de Bienaymé-T
hebyt
hev n'est pas la meilleure approximation,on pourrait tester l'approximation par la loi normale N (np, npq)2


