
ECG 2 - Mathématiques appliquées DS n°7 - 14 mars 2026
Mathématiques - 3 heures

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté et la pré
ision des raisonnementsreprésentent une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats.Les exer
i
es peuvent être traités dans l'ordre souhaité, sans pour autant les pana
her.Au
un do
ument ni matériel éle
tronique n'est autorisé.
Dans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera l'importation suivante faite :
import numpy as np
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Exer
i
e 1Dans 
et exer
i
e, on désigne par M3(R) l'ensemble des matri
es réelles 
arrées d'ordre 3, et on note I3 la matri
eidentité de M3(R)Soit a un réel, on pose M =











2 a− 1 −1

1− a a a− 1

1 a− 1 0









Partie A : étude du 
as où a = 1Dans toute 
ette partie, on suppose que a = 11. Expli
iter la matri
e M , puis 
al
uler (M − I3)
22. En déduire l'unique valeur propre possible de M3. La matri
e M est-elle inversible ? La matri
e M est-elle diagonalisable ?Partie B : étude du 
as où a = 0Dans 
ette partie, on suppose que a = 04. Démontrer que 1 est une valeur propre de M , et donner une base et la dimension du sous-espa
e propreasso
ié.5. Démontrer que M n'est pas inversible.6. En utilisant les deux questions pré
édentes, déterminer les bases des sous-espa
es propres asso
iés à deuxvaleurs propres distin
es. La matri
e M est-elle diagonalisable ?Partie C : étude du 
as où a est di�érent de 0 et de 1Dans 
ette partie, on suppose que a est di�érent de 0 et de 1On pose E = R

3, et B = (e1, e2, e3) la base 
anonique de ESoit f l'endomorphisme de E dont la matri
e représentative dans la base B est la matri
e MSoit u = (1, 1, 1), v = (1, 0, 1) et w = (1, 1, 0)7. Démontrer que la famille B
′ = (u, v, w) est une base de E8. Cal
uler f(u), f(v)9. Cal
uler f(w) et trouver deux réels α et β tels que f(w) = αv + βw10. Déterminer la matri
e représentative de f dans la base B

′, que l'on notera T11. Etablir un lien entre les matri
es M,T et P une matri
e inversible que l'on pré
isera.12. Soit λ ∈ R et X ∈ M3,1(R), montrer que (M − λI3)X = 03,1 ⇔ (T − λI3)X = 03,113. En déduire l'ensemble des valeurs propres de M , et la dimension des sous-espa
es propres asso
iés.
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Exer
i
e 2On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur ]0,+∞[ par :
∀t ∈]0,+∞[, f(t) = t+

1

tPartie A : étude d'une fon
tion d'une variable1. Étudier les variations de la fon
tion f sur ]0,+∞[Dresser le tableau des variations de f en pré
isant les limites en 0 et en +∞2. Montrer que f réalise une bije
tion de [1,+∞[ vers [2,+∞[On note g : [2,+∞[→ [1,+∞[ la bije
tion ré
iproque de la restri
tion de f à [1,+∞[3. a. Dresser le tableau de variations de gb. Justi�er que la fon
tion g est dérivable sur ]2,+∞[
. Soit y ∈ [2,+∞[En se ramenant à une équation du se
ond degré, résoudre l'équation f(t) = y d'in
onnue t ∈]0,+∞[En déduire une expression de g(y) en fon
tion de yPartie B : étude d'une fon
tion de deux variablesOn 
onsidère la fon
tion h de 
lasse C
2 sur l'ouvert U =]0;+∞[×]0;+∞[ dé�nie par :

∀(x, y) ∈ U, h(x, y) =

(

1

x
+

1

y

)

(1 + x)(1 + y)4. Cal
uler les dérivées partielles d'ordre 1 de h en tout (x, y) ∈ U5. Soit (x, y) ∈ U . Montrer :
(x, y) est un point 
ritique de h ⇐⇒

{

y = x2

x = y26. En déduire que h admet un unique point 
ritique sur U dont on pré
isera les 
oordonnées (a, b)7. Montrer que h admet une extremum lo
al.8. a. Véri�er : ∀(x, y) ∈ U, h(x, y) = 2 + f(x) + f(y) + f

(

x

y

)b. En déduire que h admet en (a, b) un minimum global sur UPartie C : étude d'une suiteOn introduit la suite (un)n∈N∗ dé�nie par :
u1 = 1 et ∀n ∈ N

∗, un+1 = un +
1

n2un
=

1

n
f(nun)8. Montrer, que pour tout n de N

∗, un existe et un > 19. Re
opier et 
ompléter les lignes 3 et 4 de la fon
tion Python suivante a�n que, prenant en argument un entier
n de N

∗, elle renvoie la valeur de un

def suite(n)

u = 1

for k .............. :

u = ..............

return10. On pose, pour tout n de N
∗, vn = un+1 − un 3



a. Montrer : ∀n ∈ N
∗, 0 6 vn 6

1

n2b. En déduire la nature de la série ∑
n>1

vn
. Cal
uler, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, n−1
∑

k=1

vkEn déduire que la suite (un)n∈N∗ 
onverge vers un réel ℓ, que l'on ne 
her
hera pas à déterminer.11. a. Montrer que, pour tout entier k supérieur ou égal à 2, on a : 1

k2
6

∫ k

k−1

1

t2
dtb. Pour tous entiers n et p tels que 2 6 p < n, 
al
uler n−1

∑

k=p

vk et en déduire :
0 6 un − up 6

∫ n−1

p−1

1

t2
dt
. En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal à 3 : u2 6 un 6 1 + u2Montrer alors que ℓ appartient à l'intervalle [2, 3]d. Montrer, pour tout entier p supérieur ou égal à 2 :

0 6 ℓ− up 6
1

p− 1e. En déduire une fon
tion Python qui renvoie une valeur appro
hée de ℓ à 10−4 près.
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