
Sujets type ESSEC - HEC Sujet n°5 (début ESSEC - 2017) Eléments de 
orrigéProblèmePartie 11. hα,β est 
ontinue sur R et positive. Reste à 
al
uler ∫ +∞

−∞
hα,β(t)dt.On pose le 
hangement de variable x =

t− α

β
pour avoir : dt = βdx, t → −∞ ⇐⇒ x → −∞, t → +∞ ⇐⇒

x → +∞, et don
 : ∫ +∞

−∞
hα,β(t)dt =

1

2

∫
+∞

−∞
e−|x|dxPar parité : 1

2

∫
+∞

−∞
e−|x|dx =

∫
+∞

0

e−x dx = 1 (densité de la loi E(1) d'où ∫
+∞

−∞
hα,β(t)dt = 1.2. G(x) =





1

2
ex si x < 0

1− 1

2
e−x si x > 0

et g(x) = 1

2
e−|x| pour x ∈ R. On remarquera que G est C1 sur R 
ar g est C0.3. a. Posons Z = βY + α.∀x ∈ R, FZ(x) = P(Z 6 x) = G

(
x− α

β

).Par 
omposition, FZ est de 
lasse C1 sur R, don
 Z est à densité.Une densité de Z est donnée par : ∀x ∈ R, fZ(x) = F ′
Z(x) =

1

β
g

(
x− α

β

)
= hα,βet don
 Z →֒ L(α, β)b. i. Pour r ∈ N

∗, Y admet un moment d'ordre r ssi ∫ +∞

−∞
|xr| e−|x| 
onverge (
onvergen
e absolue).

x 7→ |xr| e−|x| étant paire, Y admet un moment d'ordre r ssi ∫ +∞

0

xrg(x)dx 
onverge.
x 7→ xrg(x) est une fon
tion positive, 
ontinue et xrg(x) =

x→+∞
o

(
1

x2

) 
ar xr+2e−x −−−−→
x→+∞

0.Con
lusion : ∫ +∞

0

g(x)dx 
onverge par le théorème de 
omparaison pour les intégrales de fon
tionspositives. Et don
 Y admet un moment à tout ordre.ii. E(X) =

∫
0

−∞
xg(x)dx+

∫
+∞

0

xg(x)dx = 0 
ar x 7→ xg(x) est impaire.
∫

+∞

0

x2g(x)dx =
1

2

∫
+∞

0

x2e−x dx =
1

2
E
(
T 2

) ave
 T →֒ E(1).Don
 ∫
+∞

0

x2g(x)dx =
1

2
(V(T ) +E(T )) = 1 et, 
omme x 7→ x2g(x) est paire,

∫
+∞

−∞
x2g(x)dx = E

(
Y 2

)
= 2.En�n V(Y ) = E

(
Y 2

)
−E(Y )2 = 2− 0 = 2iii. mr(Y ) = 0 pour r ∈ N, r impair , 
ar x 7→ xrg(x) est impaire.Pour r pair, mr(Y ) =

∫
+∞

0

xre−x dx.On montre par ré
urren
e, en utilisant une IPP, que mr(Y ) = r!
. En posant Z = βY + α,E(Z) = βE(Y ) + α = α par linéarité, et V(Z) = β2
V(Y ) = 2β24. a. G′ = g > 0 sur R : G est stri
tement 
roissante et 
ontinue, don
, d'après le théorème de la bije
tion,bije
tive de R vers G(R) =]0, 1[ 1



b. G(x) = 1/2 ⇐⇒ x = 0
. Pour x ∈ R−G(−x) = 1− 1

2
ex et 1−G(−x) =

1

2
ex, don
 G(−x)(1 −G(−x)) = G(x)(1 −G(x))d. On résout y = G(x) en séparant le 
as y < 1/2 don
 ( x < 0 ) et y > 1/2 (don
 x > 0 ).e. P

(
G−1(U) 6 x

)
= P(U 6 G(x)) = G(x) 
ar G(x) ∈] 0, 1 [ , don
 FY (x) = G et Y →֒ L(0, 1).f. i. def InvG(x):

if x<1/2 and x>0:

return np.log(x)

elif x<1 and x>=0.5:

return -np.log(2*(1-x))ii. def Laplace(alpha, beta):

u=rd.rand()

# normalement 0<u<1 mais...

while u==0:

u=rd.rand()

return beta*InvG(u)+alpha5. a. gn est 
ontinue et positive sur R.

∫
+∞

−∞
xg(x)e−n|x|dx 
onverge absolument 
ar ∣∣∣xg(x)e−n|x|

∣∣∣ 6 |x|g(x)et L(0, 1) admet une espéran
e.Or x 7→ xg(x)e−n|x| est impaire, don
 ∫
+∞

−∞
xg(x)e−n|x|dx = 0.On a don
 ∫

+∞

−∞
gn(x)dx =

∫
+∞

−∞
g(x)dx+

∫
+∞

−∞
xg(x)e−n|x|dx = 1.

gn est une densité de probabilité.b. Pour x ∈ R :
|Gn(x)−G(x)| =

∣∣∣∣
∫ x

−∞
gn(t)dt−

∫ x

−∞
g(t)dt

∣∣∣∣ 6
∫ x

−∞
|gn(t)− g(t)| dt =

∫ x

−∞
|t|g(t)e−n|t|dtPour t ∈ R, en posant z = |t| ∈ R+, |t|e−n|t| = ze−nzOn étudie ϕ : z 7→ ze−nz sur R+ pour trouver que ϕ atteint son maximum en z = 1/n qui vaut

ϕ(1/n) =
1

ne
don
 |t|e−n|t|

6
1

ne
pour t ∈ R, n ∈ N

∗On en déduit : ∫ x

−∞
|t|g(t)e−n|t|dt 6

1

ne

∫ x

−∞
g(t)dt =

1

ne
G(x)
. ∀x ∈ R, Gn(x) −−−−−→

n→+∞
G(x) don
 (Yn)n∈N∗ 
onverge en loi vers une variable suivant L(0, 1)Partie III. A.11. ∀x ∈ R, F (x) = G(x− θ)12. a. X1, . . . X2n+1 ) sont mutuellement indépendantes.b. S2n+1 →֒ B(2n+ 1, F (x)) ave
 F (x) = P(X 6 x).

E (S2n+1) = (2n + 1)F (x) et V (S2n+1) = (2n+ 1)F (x)(1 − F (x))13. Pas de di�
ulté.Partie III-B.On remarquera que S2n+1 =
2n+1∑

i=1

Ẑi ave
 Ẑi la variable aléatoire de Bernoulli telle queP(
Ẑi = 1)= P

(
X̂i 6 x

)et : [
Ẑk = 1

]
=

[
Ẑ1 = 1

]
∩ . . .

[
Ẑk = 1

]

[
Ẑk = 0

]
=

[
Ẑk = 0

]
∩ . . .

[
Ẑ2n+1 = 0

] 2



14. a. D'après la remarque pré
édente, S2n+1 est le plus grand indi
e k tel que [ Ẑk = 1 ℄ s'il existe, et
S2n+1 = 0 sinon.Don
 [

Ẑn+1 = 0
]
= [S2n+1 6 n] et [Ẑn+1 = 1

]
=

[
X̂n+1 6 x

]
= [S2n+1 > n+ 1b. On en déduit : F̂n+1(x) = P (S2n+1 > n+ 1) =

2n+1∑

j=n+1

(
2n+ 1

j

)
F (x)j(1− F (x))2n+1−j15. a. Cal
ul.b. On remarque que X̂n+1 est à densité 
ar F̂n+1 est C1 sur R en tant que somme de fon
tions C1.Une densité de X̂n+1 est alors f̂n+1 =

(
F̂n+1

)′ don
 pour x ∈ R,

f̂n+1(x) =

2n+1∑

j=n+1

j

(
2n+ 1

j

)
f(x)F (x)j−1(1− F (x))2n+1−j

−
2n+1∑

j=n+1

(2n + 1− j)

(
2n+ 1

j

)
f(x)F (x)j(1− F (x))2n−j

=

2n+1∑

j=n+1

j

(
2n+ 1

j

)
f(x)F (x)j−1(1− F (x))2n+1−j

−
2n∑

j=n+1

(2n + 1− j)

(
2n+ 1

j

)
f(x)F (x)j(1− F (x))2n−j
ar le terme en 2n+ 1 est nul dans la deuxième somme.

=
2n+1∑

j=n+1

j

(
2n+ 1

j

)
f(x)F (x)j−1(1− F (x))2n+1−j

−
2n∑

j=n+1

(j + 1)

(
2n+ 1

j + 1

)
f(x)F (x)j(1− F (x))2n−jChangement de variables k = j + 1 dans la première somme :

f̂n+1(x) =

2n∑

k=n

(k + 1)

(
2n+ 1

k + 1

)
f(x)F (x)k(1− F (x))2n−k

−
2n∑

j=n+1

(j + 1)

(
2n+ 1

j + 1

)
f(x)F (x)j(1− F (x))2n−j

=(n+ 1)

(
2n+ 1

n+ 1

)
f(x)F (x)n(1− F (x))n
ar tous les autres termes se simpli�ent

f̂n+1(x) =
(2n + 1)!

(n+ 1)!n!
× (n+ 1)f(x)F (x)n(1− F (x))n

f̂n+1(x) =
(2n)!

(n!)2
f(x)F (x)n(1− F (x))n
. Pour x ∈ R, Ĝn+1(x) = F̂n+1(x+ θ), don
 ĝn+1(x) = f̂n+1(x+ θ) (en dérivant).En remplaçant dans l'expression pré
édente, et en remarquant que F (x+ θ) = G(x) et f(x+ θ) = g(x),on obtient immédiatement le résultat.d. Notons que X̂n+1 admet une espéran
e, 
ar par exemple ∣∣∣X̂n+1

∣∣∣ 6 |X1| + . . . + |X2n+1| et tous les Xiadmettent une espéran
e.
x 7→ G(x)(1 −G(x)) est paire, g aussi, don
 ĝn+1 aussi, et don
 x 7→ xĝn+1(x) est impaire.Don
 E

(
X̂n+1 − θ

)
= 0 et X̂n+1 est un estimateur sans biais de θ

3



16. a. Si Ĥn+1 =
√
2n+ 1

(
X̂n+1 − θ

), pour tout x ∈ R, P(
Ĥn+1 6 x

)
= Ĝn+1

(
x√

2n+ 1

)On en déduit que x 7→ P

(
Ĥn+1 6 x

) est C1 par 
omposition, et don
 Ĥn+1 est à densité et de densité(en dérivant sa fon
tion de répartition) : ĥn+1(x) =
1√

2n+ 1
ĝn+1

(
x√

2n+ 1

)b.
. G

(
x√

2n+ 1

)
= 1− 1

2
e−x/

√
2n+1 don


G

(
x√

2n+ 1

)
=

n→+∞
1 − 1

2

(
1− x√

2n+ 1
+

x2

2(2n + 1)
+ o

(
1

n

))
=

1

2
+

x

2
√
2n + 1

− x2

4(2n + 1)
+

o

(
1

n

).En élevant au 
arré : G(
x√

2n+ 1

)
=

n→+∞
1

4
+

x

2
√
2n + 1

+ o

(
1

n

) et par di�éren
e :
G

(
x√

2n+ 1

)(
1−G

(
x√

2n+ 1

))
=

1

4
− x2

4(2n + 1)
+ o

(
1

n

)
=

n→+∞
1

4

(
1− x2

2n+ 1
+ o

(
1

2n+ 1

))d. On pose un = 4

[
G

(
x√

2n+ 1

)(
1−G

(
x√

2n + 1

))].
4n

[
G

(
x√

2n+ 1

)(
1−G

(
x√

2n+ 1

))]n
= unn = exp (n ln (un))De la question pré
édente, ln (un) = ln

(
1− x2

2n
+ o(1/n)

)
∼

n→+∞
−x2

2n
, don
 n ln (un) −−→

n→
−x2/2 etdon
 :unn = 4n

[
G

(
x√

2n+ 1

)(
1−G

(
x√

2n+ 1

))]n
−→

n→+∞
e−x2/2e. ĥn+1(x) =

1√
2n+ 1

(2n + 1)!

(n!)2
unn
4n

g

(
x√

2n+ 1

).De la question pré
édente, en remarquant que g(0) = 1/2 :
ĥn+1(x) ∼

n→+∞
1√
2n

× (2n+ 1)!

(n!)2
× e−x2/2

4n
× 1

2
∼ 2n + 1

2
√
2n

(
2n

n

)
1

4n
e−x2/2En�n 2n+ 1

2
√
2n

∼
√
n√
2
et (2n

n

)
1

4n
∼ 1√

n
√
π

donnent :
ĥn+1(x) ∼

n→+∞
1√
2π

e−x2/217. Classique. Pour a > 0 :
P

(√
2n+ 1

(
X̂n+1 − θ

)
∈ [−a, a]

)
−→

n→+∞
Φ(a)− Φ(−a) = 2Φ(a)− 1.

OrP
(√

2n+ 1
(
X̂n+1 − θ

)
∈ [−a, a]

)
= P (θ ∈ [In, Jn]) et, pour a = 1, 96, 2Φ(a) − 1 = 0, 95, don
 Don


P (θ ∈ [In, Jn]) −−−−−→
n→+∞

0, 95. Cela signi�e que [In, Jn] est un intervalle de 
on�an
e asymptotique pour leparamètre θ au niveau de 
on�an
e de 0, 95
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