Sujets type ESSEC - HEC Sujet n°5 (début ESSEC - 2017) Eléments de corrigé

Probléme
Partie 1
+oo
1. hq g est continue sur R et positive. Reste & calculer / he,p(t)dt.
— 0o

t—«
On pose le changement de variable z = T pour avoir : dt = fdz,t - —c0o <= = — —00, t = +00 <

1 [tee
hap(t)dt = 5 / e leldg

—00

+oo
x — 400, et donc : /

—00

1 +00 +oo +00
Par parité : - / e~ 1?ldy = / e™® doz =1 (densité de la loi £(1) d’ou / hop(t)dt = 1.
2 —0o0 0 —0o0
1
—e” six <0 1
2. G(z) =<2 1 et g(x) = 56_"”‘ pour z € R. On remarquera que G est C'! sur R car g est C°.

1—=e™ siz>0
5¢ iz

3. a. Posons Z =pY +avr c R, Fz(2) =P(Z<2) =G <x ; a>.

Par composition, F; est de classe C! sur R, donc Z est a densité.

1 _
Une densité de Z est donnée par : Vo € R, fz(x) = Fy(z) = Bg (x 5 a> = hap

et donc Z — L(a, f)

+o0
b. i. Pour r € N*|Y admet un moment d’ordre r ssi / |27 e71®! converge (convergence absolue).
—0o0
400
x> |2"| e”1?! étant paire, Y admet un moment d’ordre r ssi x"g(z)dx converge.

. . . 1 _
x +— z"g(x) est une fonction positive, continue et z"g(z) = o (—2 car "2 ——— 0.
T—+00 X T—+00

+o0
Conclusion : g(z)dx converge par le théoréme de comparaison pour les intégrales de fonctions

0
positives. Et donc Y admet un moment a tout ordre.

0 +o00
i. E(X) = / zg(x)dx —i—/ zg(z)dx = 0 car z — xg(x) est impaire.
0

—00

oo 1 [tee 1
/ 2% g(x)dz = 3 / e dx = §E (T?) avec T — E(1).
0 0
+o0 1
Donc / r2g(x)dr = §(V(T) +E(T)) = 1 et, comme = +— 2%g(z) est paire,
0

+o0
/ 2?g(z)dz = E (Y?) = 2.

—0o0

Enfin V(Y) =E (Y?) —E(Y)*=2-0=2
iii. m,(Y) =0 pour r € N,r impair , car x — z" g(x) est impaire.
+oo
Pour r pair, m,(Y) = / x"e” " dx.
0
On montre par récurrence, en utilisant une IPP, que m,(Y) = r!

c. En posant Z = Y + a,E(Z) = BE(Y) + a = a par linéarité, et V(Z) = 82V (Y) = 25?

4. a. G’ =g >0sur R: G est strictement croissante et continue, donc, d’aprés le théoréme de la bijection,
bijective de R vers G(R) =]0, 1]



b. G(z) =1/2<=z=0
c. Pourz e R_.G(—z)=1- %em et 1 —G(—z) = %em, donc G(—z)(1 — G(—z)) = G(z)(1 — G(x))
On résout y = G(x) en séparant le cas y < 1/2 donc (2 <0 ) ety > 1/2 (donc x>0 ).
P (G*I(U) < 3:) =PU < G(z)) = G(x) car G(x) €]0,1[, donc Fy(z) =G et Y < L(0,1).
i. def InvG(x):
if x<1/2 and x>0:
return np.log(x)

elif x<1 and x>=0.5:
return -np.log(2*(1-x))

- 0 &

ii. def Laplace(alpha, beta):
u=rd.rand ()
# normalement O<u<l mais...
while u==0:
u=rd.rand()
return beta*InvG(u)+alpha

5. a. g, est continue et positive sur R./ xg(m)e*”mdx converge absolument car —nle|

zg(x)e < |zlg(x)

et £(0,1) admet une espérance.

Or z — zg(z)e ™! est impaire, donc /+OO zg(z)e "ldz = 0.
o0 +o0 o +o0
On a donc / gn(x)dz = / g(x)dz + / zg(z)e e = 1.
Jn €st une d(;nogité de probabiﬁtog. -
b. Pour z € R :
Gule) ~ Gl = | [ antoae =~ [ atoa < [ )=l ar= [ g ar

nz

Pour t € R, en posant z = |t| € Ry, [t|le ™ = ze~

On étudie ¢ : z — ze ™ sur R4 pour trouver que ¢ atteint son maximum en z = 1/n qui vaut

1 1
©(1/n) = — donc |t|e™™ < - pour teR,neN”
ne

On en déduit : / [t|g(t)e _"Mdt < —/ = G( )

c. Vx e R, Gp(z) = G(x) donc (Y},),,cn+ converge en loi vers une variable suivant £(0, 1)
n—-+0o0

Partie II1. A.

11. Vz € R, F(x)=G(z —0)
12. a. Xi,...X9,41 ) sont mutuellement indépendantes.
b. Sopt1 = B(2n + 1, F(z)) avec F(z) = P(X < x).
E (Son+1) = 2n+1)F(x) et V (S2p+1) = 2n+ 1)F(x)(1 — F(x))
13. Pas de difficulté.

Partie ITI-B.

2n+1
On remarquera que Sgp+1 = Z Z avec Z la variable aléatoire de Bernoulli telle que P (Z 1)=P ( i < x)
i=1

Z=1]=[Zi=1]n...[7=1]

et : R R



. D’aprés la remarque précédente, So,41 est le plus grand indice k tel que | Zk = 1] ¢l existe, et
S2n+1 = ( sinon.

~

Donc |:2n+1 = 0] = [SQn+1 < n] et |:Z\n+1 = 1} = |:Xn+1 < .%'] = [SQn+1 >n+1

2n+1
5 2 1 . .
. On en déduit : Fq1(x) =P (Sopy1 =2n+1) = E < " + >F(x)](1 — F(z))*n i
Jj=n+1 J
. Calcul.

. On remarque que X, 11 est a densité car F,, 1 est C l'sur R en tant que somme de fonctions C' 1

~

~ —~ /
Une densité de X, 41 est alors f,11 = <Fn+1> donc pour z € R,

2n+1
Fn) = Y (™) r0r@r o - pape

Jj=n+1 J
2n+1

-3 eor1-)(* ) r@rEra - P
Jj=n+1

T ot : :

= i\ )@ F @y T = Fa)?t
()
2n

-3 et 1-)(* ) fr@ra - P

Jj=n+1

car le terme en 2n + 1 est nul dans la deuxiéme somme.

2n+1
= Z j<2n + 1> f(x)F(x)j_l(l _ F(x))Qn"H_j

Jj=n+1 J
2n . 2n + 1 ; .
_ j;_l(J +1) < it >f(x)F(x) (1— F(z))?

Changement de variables k£ = j + 1 dans la premiére somme :

2n
Funa(o) =30+ 1) (3 ) @@ 0 - Pt
k=n

=3 G+ (2" " 1) F () F () (1 — F(z)™

j=n+1 I+ 1

~+ 0 (2 ) @ F@ra - Fa)

car tous les autres termes se simplifient

Fana(o) = o (D (@) Fla) (1~ Flo)”
Fon@) = B @) Py (1 - Fla))”

(n!)?
. Pour z € R, Gry1(2) = Fpyr(z + ), donc Gy (z) = J/C;L+1(£L' + 0) (en dérivant).

En remplagant dans I’expression précédente, et en remarquant que F(x +60) = G(x) et f(x+0) = g(z),
on obtient immédiatement le résultat.

. Notons que )?n+1 admet une espérance, car par exemple ‘)?n+1‘ < |Xq|+ ...+ [ Xony1] et tous les X;
admettent une espérance.
x +— G(z)(1 — G(x)) est paire, g aussi, donc g,+1 aussi, et donc z — xg,+1(z) est impaire.

Donc E <)?n+1 —0)=0et )?n+1 est un estimateur sans biais de 6



~ > ~ ~ x
16. a. Si H :\/2n+1<X —6’), ourtoutmER,P(H <x>:G —
n+1 n+1 p n+1 n+1 a1

On en déduit que =z — P (fInH < x) est C! par composition, et donc f-\InH est & densité et de densité

~ 1
(en dérivant sa fonction de répartition) : hy41(2) = ——=0n+1 S
Van+1 Vvan+1
b.
x 1
LG —— ) =1-= —z/v/2n+1 d
c (\/m) 5¢ onc
a x 1 1 1 x n z? n 1 1 n x z? n
f — = — — — 0 — — — —_
V2n 41/ n—+too 2 V2n+1 2@2n+1) n 2 2y2n+1 4(2n+1)
1
ol =
n

1
—) et par différence :

7o) it ol
() (-6(E)) e () i (- mm o m)
d. On pose u,, = 4 [G <\/%T> <1—G<\/%T>>]
elo () (1o gt =

2 2
De la question précédente, In (u,) = In <1 T 0(1/n)> ~ —x—, donc nln (uy,) — —22/2 et
n

En élevant au carré : G <

2n n—+oo  2n
X X " 2
d ult =4" |G | ——= 1-G [ ——— —y e 7%/2
one n [ <¢2n+1>< <\/2n+1>>} .
o Ty — (2n—|—1)!%< 2 )
P CV2n+1 (n))? 4 Van+1)

De la question précédente, en remarquant que g(0) = 1/2 :

h

1 @n+)! e 1 24l 1 e,
n+1($) ~ X 5 X X — ~ e
n—+o00 /9n (n!) 4n 2 2v/2n 4n
2n+1 /n . <2n> 1 1
n——n~——¢e — o~ ——
2v/2n /2 n)4r  \/nym

donnent :

Enfi
1 —1‘2/2
M1l N Var¢
17. Classique. Pour a > 0 :

p (m ()?n+1 - e) € [-a, a]) s ®(a) — B(—a) = 20(a) — 1.

n—-+4o0o

OrP (\/271 +1 ()?,hq — 9) € [—a, a]) =P (0 € [, J,]) et, pour a = 1,96,2®(a) — 1 = 0,95, donc Donc
P (0 € [, Jn)]) = 0,95. Cela signifie que [I,, J,,] est un intervalle de confiance asymptotique pour le
n—-+0oo

paramétre 6 au niveau de confiance de 0,95



