Exercices de révision Sujet n°1 EML 2025 - exercice 1

Corrigé

Exercice 1

1.

1
. Limiteen +00: Ona lim = =0et limeX =1, dou lm e
X=0

a. On raisonne par récurrence :
Initialisation : par définition ug = 1 > 0, la propriété est initialisée.
Hérédité : supposons u, > 0 pour un certain rang n € N. Alors u,, > 0 par hypothése de récurrence
et e/ >0 par positivité de I’exponentielle, par suite

Upi1 = upe/ " > 0.

Ceci montre que la propriété est héréditaire.
Conclusion : selon le principe de récurrence, on a u, > 0 pour tout n € N.

b. Pour tout n € N, on a :
Un+1 — Un = unel/un — Up = Up <el/u” N 1) )
or u, > 0 et

e/in _ 150 o eMun s

1

& — >0
Un,

& u, >0,

donc upy1 —upy > 0. ‘La suite (uy) est strictement croissante ‘

c. La suite (u,) admet une limite car elle est croissante. Supposons par I’absurde qu’elle converge
vers une limite finie ¢, on a nécessairement ¢ > 0 puisque (u,) est croissante. En passant a la
limite dans le relation de récurrence, on trouve £ = e/t par continuité de I’exponentielle, or

=t o 1=et

1
& 0= 7 absurde !
Ainsi la limite de (u,,) est infinie, plus précisément lirJrrl U = +00 | car (un)nen est croissante.
n—-+0o0o
u =1
n =20

while u<10%*x*6
u = u*np.exp(1/u)
n =mn+ 1

print (n)

Ve — 1 par composition de limites.

r—+oco r— 400

Par produit de limites on trouve : | lim f(z) = +oo|.

T—r—+00
1 eX €X
Limite en 0" : On pose X = —, de sorte que zet/* = — Or lim X =4ocoet lim — = 400 par
T X z—0t X400 X
1/x

croissance comparée, d’ou lim ze

= +o00 par composition de limites, soit | lim f(x) = +oo|.
z—0t z—0

La fonction z — e'/* est dérivable sur R% comme composée de fonctions dérivables, de ce fait f est

dérivable sur RY comme produit de fonctions dérivables. Pour tout = > 0,
el/r Mo (g —1)

flx) =1xe/* —z x — =

X

1/z

On a e’/ > 0et x> 0sur R}, par conséquent f'(z) est de méme signe que z — 1. On en déduit le

tableau :



—+00 —+00
\

—k —_1\k
T T
. La série E — = g ( ) est de type exponentiel, par conséquent elle converge et

k! k!
k>0 k>0

+oo _k +oo ( ,1)]4:
X . X . -1 . 1/1,

Yo e e =

k=0 k>0

. Ona:
fw) = wells

+00 2k
= CCZ B (question précédente)
k=0

1 +o0o x,k
= z |1+ - + ;_2 o (sommation par paquets)

+o0 2k
k=2 '
+o0o $2_k
= z+1+4+zx = Z ' (linéarité)
k=2
oo 9k
1 x
— 14+ =
eH1+2)>,
k=2
. Minoration : on a
too 9k too o9k
x 1 T 1
= — > —
i 2T T 23
k=2 k=3

P x2
car la série E ?

—k
— est a termes positifs.

Majoration : pour tout £k >2on a2 —k <0, d’ou 227F <1 car x > 1. Ainsi
n.o 9 f n n
T 1 1
DT S wm S X
k=2 k=2 k=0

pour tout n > 2. En faisant tendre n vers 400 on obtient :

+oo —
.%'2 k
<el

kT

k=2

. Par la question 5-b) on sait que :

22—k
!

132
f(x)—(erl):;Z A
k=2

Ainsi, en partant de ’encadrement obtenu & la question précédente, il vient :

1 nxQ—k‘
§§]§; oS



|
A

fl@) = (z+1) <

8o

2 e
7. Ona lim — = lim — =0, par le théoréme des gendarmes cela implique
r—+00 T r—+00 T

lim f(z)—(z+1)=0

T—+00

autrement dit ‘ f(z) = (z+1) =o(1) lorsque = tend vers 400 ‘

)
C

/y:m+1

8. 1 z

9. a. Soit k € N, par définition on a ugy; = ugpe'/™ , sachant que la suite est a termes strictement
positifs on peut prendre le logarithme de chacun des membres :

In(ugy1) = In (ukel/“k>

= In(ug)+In (el/“’“)
1
e 1 _
n(ug) + "

soit

1
In (ugy1) — In(ug) = |

b. On somme I’égalité précédente pour k allant de 0 an — 1 :

n—1

n—1
1
E In (ug41) — In(ug) = —
Uk
k=0 k=0

In(uy,) —In(ug) = Z ” (par télescopage)

In(u,) = Z L (car up = 1)

10. a. Soit k € N, on sait que la suite (u,) est croissante avec uy = 1, par conséquent u; > 1. On peut

ainsi appliquer ’encadrement () avec © = ug, on obtient :

1 e
— < flug) —up—1 < —
Sy = flug) — ug S

sachant que f(ug) = ug41 et en ajoutant 1 & chaque membre, on arrive a :




b. On somme chaque membre pour k allant de 0 an — 1, :
n—1 1 n—1 n—1 e
1+— < — < 1+ —.
R D S
k=0 k=0 k=0

Par télescopage :

n—1
Zuk+1_uk:un_u0:un_1a
k=0
Par linéarité :
n—1 n—1 n—1 1 1 n—1 1
1+— = 1 — = n+ - —,
D ltgm = 2 IHd g =g o
k=0 0 k=0 k=0
et de la méme maniére
n—1 n—1 1
1+— = —
Dl = mte) -
k=0 k=0
En remplacant on trouve que :
-1 n—1
1w 1 1

n—1 1

Or, on a vu que Z = In(u,,) en question 9-b), d’on
k=0

u,
1
n+ —In(u,) < up,—1 < n+eln(uy),

2
enfin en ajoutant 1 — n & chaque membre on conclut que :

1
1+ -In(u,) < up—n < 14+eln(uy)|

2
n(x In(u
11. a. Onsaitque lim wu, = 4ocoetque lim (z) = 0 par croissance comparée, d’oii| lim (un) =0\
n—-+4oo r— 400 X n—-+oo Un
b. On divise I'encadrement de la question 10-b) par u,, :
1 11 1 |
L ) o 1, In(un)
Uy 2 Up Up, Up, Unp,
. In(uy) o1 . :
or lim =0et lim — = 0, ainsi les membres de droite et de gauche tendent vers 0
n—+o0o Uy n—+00 Uy
n
lorsque n tend vers 4+oco. Par le théoréme des gendarmes, il vient que lim 1 — — = 0, soit

n—-+4oo Up,

. n .
lim — = 1. Ceci montre que ‘ Uy ~ n lorsque n tend vers 4oc0 |.
n—+00 Uy,

12. On sait que, pour tout n € N*,

n—1
1

— = In(up).

uy,

k=0

Par ailleurs, pour n voisin de +o00, on a u, = n + o(n) d’aprés la question précédente, d’ou

n—1 1
Z — = In(n+o(n))
Uk
k=0
= In(nx (14 0(1)))
= In(n)+In(1+o(1))
= In(n)+o0(1) (car In(l+ o(1)) — 0)
n—1 1
On en déduit que ™ In(n) lorsque n tend vers +oc |.
k
k=0




