
Exer
i
es de révision Sujet n°2

Exer
i
eSoit n un entier supérieur ou égal à 2On 
onsidère une urne U 
ontenant n boules numérotées de 1 à n et indis
er-nables au tou
her.On e�e
tue une suite de tirages d'une boule ave
 remise de la boule dansl'urne UPartie ISoit k un entier supérieur ou égal à 1. Pour tout i ∈ [[1;n]], on note Xi lavariable aléatoire égale au nombre d'obtentions de la boule numéro i au 
oursdes k premiers tirages.1. Soit i ∈ [[1, n]]. Donner la loi de Xi. Rappeler l'espéran
e et la varian
ede Xi2. Les variables aléatoires X1,X2, . . . ,Xn sont-elles indépendantes ?3. Soit (i, j) ∈ [[1, n]]2 tel que i 6= ja. Déterminer la loi de la variable Xi +Xj . Rappeler la varian
e de
Xi +Xjb. En déduire la 
ovarian
e du 
ouple (Xi,Xj)Pour tout entier k supérieur ou égal à 1, on note Zk la variable aléatoire égaleau nombre de numéros distin
ts obtenus au 
ours des k premiers tirages et onnote E(Zk) l'espéran
e de ZkPartie II4. Déterminer la loi de la variable Z1 et la loi de la variable Z2En déduire E(Z1) et E(Z2)

5. Soit k un entier supérieur ou égal à 1a. Déterminer P (Zk = 1) et déterminer P (Zk = k)b. Montrer, pour tout ℓ ∈ [[1, n]] :
P (Zk+1 = ℓ) =

ℓ

n
P (Zk = ℓ) +

n− ℓ+ 1

n
P (Zk = ℓ− 1)
. En déduire : E(Zk+1) =

n− 1

n
E(Zk) + 16. a. Montrer que la suite (vk)k>1 de terme général vk = E(Zk)− n estune suite géométrique.b. En déduire, pour tout entier k supérieur ou égal à 1 :

E(Zk) = n

(

1−

(

n− 1

n

)k
)Partie IIIOn suppose maintenant que n = 4 ; ainsi l'urne U 
ontient 4 boules nu-mérotées de 1 à 4Soit k un entier supérieur ou égal à 4. On se propose de déterminer la loi de

Zk7. Rappeler la valeur de P (Zk = 1). Déterminer P (Zk ≥ 5).8. Montrer : P (Zk = 2) = 6
2k − 2

4k9. On note, pour tout i de [[1; 4]], Ai l'événement :� la boule numéro i n'a pas été obtenue au 
ours des k premiers tirages �.a. Montrer : P (Zk 6 3) = 4P (A1)− 6P (A1 ∩A2)+4P (A1 ∩A2 ∩A3)b. Cal
uler P (A1), P (A1 ∩A2) et P (A1 ∩A2 ∩A3)
. En déduire : P (Zk 6 3), puis P (Zk = 3) et P (Zk = 4)
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