
Exer
i
es de révision Sujet n°2Eléments de 
orrigéPartie I.1. Si on 
onsidère que tirer le numéro i 
omme un su

ès dans une épreuve de Bernoulli (tirage d'uneboule) de paramètre 1/n (probabilité d'obtenir la boule i), Xi 
ompte le nombre de su

ès sur képreuves de Bernoulli indépendantes de paramètre 1/n, don
 Xi suit la loi binomiale B(k, 1/n) .
Xi(Ω) = [[0, k]] et : ∀s ∈ [[0, k]], P (Xi = s) =

(
k

s

)
1

ns

(
n− 1

n

)k−s .
E(Xi) =

k

n
et V (Xi) =

k(n − 1)

n22. Non, 
ar, par exemple : P ( n⋂

i=1

[Xi = 0]) = 0

) et n∏

i=1

P (Xi = 0) 6= 0.3. a. Si on 
onsidère que tirer le numéro i ou le numéro j 
omme un su

ès dans une épreuve deBernoulli (tirage d'une boule) de paramètre 2/n (probabilité d'obtenir la boule i ou la boule j),
Xi+Xj 
ompte le nombre de su

ès sur k épreuves de Bernoulli indépendantes de paramètre 2/n,don
 Xi +Xj suit la loi binomiale B(k, 2/n) .
Xi +Xj(Ω) = [[0, k]] et : ∀s ∈ [[0, k]], P (Xi +Xj = s) =

(
k

s

)(
2

n

)s(n− 2

n

)k−s .
V (Xi +Xj) =

2k(n − 2)

n2
.b. V (Xi +Xj) = V (Xi) + V (Xj) + 2Cov(Xi,Xj) donne :

Cov(Xi,Xj) =
1

2

(
2k(n − 2)

n2
− 2

k(n− 1)

n2

)

= −
k

n2Partie II.4. a. Z1 = 1 , et E(Z1) = 1 .b. Z2(Ω) = {1, 2}.
P (Z2 = 1) = 1/n (n2 issues sur 2 tirages, n 
as favorables : on pio
he la même boule au premieret au deuxième tirage).
P (Z2 = 2) = 1− P (Z2 = 1) = (n− 1)/n .
E(Z2) = 1× P (Z2 = 1) + 2× P (Z2 = 2) = (2n− 1)/n .5. a. Notons Nj le numéro de la j-ème boule tirée.
[Zk = 1] = [N2 = N1] ∩ . . . ∩ [Nk = N1] (toutes les boules tirées ont le même numéro, 
elui de lapremière boule tirée).Les k − 1 événements dans 
ette interse
tion sont indépendants et P (Nj = N1) = 1/n pour
j ∈ {2, . . . k}, don
 :

P (Zk = 1) =
1

nk−1

[Zk = k] signi�e qu'on a tiré k numéros di�érents. On remarque don
 que : P (Zk = k) = 0 si
k > n (au plus n numéros di�érents).Si 1 ≤ k ≤ n, la première boule étant tirée, pour que [Zk = k] se réalise, on a n − 1 
hoix de1



numéros sur n pour le deuxième tirage, puis n−2 
hoix sur n pour le troisième, et
... et n−(k−1)
hoix sur n pour le k-ième tirage.Don
 :
P (Zk = k) =

n− 1

n
×

n− 2

n
× . . .×

n− (k − 1)

n
.On peut é
rire 
e produit 
omme :

P (Zk = k) =
(n− 1)× . . . × (n − (k − 1))

nk−1
=

n× (n− 1)× . . .× (n− (k − 1))

nk
=

n!

(n− k)!nk
.En 
on
lusion :

P (Zk = k) =







0 si k > n

n!

(n− k)!nk
si 1 ≤ k ≤ nb. Pour 2 ≤ ℓ ≤ n, on remarque d'abord que [Zk+1 = ℓ] ne se réalise que lorsque [Zk = ℓ] (et on tireune boule déjà obtenue) OU [Zk = ℓ− 1] (et on tire une boule qu'on n'a pas en
ore obtenu).Don
 : [Zk+1 = ℓ] =

(

[Zk+1 = ℓ] ∩ [Zk = ℓ]
)⋃(

[Zk+1 = ℓ] ∩ [Zk = ℓ− 1]
).En passant aux probabilités, par in
ompatibilité :

P (Zk+1 = ℓ) = P ([Zk+1 = ℓ] ∩ [Zk = ℓ]) + P ([Zk+1 = ℓ] ∩ [Zk = ℓ− 1])

P (Zk+1 = ℓ) = PZk=ℓ(Zk+1 = ℓ)P (Zk = ℓ) + PZk=ℓ−1(Zk+1 = ℓ)P (Zk = ℓ− 1)Si [Zk = ℓ] est réalisé, alors on a pio
hé ℓ numéros distin
ts en k tirages. [Zk+1 = ℓ] est réaliséquand on pio
he au rang suivant en
ore un des ℓ numéros déjà tirés, et il y a ℓ 
hoix possibles sur
n, don
 :

P[Zk=ℓ](Zk+1 = ℓ) =
ℓ

nSi [Zk = ℓ − 1] est réalisé, alors on a pio
hé ℓ − 1 numéros distin
ts en k tirages., [Zk+1 = ℓ]est réalisé quand on pio
he au rang suivant un nouveau numéro, di�érent de 
eux tirés, et il y a
n− (ℓ− 1) 
hoix possibles sur n, don
 :

P[Zk=ℓ−1](Zk+1 = ℓ) =
n− ℓ+ 1

nDe 
e qui pré
ède, pour 2 ≤ ℓ ≤ n :
P (Zk+1 = ℓ) =

ℓ

n
P (Zk = ℓ) +

n− ℓ+ 1

n
P (Zk = ℓ− 1).

• Pour ℓ = 1, la formule donne :
P (Zk+1 = 1) =

1

n
P (Zk = 1) +

n− 1 + 1

n
P (Zk = 0) =

1

n
P (Zk = 1).Comme P (Zk = 1) = 1/nk−1 et P (Zk+1 = 1) = 1/nk, 
ette formule est en
ore juste.

• Pour ℓ = n+ 1, la formule donne :
P (Zk+1 = n+ 1) =

n+ 1

n
P (Zk = n+ 1) + 0× P (Zk = n)ave
 P (Zk+1 = n+ 1) = P (Zk = n+ 1) = 0, don
 la formule est en
ore vraie.

• Pour ℓ > n + 1, P (Zk+1 = ℓ) = P (Zk = ℓ) = P (Zk = ℓ − 1) = 0, don
 la formule est en
orevraie.Con
lusion : la formule donnée est vraie pour tout entier ℓ ≥ 1.2




. E(Zk+1) =
∑

ℓ≥1

ℓP (Zk+1 = ℓ).De la question pré
édente :
E(Zk+1) =

∑

ℓ≥1

ℓ

(
ℓ

n
P (Zk = ℓ) +

n− ℓ+ 1

n
P (Zk = ℓ− 1)

)

=
1

n

∑

ℓ≥1

ℓ2P (Zk = ℓ) +
∑

ℓ≥1

ℓP (Zk = ℓ− 1)−
1

n

∑

ℓ≥1

ℓ(ℓ− 1)P (Zk = ℓ− 1).On e�e
tue le 
hangement d'indi
e i = ℓ− 1 dans les deux dernières sommes :
E(Zk+1) =

1

n

∑

ℓ≥1

ℓ2P (Zk = ℓ) +
∑

i≥0

(i+ 1)P (Zk = i)−
1

n

∑

i≥0

(i+ 1)iP (Zk = i).On remarque que P (Zk = 0) = 0 don
 les deux dernières sommes 
ommen
ent à 1.En développant tout :
E(Zk+1) =

1

n

∑

ℓ≥1

ℓ2P (Zk = ℓ) +
∑

i≥1

iP (Zk = i)

︸ ︷︷ ︸

=E(Zk)

+
∑

i≥1

P (Zk = i)

︸ ︷︷ ︸

=1

−
1

n

∑

i≥1

i2P (Zk = i)−
1

n

∑

i≥1

iP (Zk = i)

︸ ︷︷ ︸

=E(Zk)(remarque : ∑
i≥1

P (Zk = i) = 1 = probabilité totale)et don
, en simpli�ant :
E(Zk+1) =

(

1−
1

n

)

E(Zk) + 1 =
n− 1

n
E(Zk) + 1 .6. a. vk+1 = E(Zk+1)− n =

(

1−
1

n

)

E(Zk) + 1− n.Or E(Zk) = vk + n, don
 :
vk+1 =

(

1−
1

n

)

(vk + n) + 1− n =

(

1−
1

n

)

vk + n− 1 + 1− n =

(

1−
1

n

)

vket 
e, pour tout k ∈ N
∗.Don
 (vk)k≥1 est une suite géométrique de raison q = 1− 1/n = (n− 1)/n .b. On en déduit :

∀k ∈ N
∗, vk = qk−1v1 .puis : E(Zk) = vk + n, et v1 = E(Z1)− n = 1− n don
 :

E(Zk) = n+
(n− 1)k−1

nk−1
(n− 1)

= n−
(n− 1)k

nk−1

= n− n×
(n− 1)k

nk

E(Zk) = n

(

1−

(
n− 1

n

)k
)Partie III. 3



7. a. P (Zk = 1) = 1/4k−1 .b. P (Zk ≥ 5) = 0 (au plus 4 numéros).8. Montrons la formule par ré
urren
e. Posons :
Pk : � P (Zk = 2) = 6

2k − 2

4k
�

• P1 : � P (Z1 = 2) = 0 � est vraie, 
ar Z1 = 1.
• Supposons que, pour k ≥ 1, Pk soit vraie.D'après la formule du 5.b., partie II :

P (Zk+1 = 2) =
2

4
P (Zk = 2) +

3

4
P (Zk = 1)Or P (Zk = 1) =

1

4k−1
don
, ave
 l'hypothèse de ré
urren
e :

P (Zk+1 = 2) =
2

4
× 6×

2k − 2

4k
+

3

4k

= 3×
2k − 1

4kD'autre part : 6× 2k+1 − 2

4k+1
= 3× 2×

2× (2k − 1)

4× 4k
= 3×

2k − 1

4k
.D'où P (Zk+1 = 2) = 6×

2k+1 − 2

4k+1
et Pk+1.9. a. [Z ≤ 3] si et seulement si l'un des événements A1, . . . A4 se produit. Don
 :

P (Z ≤ 3) = P

(
4⋃

i=1

Ai

)

.La formule de Poin
aré (ou du 
rible) donne :
P (Z ≤ 3) =

4∑

i=1

P (Ai)−
∑

1≤i<j≤4

P (Ai ∩Aj)+
∑

1≤i<j<ℓ≤4

P (Ai ∩Aj ∩Aℓ)−P (A1 ∩A2 ∩A3 ∩A4).Or dans 
haque somme les termes sont égaux, il su�t de 
ompter le nombre de termes :
4∑

i=1

P (Ai) = 4P (A1),

∑

1≤i<j≤4

P (Ai ∩Aj) = 6P (A1 ∩A2)

∑

1≤i<j<ℓ≤4

P (Ai ∩Aj ∩Aℓ) = 4P (A1 ∩A2 ∩A3)et P (A1 ∩A2 ∩A3 ∩A4) = 0, don
 on a bien :
P (Z ≤ 3) = 4P (A1)− 6P (A1 ∩A2) + 4P (A1 ∩A2 ∩A3).Cette valeur est 
onnue, voir 9b.

4



b. Ne pas tirer le nombre 1 se réalise à 
haque tirage ave
 une probabilité de 3/4, don
 : P (A1) =

(
3

4

)k .Ne pas tirer le nombre 1 ou 2 se réalise à 
haque tirage ave
 une probabilité de 1/2, don
 :
P (A1 ∩A2) =

(
1

2

)k .En�n, P (A1 ∩A2 ∩A3) = P (Ā4) =

(
1

4

)k .
. On exprimera les probabilités en fon
tion de ak = P (Zk = 1), bk = P (Zk = 2) et ck = P (Zk ≤ 3)obtenues pré
édemment :
P (Zk = 3) = P (Zk ≤ 3)− P (Zk ≤ 2) = ck − ak − bket :

P (Zk = 4) = 1− P (Zk ≤ 3) = 1− ck
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