Exercices de révision Sujet n°2

Eléments de corrigé

Partie 1.

3.

4.

5.

Si on considére que tirer le numéro ¢ comme un succés dans une épreuve de Bernoulli (tirage d’une
boule) de paramétre 1/n (probabilité d’obtenir la boule i), X; compte le nombre de succes sur k

épreuves de Bernoulli indépendantes de parameétre 1/n, donc ‘Xi suit la loi binomiale B(k,1/n) ‘

X,(Q) = [0,K] et : |Vs € [0,k], P(X; = 5) — <k>i <"‘ 1>H |

s/ ns n

k(n—1)

) = 2 evix) =

n

n

. Non, car, par exemple : P <(][XZ =0]) = 0) et HP(XZ- =0)#0.
i=1

i=1

a. Si on considére que tirer le numéro ¢ ou le numéro j comme un succés dans une épreuve de
Bernoulli (tirage d’une boule) de paramétre 2/n (probabilité d’obtenir la boule i ou la boule j),
X;+ X, compte le nombre de succes sur k épreuves de Bernoulli indépendantes de parameétre 2/n,
donc | X; + X suit la loi binomiale B(k,2/n) |

K\ (2\° [n—2\""*
XZ—FXJ(Q):[[O,]C]] et : VSE[[O,]C]],P(XZ‘—FX]':S): — .
s) \n n
2k(n —2)
V(X +X;) = — |

b. V’(AX'Z + Xj) = V(XZ) + V(X]) + QCOV(XZ‘,XJ‘) donne :

1 (2k(n—2) k(n—1) k
COV(XZ‘,XJ‘) = 5 < n2 —2 n2 = _ﬁ
Partie II.
a. lel,et E(Zl):1
b. Z5(Q2) ={1,2}.
‘P(ZQ =1)= 1/n‘ (n? issues sur 2 tirages, n cas favorables : on pioche la méme boule au premier
et au deuxiéme tirage).
(P(Zy=2)=1-P(Zy=1)=(n—1)/n|
|E(Z5) =1x P(Zy=1)+2x P(Zy=2) = (2n — 1)/n],
a. Notons N; le numéro de la j-éme boule tirée.

[Z = 1] = [N2 = Ni] N ... N [Ny = Np] (toutes les boules tirées ont le méme numéro, celui de la
premiére boule tirée).

Les k — 1 événements dans cette intersection sont indépendants et P(N; = N;) = 1/n pour
j€A{2,...k}, donc :
1
PZy=1)=——
( k ) nk—1

[Z) = k] signifie qu’on a tiré k numeéros différents. On remarque donc que : P(Z, = k) = 0 si
k > n (au plus n numéros différents).
Si 1 < k < n, la premiére boule étant tirée, pour que [Z; = k| se réalise, on a n — 1 choix de



numéros sur n pour le deuxiéme tirage, puis n —2 choix sur n pour le troisiéme, etc... et n—(k—1)
choix sur n pour le k-iéme tirage.

Donc : . 5 P
P(Zk:k):n_ x 1 x...xw.
n n n
On peut écrire ce produit comme :
m=1)x...x(n—(k—=1)) nxn-1)x...x(n—(k-1)) n!
(Zk = k) oy nk (n — k)lnk
En conclusion :
0 sik>n
P(Z,=k) = n! )
m Sllgkﬁgn

. Pour 2 < ¢ < n, on remarque d’abord que [Zj1 = /] ne se réalise que lorsque [Z = ¢] (et on tire
une boule déja obtenue) OU [Z; = ¢ — 1] (et on tire une boule qu’on n’a pas encore obtenu).

Donc : [Zysy = €] = ([Z,H1 = 0N [Z = e]) U ([Z,g+1 = 0N[Zy = 1]).
En passant aux probabilités, par incompatibilité :

P(Zpy1 =1) =P([Zkp =002 =1l) + P ([Zk1 =N [Z) = - 1])
P(Zk+1 = 6) = PZk:Z(Zk+1 = K)P(Zk = 6) + PZkzzfl(Zk+1 = E)P(Zk =/(— 1)

Si [Z), = {] est reéalisé, alors on a pioché ¢ numéros distincts en k tirages. [Zx41 = ¢] est réalisé
quand on pioche au rang suivant encore un des £ numéros déja tirés, et il y a £ choix possibles sur
n, donc :

14
Pz—0(Zy1 =) = -

Si [Z), = ¢ — 1] est reéalisé, alors on a pioché ¢ — 1 numéros distincts en k tirages., [Zx+1 = /]
est réalisé quand on pioche au rang suivant un nouveau numéro, différent de ceux tirés, et il y a
n — (¢ — 1) choix possibles sur n, donc :

n—~+1
n

Pz—t—1)(Zy1 = 1) =

De ce qui précede, pour 2 </ <n :

14

e Pour ¢ =1, la formule donne :

1 n—1+1 1
n n n
Comme P(Z, = 1) = 1/n*"! et P(Z41 = 1) = 1/n*, cette formule est encore juste.
e Pour £/ = n + 1, la formule donne :

n+1
P(Zk+1:n+1):

avec P(Zy11 =n+1)=P(Zy =n+1) =0, donc la formule est encore vraie.
e Pour { >n+1, P(Zyy1 =) = P(Zy ={) = P(Z, = ¢ —1) =0, donc la formule est encore
vraie.

Conclusion : la formule donnée est vraie pour tout entier £ > 1.



. BE(Zyy) =Y (P(Zpy =1).

1
De la question précédente :
n—~0+1
E(Z - - —f_
h1) = L ( =)+ - P(Z, =1 1))
£>1 )
S 2 — —/_1)_- = _ -/ _
== Ze P(Zy=10)+> (P(Zy=1L-1) - > LU —-1)P(Z =L-1).
1 >1 >1

On effectue le changement d’indice i = £ — 1 dans les deux derniéres sommes :

E(Z1) = Z@ =0+ S+ 1)P(Z = i) — %Z(i +1)iP(Ze = i),

z>1 i>0 i>0

On remarque que P(Zy = 0) = 0 donc les deux derniéres sommes commencent a 1.
En développant tout :

E(Z1) = Z CP(Zp =0)+ iP(Zy =)

e>1 i>1
=E(Zk)
1
2 2t . _
+Y _ P(% nz P(Z, = 1) nZzP(Zk i)
i>1 i>1 i>1
=1 =E(Z)

(remarque : Z P(Zy, = i) = 1 = probabilité totale)
i>1
et donc, en simplifiant :

E(Zpy) = (1 - %) E(Zy)+1="= 1E(Zk) +1}

1
a. Vgy1 = E(ZkJrl) —-—n = (1 — E) E(Zk) +1—n.
Or E(Zy) = v; +n, donc :

1 1 1
vpp1=(1—=)(yp+n)+1l—-n=(1-=|uy+n—-1+1-n=[(1-=|uv
n n n

et ce, pour tout k € N*,

Donc (vg)k>1 est une ‘ suite géomeétrique de raison g =1—1/n=(n—1)/n ‘

b. On en déduit :

Vk e N*, vy =¢" g |

puis : E(Zy) =vp +n,et v1 = E(Z1) —n=1—mn donc :

_ 1\k—
Bz =n+ "0y
B (n— 1)’“
L .
—n—nx 0D

Partie III.



7. a.|P(Zy=1)=1/4"1]

b. ‘P(Zk >5) = 0‘ (au plus 4 numéros).

8. Montrons la formule par récurrence. Posons :

ok _ 9

Pr: «P(Z,=2)=6 1

»
e P «P(Zy =2)=0» est vraie, car Z; = 1.
e Supposons que, pour k > 1, Pj. soit vraie.

D’aprés la formule du 5.b., partie II :

2 3

Or P(Zr=1)= = donc, avec 'hypothése de récurrence :
2 2k—2 3
P(Zg41=2) = X6x—(—+
2k —1
=3 X G
2k+1 9 2 x (28 —1) 2k —1
D’autrepart:GXW:ZiXQXw:?)xT.
9k+1 _ 9
D’ou P(Zk+1 = 2) =6 X W et Pk;+1.

9. a. [Z <3]siet seulement si 'un des événements A, ... A4 se produit. Donc :

4
P(Z <3) :P(UAZ) :
=1

La formule de Poincaré (ou du crible) donne :

4
P(ZS?)):ZP(Az)_ Z P(AZHAJ)—F Z P(AiﬂAjﬂAg)—P(AlﬂAgmAgmA4).

i=1 1<i<j<4 1<i<j<t<4

Or dans chaque somme les termes sont égaux, il suffit de compter le nombre de termes :

> P(Ai) = 4P(A),

i=1

Z P(AZQAJ) :6P(A1ﬂA2)
1<i<j<4

Z P(AiﬂAijg):ﬁlp(AlmAzﬂAg)
1<i<j<t<4

et P(Ay N AyN Az Ay) =0, donc on a bien :

P(Z < 3) :4P(A1) —6P(A1 ﬂAg) +4P(A1ﬂA2ﬂA3).

Cette valeur est connue, voir [9b]



k
3
b. Ne pas tirer le nombre 1 se réalise & chaque tirage avec une probabilité de 3/4, donc :| P(A;) = <—> .

4
Ne pas tirer le nombre 1 ou 2 se réalise & chaque tirage avec une probabilitée de 1/2, donc :
k
1
P(A1 ﬂAg) = <§> .
- 1\ %
Enfin, P(Al N Ay N Ag) = P(A4) = (Z) .

c. On exprimera les probabilités en fonction de ay = P(Z; = 1), by = P(Z, = 2) et ¢, = P(Z), < 3)
obtenues précédemment :

et :




