
Exer
i
es de révision Sujet n°3Exer
i
eSoit A =
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et V = t(0 1 − 1) (ve
teur 
olonne).Si λ est une valeur propre d'une matri
e M , on note Eλ(M) le sous-espa
epropre asso
ié.Partie I : rédu
tion de A1. a. En raisonnant sur les 
olonnes de A, justi�er que A n'est pas in-versible.b. En déduire sans 
al
ul une valeur propre λ1 de A, puis montrerque U = t(0, 1,−2) est une base du sous-espa
e propre asso
ié.2. Cal
uler A3 − 2A2 et en déduire le spe
tre de A3. Justi�er brièvement que A n'est pas diagonalisable.4. Soit P =
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a. Montrer que P est inversible et 
al
uler P−1b. Soit T = P−1AP . Véri�er que T =


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Partie II : résolution d'un système di�érentiel linéaireOn 
onsidère le système di�érentiel linéaire :
S ∀t ∈ R,
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x′1 = x1

x′
2

= x1 +2x2 +x3

x′3 = 2x1 −2x2 −x3

d'in
onnues x1, x2, x3, fon
tions de 
lasse C1 sur ROn pose ∀t ∈ R, X(t) = t(x1(t) x2(t) x3(t)) et
X ′(t) = t(x′

1
(t) x′

2
(t) x′

3
(t)) (matri
es 
olonnes).On remarquera que S s'é
rit matri
iellement : ∀t ∈ R, X ′(t) = AX(t)On pose en�n ∀t ∈ R, Y (t) = P−1X(t) = t(y1(t) y2(t) y3(t))5. Montrer que X est solution de S si, et seulement si Y est solution dusystème : S ′ : ∀t ∈ R, Y ′(t) = TY (t)6. Soit λ ∈ R. Véri�er que t 7→ λtet est solution de l'équation di�érentielle :

∀t ∈ R, y′(t) = y(t) + λet7. Résoudre S ′ puis S8. Déterminer les états d'équilibre des solutions de S. Sont-ils stables ?Partie III : re
her
he d'un 
ommutant.Dans 
ette partie, on note, pour une matri
e M quel
onque, C(M) l'en-semble des matri
es X ∈ M3(R) qui 
ommutent ave
 M , 
'est-à-dire :

C(M) = {X ∈ M3(R) |MX = XM}9. Montrer que, pour toute matri
e M ∈ M3(R), C(M) est un sous-espa
eve
toriel de M3(R)10. Soit X ∈ M3(R) et Y = P−1XPMontrer que :
X ∈ C(A) ⇐⇒ Y ∈ C(T )11. Montrer que : C(T ) = 
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, (a, b, c) ∈ R
3
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En déduire une base de C(T )12. Déterminer la dimension de C(A) et indiquer une base de 
et espa
eve
toriel.


