
Exer
i
es de révision Sujet n°3 Eléments de 
orrigé1. a. Les deux dernières 
olonnes de A sont proportionnelles, don
 la famille des ve
teurs 
olonnes de
A n'est pas libre : A n'est pas inversible.b. Comme A n'est pas inversible, 0 ∈ Sp(A).On résout le système linéaire AX = 0M3,1(R) d'in
onnue X = t(x1, x2, x3) pour trouver :

E0(A) = Vect

(

t(0,−
1

2
, 1)

)

= Vect(U)2. A3 − 2A2 = −A, don
 X3 − 2X2 +X est un polyn�me annulateur de A.
x3 − 2x2 + x = si, et seulement si x = 0 ou x = 1, don
 Sp(A) ⊂ {0, 1}.On sait déjà que 0 ∈ Sp(A).On résout le système linéaire AX = X d'in
onnue X = t(x1, x2, x3) pour trouver : 1 ∈ Sp(A) et

E1(A) = Vect
(

t(0,−1, 1)
) de dimension 1.Con
lusion : Sp(A) = {0, 1} .3. Question qui n'est plus dans l'esprit du programme. A n'est pas diagonalisable 
ar nous n'avons � pasassez � de ve
teurs propres (la somme des dimensions des sous-espa
es propres vaut 2) : 
omme An'admet que deux sous-espa
es propres, 
ha
un de dimension 1, nous ne pourrons pas 
onstituer debase de ve
teurs propres.Réda
tion quand même possible (� ave
 nos moyens �).Supposons que A soit diagonalisable. Alors il existerait une base (C1, C2, C3) de M3,1(R) formée deve
teurs propres de A.Comme le spe
tre de A n'admet que deux valeurs propres, deux de 
es ve
teurs sont dans le mêmesous-espa
e propre (E0(A) ou E1(A)) et 
omme ils forment une famille libre, 
e sous-espa
e propre estde dimension au moins 2.Or tous les sous-espa
es propres de A sont de dimension 1 : 
ontradi
tion.Con
lusion : A n'est pas diagonalisable.4. a. P−1 =











3 −1 −1

−6 2 1

4 0 0











. On véri�era au brouillon que PP−1 = I3.b. Cal
ul.Partie II.5. X = PY est solution de S ssi : PY ′ = PTP−1PY soit Y ′ = TY .6. Cal
ul.7. Posons Y = t(y1 y2 y3)

Y ′ = TY ssi :


















y′1 = 0 (1)

y′2 = y2 + y3 (2)

y′3 = y3 (3)1



(1) donne : ∃c1 ∈ R, ∀t ∈ R, y1(t) = c1.
(3) donne : ∃c3 ∈ R, ∀t ∈ R, y3(t) = c3e

t.
(2) s'é
rit alors : y′2 = y2 + c3e

t.D'après la question pré
édente, φ : t 7−→ c3te
t est solution de (2).Les solutions homogènes de (2) sont de la forme t 7−→ c2e

t ave
 c2 ∈ R.Don
 y2 est solution de (2) si, et seulement si :
∃c3 ∈ R, ∀t ∈ R, y2(t) = (c2 + c3t)e

t.Con
lusion : Y est solution de S ′ si, et seulement si : il existe trois réels c1, c2, c3 tels que :
∀t ∈ R, Y (t) =











c1

(c2 + tc3)e
t

c3e
t









On en déduit : X est solution de S si, et seulement si : il existe trois réels c1, c2, c3 tels que :
∀t ∈ R, X(t) = PY (t) =













1

4
c3e

t

c1 + (c2 + (
3

4
+ t)c3)e

t

−2c1 − (c2 + c3t)e
t











8. AX = 0 ssi X ∈ Vect(U) don
 les états d'équilibres sont les ve
teurs proportionnels à U .Ils ne sont pas stables, 
ar une des valeurs propres de A est > 0.Partie III.9. La matri
e nulle d'ordre 3 est dans C(M) don
 C(M) n'est pas vide.Soit X,Y deux matri
es de C(M) et λ ∈ R.Posons Z = λX + Y .Alors MZ = λMX +MY .Comme MX = XM et MY = YM : MZ = λXM + YM = ZM : don
 Z ∈ C(M).Con
lusion : C(M) est un sous-ensemble de M3(R), non vide et stable par 
ombinaison linéaire : 
'estdon
 un sous-espa
e ve
toriel de M3(R).10. AX = XA ⇐⇒ (PTP−1)(PY P−1) = (PY P−1)(PTP−1) ⇐⇒ P (TY )P−1 = P (Y T )P−1 ⇐⇒ TY =
Y T .Don
 X ∈ C(A) ⇐⇒ Y ∈ C(T ) .11. On pose Y = (yi,j) ∈ M3(R).On 
al
ule :

TY =











0 0 0

y2,1 + y3,1 y2,2 + y3,2 y2,3 + y3,3

y3,1 y3,2 y3,3











Y T =











0 y1,2 y1,2 + y1,3

0 y2,2 y2,2 + y2,3

0 y3,2 y3,2 + y3,3









2



Don
 Y T = TY si, et seulement si :
y1,2 = y1,3 = y2,1 = y3,1 = y3,2 = 0

y2,2 = y3,3(pas d'autres 
onditions sur les autres 
oe�
ients), 
e qui donne Y de la forme :
Y =











y1,1 0 0

0 y2,2 y2,3

0 0 y2,2









d'où le résultat.On en déduit :
C(T ) = Vect(M1,M2,M3)ave
 : M1 =











1 0 0

0 0 0

0 0 0











, M2 =











0 0 0

0 1 0

0 0 1











, M3 =











0 0 0

0 0 1

0 0 0











.On véri�era que (M1,M2,M3) est libre, 
'est don
 une base de C(T ) .12. Y ∈ C(T ) ssi il existe trois réels a, b, c tels que :
Y = aM1 + bM2 + cM3.Don
 : X ∈ C(A) ssi il existe trois réels a, b, c tels que :

X = aPM1P
−1 + bPM2P

−1 + cPM3P
−1.En posant Ni = PMiP

−1 pour i ∈ [[1, 3]], (N1, N2, N3) est une famille génératri
e de C(A).De plus aN1+bN2+cN3 = 0 implique aM1+bM2+cM3 = 0 don
 a = b = c : (N1, N2, N3) est don
 libre.Con
lusion : (N1, N2, N3) est une base de C(A), qui est don
 de dimension 3.
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