Exercices de révision Sujet n°3 Eléments de corrigé

1. a. Les deux derniéres colonnes de A sont proportionnelles, donc la famille des vecteurs colonnes de
A n’est pas libre : | A n’est pas inversible. ‘

b. Comme A n’est pas inversible, 0 € Sp(A).
On résout le systeme linéaire AX = 04, ,(g) d'inconnue X = (21,22, x3) pour trouver :

Fo(A) = Vect <t(o, —%, 1)) — Vect(U)

2. A% —24%2 = — A, donc X? — 2X? + X est un polynéme annulateur de A.
23 — 222 + x = si, et seulement si z = 0 ou 2 = 1, donc Sp(A4) C {0, 1}.

On sait déja que 0 € Sp(A).

On résout le systéme linéaire AX = X d’inconnue X = *(z1, z, z3) pour trouver : |1 € Sp(A)| et

Eq(A) = Vect (*(0,~1,1))  de dimension 1.

Conclusion : ‘ Sp(A4) = {0,1} ‘

3. Question qui n’est plus dans 'esprit du programme. A n’est pas diagonalisable car nous n’avons « pas
assez » de vecteurs propres (la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 2) : comme A
n’admet que deux sous-espaces propres, chacun de dimension 1, nous ne pourrons pas constituer de
base de vecteurs propres.

Reédaction quand méme possible (« avec nos moyens » ).

Supposons que A soit diagonalisable. Alors il existerait une base (Cj,Cs,C3) de M3 (R) formée de
vecteurs propres de A.

Comme le spectre de A n’admet que deux valeurs propres, deux de ces vecteurs sont dans le méme
sous-espace propre (Ey(A) ou E1(A)) et comme ils forment une famille libre, ce sous-espace propre est
de dimension au moins 2.

Or tous les sous-espaces propres de A sont de dimension 1 : contradiction.

Conclusion : A n’est pas diagonalisable.
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4. a. P 1= -6 2 1 . On vérifiera au brouillon que pPp1l= 1.
4 0 0
b. Calcul.
Partie II.

5. X = PY est solution de S ssi : PY' = PTP™'PY soit Y/ =TY.
6. Calcul.
7. Posons Y ="(y1 w2 u3)

Y'=TY ssi:
y1 =0 (1)
Yo =y2+us (2)
Ys =93 3)



(1) donne : 3¢y € R, VteR, wyi(t) =c1.
(3) donne : Iez3 €R, VteR, y3(t) = czel.
(2) s’écrit alors : yh = yo + ce’.

D’aprés la question précédente, ¢ : ¢ — c3te’ est solution de (2).
Les solutions homogénes de (2) sont de la forme t — coe’ avec ¢y € R.

Donc yo est solution de (2) si, et seulement si :

Jes €R, VEER, yot) = (co + cst)e

Conclusion : Y est solution de S’ si, et seulement si : il existe trois réels ¢y, cg, c3 tels que :

VEeR, Y(t)= | (c3+ teg)e!

On en déduit : X est solution de S si, et seulement si : il existe trois réels ci, co, c3 tels que :

1
—Cget

4
VieR, X(t)=PY(@t)=|c¢ + (co + (% + t)c;:,)et

—2c1 — (CQ + c;»,t)et

. AX =0ssi X € Vect(U) donc les états d’équilibres sont les vecteurs proportionnels & U.
Ils ne sont pas stables, car une des valeurs propres de A est > 0.

Partie III.

. La matrice nulle d’ordre 3 est dans C(M) donc C(M) n’est pas vide.
Soit X,Y deux matrices de C(M) et X € R.
Posons Z = X +Y.

Alors MZ = AMX + MY.

Comme MX = XM et MY =YM : MZ = XXM +YM = ZM : donc Z € C(M).

Conclusion : C(M) est un sous-ensemble de M3(R), non vide et stable par combinaison linéaire : c’est
donc un sous-espace vectoriel de M3(R).

. AX = XA < (PTPY(PYP!) = (PYP ) (PTP!) <= P(TY)P"! = PYT)P! <= TY =
YT.
Donc | X € C(A) <= Y €(C(T)|

. On pose Y = (y; ;) € M3(R).

On calcule :
0 0 0 0 v12 yi2+tvy13
TY = | yo1+y31 Yo2+Ys2 Y23+ Y33 YT =10 yo2 v22+y23
Y31 Y3,2 Y3,3 0 ys2 ys2+tyss



Donc YT =TY si, et seulement si :
Yi2=Y13="Y21=Y31=y32=0

Y2,2 = Y3,3

(pas d’autres conditions sur les autres coefficients), ce qui donne Y de la forme :

y11 O 0
Y=10 w2 y23
0 0 w22

d’ou le résultat.
On en déduit :
C(T) = Vect(Ml, M2, Mg)

100 00 0 000
avec: | Mi=10 0 0|, Ma=1]0 1 0|, M3=1]0 0 1
00 0 00 1 00 0

On vérifiera que | (M1, Ma, M3) est libre, c’est donc une base de C(T') |

. Y € C(T) ssi il existe trois réels a, b, ¢ tels que :
Y =aMy +bM5 + CMg.

Donc : X € C(A) ssi il existe trois réels a, b, ¢ tels que :

X = aPMP '+ bPMyP~ ! + ¢cPMsP~ L.
En posant N; = PM; P! pour i € [1,3], (N1, No, N3) est une famille génératrice de C(A).

De plus aN1+bN2+cN3 = 0 implique aM;+bMo+cMs = 0 donc a = b = ¢ : (N1, Na, N3) est donc libre.

Conclusion : (Ny, Ny, N3) est une base de C(A), qui est donc de dimension 3. ‘




