
Informatique - TP 13 9 - 13 mars 2026Méthode de Monte-Carlo - loi faible des grands nombresCorrigé Code de partage ave
 Capytale : d31a-9959885On utilisera les bibliothèques suivantes :import numpy as npimport numpy.random as rdUne méthode de Monte-Carlo 
onsiste à faire un grand nombre de réalisations numériques d'unphénomène aléatoire pour appro
her une espéran
e. L'idée est fondée sur la loi faible des grandsnombres, dont la tradu
tion pratique 
onsiste à dire que, étant donnée une variable admettant unmoment d'ordre 2, (xk)k∈N une suite de réalisations indépendantes de la loi de X , alors, pour n� grand � :
1

n

n
∑

k=1

xk ≈ E(X)et plus n augmente, meilleure est l'approximation d'après la loi faible des grands nombresComme nous l'avons vu, la valeur 1

n

n
∑

k=1

xk est appelée moyenne empirique.Exer
i
e 11. 
réer une fon
tion Tirage1(p) qui simule la loi B(p) modélisant le jeu du Pile ou Fa
e ave
une probabilité p d'obtenir Pile sur un lan
er.Il s'agit simplement de simuler une loi de Bernoulli de paramètre pdef Tirage1(p):return rd.binomial(1,p)2. 
réer une fon
tion Simulation(N, p) qui simule N lan
ers et renvoie la fréquen
e d'apparitionde Pile sur 
es N lan
ers.On utilisera une bou
le for et un 
ompteur Pile qui 
omptera le nombre de Pile.On véri�era que la valeur renvoyée se rappro
he de p lorsqu'on augmente la valeur de NOn 
rée un 
ompteur et on réalise simplement 100 fois la fon
tion pré
édente (pour 
ela onaurait pu utiliser une loi binomiale) et on ajoute le résultat de la fon
tion Tirage1 (qui renvoie 1en 
as de su

ès). La fon
tion renvoie le nombre de � su

ès � divisé par le nombre d'expérien
e(la fréquen
e).def Simulation(N, p):
=0for i in range(N):
=
+Tirage1(p)return 
/NOn peut ensuite tester, par exemple ave
 Simulation(100,0.7), Simulation(1000,0.7)...Exer
i
e 2 1
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On 
onsidère une urne 
ontenant n boules noires et b boules blan
hes (b > 2). On e�e
tue des tiragessans remise d'une boule dans l'urne et on note :
• X le rang d'apparition de la première boule blan
he,
• Y le rang d'apparition de la deuxième boule blan
he.1. Dé�nir une fon
tion SimX(n, b) qui simule une réalisation de la variable XAttention il ne s'agit pas d'une loi géométrique puisque les tirages su

essifs se font sans remise.On peut tester par exemple ave
 [SimX(8,2) for k in range(10)℄def SimX(n, b):t=n+b # total de boules
=1 # 
ompteur de tirageswhile rd.randint(1,t+1)>b : # on 
onsidère que les b premières sont lesblan
hest=t-1 # on retire une boule (noire)
=
+1return 
2. Compléter la fon
tion suivante simulant une réalisation de YUne fois la première boule blan
he, il s'agit à nouveau de la même expérien
e ave
 des 
onditionsinitiales di�érentes : si x est le rang d'apparition de la première boule blan
he, 
ela signi�equ'une boule blan
he a été tirée et x−1 noires, il reste alors b−1 boules blan
hes et n− (x−1)boules noires, d'où le programme suivant (qui réutilise la fon
tion pré
édente) :def SimY(n, b):x=SimX(n,b)return x+SimX(n-x+1,b-1)On peut tester par exemple ave
 [SimY(8,2) for k in range(10)℄Dans 
e 
as, Y ne peut prendre que des valeurs entre 2 et N3. Véri�er que, pour tous entiers k et ℓ tels que 1 6 k 6 ℓ :

(

ℓ

k

)

=
ℓ

k

(

ℓ− 1

k − 1

)Pour démontrer l'égalité, il su�t d'utiliser la formule des 
oe�
ients binomiaux ave
 les fa
to-rielles.Puis dé�nir une fon
tion ré
ursive 
oefbin(k, l) qui 
al
ule le 
oe�
ient binomial (ℓ

k

)On utilise la formule pré
édente et il faut donner une 
ondition d'arrêt (si k = 0) :def 
oefbin(k,l):if k==0:return 1else :return l/k*
oefbin(k-1,l-1)4. On 
onsidère la fon
tion suivante :def simulationX(n, b):L=np.zeros(n+2)for i in range (10000):x= SimX(n, b)L[x℄ +=1/10000return L 2



(a) Que 
ontient le ve
teur ligne L ?Le ve
teur ligne 
ontient les fréquen
es de 
haque rang d'apparition après 10 000 expé-rien
es(b) On montre que : P (X = k) =

(

n−k+b

b−1

)

(

n+b

b

) pour k ∈ {1, . . . n+ 1}E
rire une fon
tion LoiX(n, b) renvoyant un ve
teur ligne 
ontenant les valeurs P (X =
0), . . . , P (X = n)On utilisera la fon
tion 
oefbin et on remarquera que P (X = 0) = 0On utilise la formule 
i-dessus et on 
rée de manière itérative les termes de la liste (onaurait aussi pu le faire ave
 l'é
riture synthétique) :def LoiX(n, b):L=[0℄for k in range(1,n+2):L.append(
oefbin(b-1,n-k+b)/
oefbin(b,n+b))return LOn peut tester ave
 LoiX(8,2)(
) Véri�er le résultat pré
édent par simulation à l'aide de la fon
tion simulationXOn exé
ute simulationX(8,2) et on véri�e que les résultats de la simulation (de l'expé-rien
e) sont pro
hes des valeurs théoriques de la question pré
édente.Pour bien faire, on représente les deux séries de valeurs à l'aide de diagrammes en bâtons.x=[k for k in range(10)℄y1=LoiX(8,2)y2=simulationX(8,2)import matplotlib.pyplot as pltplt.bar(x,y1)plt.bar(x,y2,width=0.5)plt.show()5. On veut 
ompléter la fon
tion simulationX pour appro
her la loi de Y(a) Compléter 
ette fon
tion.def SimulationXY(n, b):LXY=np.zeros([n+3, n+3℄)for i in range (10000):x= SimX(n, b)y = ...LXY[x, y℄= ...return LXY(b) On montre que : P (Y = i) = (i− 1)×

(n+b−i

b−2 )
(n+b

b
)

pour i ∈ {2, . . . n+ 2}Véri�er 
e résultat par simulation.6. Compléter la fon
tion suivante pour simuler la loi du 
ouple (X, Y )def SimulationXY(n, b):LXY=np.zeros([n+3, n+3℄)for i in range (10000):x= SimX(n, b)y = ...LXY[x, y℄= ...return LXY
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