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Exer
i
e 1

Dans tout 
et exer
i
e, on �xe a un réel stri
tement supérieur à 1. On dé�nit pour tout n ∈ N la fon
tion

polynomiale fn par

fn : x 7→ 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
=

n∑

k=0

xk

k!

1. a. En notant pour tout réel x et pour tout entier naturel k, tk(x) =
xk

k!
, exprimer pour k un entier naturel

non nul, tk(x) en fon
tion de tk−1(x), x et k.

Solution :

Soit x ∈ R �xé. Pour tout k ≥ 1, on a k! = (k − 1)! × k don
 :

tk(x) =
xk

k!
=

xk−1

(k − 1)!
× x

k
= tk−1(x)×

x

k

b. Re
opier et 
ompléter la fon
tion S
ilab suivante qui, prenant en entrée les valeurs de l'entier n et du

réel x renvoie la valeur de fn(x).

fun
tion S = f(n,x)

t= 1 // t=t_0(x)

S= 1 // S=f(0,x)

for k = 1:n

t = t * .....

S = ......

end

endfun
tion

Solution :

Soit x ∈ R �xé. Sa
hant qu'on a la relation de ré
urren
e : pour tout k ≥ 1 : fk(x) = fk−1(x) + tk(x),
on 
omplète la fon
tion ainsi :

fun
tion S = f(n,x)

t= 1 // t=t_0(x)

S= 1 // S=f(0,x)

for k = 1:n

t = t * x/k

S = S + t

end

endfun
tion

2. Justi�er que, pour tout entier n stri
tement positif, l'équation fn(x) = a admet une unique solution sur R
+
,

que l'on note un.

Solution :

fn est une fon
tion polynomiale don
 dé�nie et de 
lasse C1
sur R.

Et ∀x ∈ R �xé, f ′n(x) = 0 +

n∑

k=1

kxk−1

k!
=

n∑

k=1

xk−1

(k − 1)!
=

n−1∑

j=0

xj

j!
, en ayant posé j = k − 1.

Et pour tout x > 0, f ′n(x) > 0. Par 
onséquent, fn est stri
tement 
roissante sur ]0;+∞[. Et, étant 
ontinue
sur R

+
, elle est stri
tement 
roissante sur R

+
.

La fon
tion fn est 
ontinue et stri
tement 
roissante sur R
+
; elle réalise don
 une bije
tion de [0;+∞[ sur

[fn(0); lim
x→+∞

fn(x)[= [1;+∞[.
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En e�et, 
omme fon
tion polynomiale, lim
x→+∞

fn(x) = lim
x→+∞

xn

n!
= +∞. Et fn(0) = 1.

Par 
onséquent pour tout a > 1, a ∈ [1;+∞[ don
 il existe un unique réel x ∈ R
+
solution de l'équation

fn(x) = a.

3. a. Soit x un réel positif.

Montrer que la suite (fn(x))n≥1 est 
roissante et déterminer sa limite.

Solution : Soit x ≥ 0.

Pour tout n ∈ N : fn+1(x)− fn(x) =
xn+1

(n+ 1)!
; et puisque x est positif, on a fn+1(x)− fn(x) ≥ 0.

la suite (fn(x))n≥1 est 
roissante

On re
onnaît dans l'expression de fn(x) la somme partielle de la série exponentielle, série 
onvergente

pour tout x ∈ R. Don
 lim
n→+∞

fn(x) = ex

b. En déduire la monotonie de la suite (un)n≥1

Solution :

Soit n ∈ N, un ≥ 0 don
 d'après la question pré
édente, fn+1(un) ≥ fn(un). Don
 fn+1(un) ≥ a, 
ar
fn(un) = a.

Mais on a aussi fn+1(un+1) = a. Don
 fn+1(un) ≥ fn+1(un+1).

Mais 
omme la fon
tion fn+1 est stri
tement 
roissante sur R
+

et que un et un+1 sont dans R
+
, on a

fn+1(un) ≥ fn+1(un+1) implique un ≥ un+1.

Par 
onséquent, la suite (un)n≥1 est dé
roissante


. Démontrer que la suite (un)n≥1 
onverge.

Solution :

La suite (un)n≥1 est dé
roissante et minorée par 0 puisque tous ses termes sont dans R
+
(
f Q.2) don


la suite (un)n≥1 
onverge vers une limite ℓ ≥ 0.

4. a. Montrer que pour tout n ≥ 1, ln(a) ≤ un.

Solution :

On a vu que pour x ≥ 0, la suite (fn(x)) est 
roissante et 
onverge vers ex. Don
 ∀n ≥ 1, fn(x) ≤ ex.

Puisque a > 1, on a ln(a) > 0, et on peut lui appliquer la propriété pré
édente : ∀n ≥ 1, fn(ln(a)) ≤ a.

Mais sa
hant que a = fn(un) et que la fon
tion fn est stri
tement 
roissante sur R
+
et que un et ln(a)

sont dans R
+
, on a fn(ln(a)) ≤ fn(un) implique ln(a) ≤ un.

pour tout n ≥ 1, ln(a) ≤ un

b. Soit K un réel positif et minorant la suite (un)n≥1. Montrer que eK ≤ a.

Solution :

Pour tout n ≥ 1, 0 ≤ K ≤ un, or fn est 
roissante sur R
+
, don
 on a : fn(K) ≤ fn(un). C'est à dire

fn(K) ≤ a.

Mais 
omme la suite (fn(K)) 
onverge vers eK , on a par inégalités sur les limites : eK ≤ a


. Déduire des questions pré
édentes que lim
n→+∞

un = ln(a).

Solution :

On a vu que ∀n ≥ 1, ln(a) ≤ un don
 en notant ℓ = lim
n→+∞

un, on obtient par inégalités sur les limites :

ln(a) ≤ ℓ.

Mais 
omme (un) est dé
roissante, ℓ est un minorant de la suite, et d'après la question 4.b) on a don


eℓ ≤ a.

Don
 par 
roissan
e de la fon
tion ln sur R
+∗
, on a ℓ ≤ ln(a).
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De 
es deux inégalités, on en déduit que ℓ = lim
n→+∞

un = ln(a)

On note pour tout n ∈ N et x ∈ R :

Rn(x) =

∫ x

0
et

(x− t)n

n!
dt

5. a. Justi�er que la suite (un)n≥1 est bornée.

On 
onsidère dorénavant un réel M stri
tement positif véri�ant :

∀n ∈ N
∗, |un| ≤ M

Solution :

La suite (un)n≥1 
onverge don
 elle est bornée.

Autre méthode :

La suite (un)n≥1 est dé
roissante et minorée par 0 don
 elle est bornée : ∀n ≥ 1, 0 ≤ un ≤ u1 ; ave

u1 = a− 1.

b. Justi�er que pour tout n ∈ N
∗
,

|Rn (un)| ≤ eM
Mn+1

(n+ 1)!

Solution :

Soit n ≥ 1 �xé. On a 0 ≤ un.

Pour tout t ∈ [0;un], on a d'après 
e qui pré
ède 0 ≤ t ≤ un ≤ M . Don
 par 
roissan
e de l'exponentielle

sur R, 0 ≤ et ≤ eun ≤ eM .

Don
 0 ≤ et
(un − t)n

n!
≤ eun

(un − t)n

n!
≤ eM

(un − t)n

n!
.

Les fon
tions t 7→ et
(un − t)n

n!
et t 7→ eM

(un − t)n

n!
sont 
ontinues sur le segment [0, un] don
 par 
rois-

san
e de l'intégrale, dans le sens 
roissant des bornes, on a : 0 ≤ Rn (un) ≤ eM
∫ un

0

(un − t)n

n!
dt

Don
 en parti
ulier, |Rn (un)| = Rn (un).

Et sa
hant que

∫ un

0

(un − t)n

n!
dt =

∫ un

0

(x)n

n!
dx =

un+1
n

(n+ 1)!
et 0 ≤ un+1

n ≤ Mn+1
, on a :

|Rn (un)| ≤ eM
Mn+1

(n+ 1)!


. En déduire que

Rn (un) =
n→+∞

o

(
1

n2

)

Solution :

lim
n→+∞

n2 Mn+1

(n + 1)!
= 0 par 
roissan
e 
omparées des suites usuelles. Don


Rn (un) =
n→+∞

o

(
1

n2

)

6. a. Justi�er que pour tout x ∈ R et pour tout n ∈ N :

ex = fn(x) +Rn(x)

Solution :

Soit n ∈ N �xé.
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La fon
tion ϕ : t 7→ et est de 
lasse Cn+1
sur R. Ave
 pour tout k ∈ J0;n+1K, pour tout t ∈ R, ϕ(k)(t) = et

et ϕ(k)(0) = 1.

Don
 d'après la formule de Taylor ave
 reste intégral :

∀x ∈ R, ex = ϕ(x) =
n∑

k=0

ϕ(k)(0)

k!
xk +

∫ x

0
ϕ(n+1)(t)

(x− t)n

n!
dt = fn(x) +Rn(x)

b. En se rappelant que fn(un) = a pour tout n de N
∗
, déduire des deux questions pré
édentes que

un =
n→+∞

ln(a) + o

(
1

n2

)

Solution :

D'après la question pré
édente : un = ln (fn(un) +R(un)) = ln (a+Rn(un)) = ln (a)+ln

(

1 +
1

a
Rn(un)

)

Et sa
hant que Rn(un) tend vers 0 d'après la question 5.
), on a ln

(

1 +
1

a
Rn(un)

)

∼
n→+∞

1

a
Rn(un) et

1

a
Rn(un) =

n→+∞
o

(
1

n2

)

; don
 ln

(

1 +
1

a
Rn(un)

)

=
n→+∞

o

(
1

n2

)

. Et ainsi,

un =
n→+∞

ln(a) + o

(
1

n2

)

7. a. Justi�er que, pour tout x ∈ R et pour tout n ∈ N :

ex = fn(x) +
xn+1

(n+ 1)!
+

∫ x

0
et
(x− t)n+1

(n+ 1)!
dt

Solution :

C'est la question 6.a é
rite à l'ordre n+ 1 : sa
hant que fn+1(x) = fn(x) +
xn+1

(n+ 1)!
.

∀x ∈ R,∀n ∈ N, ex = fn(x) +
xn+1

(n+ 1)!
+

∫ x

0
et
(x− t)n+1

(n+ 1)!
dt

b. En déduire que :

eun =
n→+∞

a+
un+1
n

(n + 1)!
+ o

(
un+1
n

(n+ 1)!

)

Solution :

D'après la question pré
édente : ∀n ∈ N, eun = fn(un) +
un+1
n

(n+ 1)!
+

∫ un

0
et
(un − t)n+1

(n + 1)!
dt

Et fn(un) = a. Montrons que

∫ un

0
et
(un − t)n+1

(n+ 1)!
dt =

n→+∞
o

(
un+1
n

(n + 1)!

)

.

Par 
roissan
e de l'intégrale, dans le sens 
roissant des bornes :

0 ≤
∫ un

0
et
(un − t)n+1

(n + 1)!
dt ≤ eM

∫ un

0

(un − t)n+1

(n+ 1)!
dt

don
 0 ≤
∫ un

0
et
(un − t)n+1

(n + 1)!
dt ≤ eM

(un)
n+2

(n+ 2)!
.

Or eM
(un)

n+2

(n+ 2)!
= eM

(un)
n+1

(n+ 1)!
× un

n+ 2
≤ eM

(un)
n+1

(n+ 1)!
× M

n+ 2
.

Et lim
n→+∞

M

n+ 2
= 0 don


∫ un

0
et
(un − t)n+1

(n + 1)!
dt =

n→+∞
o

(
un+1
n

(n+ 1)!

)

. Ainsi,

eun =
n→+∞

a+
un+1
n

(n + 1)!
+ o

(
un+1
n

(n+ 1)!

)
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. Justi�er que

un+1
n

(n+ 1)!
∼

n→+∞

(ln(a))n+1

(n+ 1)!
, puis que lim

n→+∞

un+1
n

(n + 1)!
= 0.

Solution :

un+1
n

(ln(a))n+1
= e

(n+1) ln
(

un

ln(a)

)

et

un
ln(a)

=
n→+∞

1 + o

(
1

n2

)

don
 ln

(
un

ln(a)

)

=
n→+∞

o

(
1

n2

)

; don
 (n+ 1) ln

(
un

ln(a)

)

=
n→+∞

o

(
1

n

)

.

Don
 lim
n→+∞

(n+ 1) ln

(
un

ln(a)

)

= 0 et don
 par 
omposition des limites, lim
n→+∞

e
(n+1) ln

(

un

ln(a)

)

= 1.

Don
 lim
n→+∞

un+1
n

(ln(a))n+1
= 1. Soit un+1

n ∼
n→+∞

(ln(a))n+1
.

Et par 
onséquent, par produits d'équivalents :

un+1
n

(n+ 1)!
∼

n→+∞

(ln(a))n+1

(n+ 1)!

Par 
roissan
es 
omparées, lim
n→+∞

(ln(a))n+1

(n+ 1)!
= 0 don
 lim

n→+∞

un+1
n

(n + 1)!
= 0

d. En déduire �nalement que :

un − ln(a) ∼
n→+∞

(ln(a))n+1

a(n+ 1)!

Solution :

D'après 7.b) un = ln (eun) = ln

(

fn(un) +
un+1
n

(n+ 1)!
+

∫ un

0
et
(un − t)n+1

(n + 1)!
dt

)

un = ln

(

a+
un+1
n

(n+ 1)!
+

∫ un

0
et
(un − t)n+1

(n+ 1)!
dt

)

= ln (a) + ln

(

1 +
un+1
n

a (n+ 1)!
+

1

a

∫ un

0
et
(un − t)n+1

(n + 1)!
dt

)

Et on a montré que lim
n→+∞

un+1
n

(n+ 1)!
= 0 et

1

a

∫ un

0
et
(un − t)n+1

(n+ 1)!
dt =

n→+∞
o

(
un+1
n

(n+ 1)!

)

Don
 un − ln (a) = ln

(

1 +
un+1
n

a (n + 1)!
+

1

a

∫ un

0
et
(un − t)n+1

(n+ 1)!
dt

)

∼
n→+∞

un+1
n

a (n+ 1)!
∼

n→+∞

(ln(a))n+1

a(n+ 1)!
d'après 7.
).

un − ln(a) ∼
n→+∞

(ln(a))n+1

a(n+ 1)!

Exer
i
e 2

On 
onsidère l'endomorphisme f de R
3
dont la matri
e dans la base 
anonique est A =





0 1 −1
0 2 0
1 4 −2




.

On note Id l'endomorphisme identité de R
3
.

On dit qu'un endomorphisme h est nilpotent quand il existe un entier naturel p tel que hp soit l'endomor-

phisme nul.

L'obje
tif de 
e problème est de montrer que f est la somme de deux endomorphismes de R
3
qui 
ommutent,

dont l'un est diagonalisable et l'autre est nilpotent.

1. a. Véri�er que −1 et 2 sont des valeurs propres de f et déterminer les sous-espa
es propres asso
iés.

Solution :

Pour montrer que −1 est valeur propre de f et, en même temps donner une base de son sous-espa
e

propre, on résout (f − (−1)Id) ((a, b, c)) = (0, 0, 0) d'in
onnue (a, b, c) ∈ R
3.

Ave
 la base 
anonique, on dispose d'une tradu
tion matri
ielle immédiate,

(f − (−1)Id) ((a, b, c)) = (0, 0, 0) ⇐⇒ (A+ I3)





a
b
c



 =





0
0
0




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⇐⇒





1 1 −1
0 3 0
1 4 −1









a
b
c



 =





0
0
0



⇐⇒







a+ b− c = 0
3b = 0
a+ 4b− c = 0

⇐⇒
{

c = a
b = 0

⇐⇒ (a, b, c) = (a, 0, a) = a(1, 0, 1) ⇐⇒ (a, b, c) ∈ Ve
t((1, 0, 1)).

Comme il y a une solution non nulle, −1 est valeur propre de f et SEP(f,−1) = Ve
t((1, 0, 1)). Cet espa
e
est engendré par un ve
teur non nul, il est don
 de dimension 1. C'est une droite ve
torielle.

On re
ommen
e mutatis mutandis ave
 2.

(f − 2Id) ((a, b, c)) = (0, 0, 0) ⇐⇒ (A− 2I3)





a
b
c



 =





0
0
0





⇐⇒





−2 1 −1
0 0 0
1 4 −4









a
b
c



 =





0
0
0



⇐⇒
{

−2a+ b− c = 0
a+ 4b− 4c = 0

⇐⇒
L2←L2−4L1

{
−2a+ b− c = 0
a = 0

⇐⇒
{

c = b
a = 0

⇐⇒ (a, b, c) = (0, b, b) = b(0, 1, 1) ⇐⇒ (a, b, c) ∈ Ve
t((0, 1, 1)).

Comme il y a une solution non nulle, 2 est valeur propre de f et SEP(f, 2) = Ve
t((0, 1, 1)). Cet espa
e
est engendré par un ve
teur non nul, il est don
 de dimension 1. C'est une droite ve
torielle.

b. On suppose que f est diagonalisable.

En étudiant la tra
e de A, aboutir à une 
ontradi
tion.

Que peut-on en déduire sur f ?

Solution :

En supposant f diagonalisable, A l'est aussi et il existe P ∈ M3(R), inversible et D ∈ M3(R), diagonale
telles que A = PDP−1. On sait que −1 a un SEP de dimension 1 et que 2 a un SEP de dimension 1

don
 f et A ont une troisième valeur propre notée i
i α ave
 en
ore un SEP de dimension 1. Don
 la

diagonale de D 
ontient −1, 2 et α. Don
 la tra
e de D est 1 + α. Comme A et D sont semblables, elles

ont la même tra
e et on a 1 + α = 0 don
 α = −1. C'est absurde 
ar 
ela implique que −1 apparaît

deux fois dans D don
 que son SEP est de dimension 2. C'est faux d'après Q.1.a). On en 
on
lut que

f n'est pas diagonalisable

2. Montrer que ker(f + Id) ⊂ ker
(
(f + Id)2

)
et que ker(f + Id) 6= ker

(
(f + Id)2

)
.

Solution :

Soit x ∈ Ker(f + Id), alors (f + Id)(x) = ~0, on applique f + Id, 
ela donne

(f + Id)2(x) = (f + Id)(~0) = ~0

don
 x ∈ Ker(f + Id)2. On a bien Ker(f + Id) ⊂ Ker

(
(f + Id)2

)
.

Dans la base 
anonique, la matri
e de f + Id est A+ I3 =





1 1 −1
0 3 0
1 4 −1



 . Son rang est 2 
ar les 
olonnes 1

et 3 sont proportionnelles tandis que les 
olonnes 1 et 2 ne le sont pas.

Le 
al
ul donne





1 1 −1
0 3 0
1 4 −1





2

=





0 0 0
0 9 0
0 9 0




qui est de rang 1 bien sûr.

On en déduit que rg

(
(f + Id)2

)
= 1 don
 ave
 le théorème du rang et R

3
de dimension 3, 
ela assure

que Ker

(
(f + Id)2

)
est dimension 2. Tandis que Ker (f + Id) = SEP(f,−1) est de dimension 1 don


Ker

(
(f + Id)2

)
6= Ker (f + Id) .
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3. Montrer que R
3 = ker(f − 2Id)⊕ ker

(
(f + Id)2

)
.

Solution :

On sait que (0, 1, 1) est une base de Ker (f − 2Id) = SEP(f, 2).

Donnons une base de Ker

(
(f + Id)2

)
.

(f + Id)2 ((a, b, c)) = (0, 0, 0) ⇐⇒ (A+ I3)
2





a
b
c



 =





0
0
0





⇐⇒ b = 0 ⇐⇒ (a, b, c) = a(1, 0, 0) + c(0, 0, 1) ⇐⇒ (a, b, c) ∈ Ve
t((1, 0, 0), (0, 0, 1)).

Il reste à montrer que ((0, 1, 1), (1, 0, 0), (0, 0, 1)) est libre. On saura alors que, dans R
3
de dimension 3, 
ette

famille est une base de R
3
.

On résout a(0, 1, 1) + b(1, 0, 0) + c(0, 0, 1) = (0, 0, 0) ⇐⇒







b = 0
a = 0
a+ c = 0

⇐⇒ a = b = c = 0.

On voit qu'en 
on
aténant une base de Ker

(
(f + Id)2

)
et de Ker(f − 2Id), on a une base de R

3
don


R
3 = Ker

(
(f + Id)2

)
⊕Ker(f − 2Id).

Pour simpli�er les notations, on note dorénavant.

F = ker(f − 2Id) et G = ker
(
(f + Id)2

)

4. Montrer que F et G sont stables par f .

Solution :

On utilise le fait que f 
ommute ave
 toute 
ombinaison linéaire de puissan
es de f. Soit x ∈ F, on a

(f − 2Id)(x) = ~0 don


(f − 2Id)(f(x)) = (f − 2Id) ◦ f(x) = (f2 − 2f)(x) = f ◦ (f − 2Id)(x) = f(~0) = ~0

don
 f(x) ∈ F. Don
 F est stable par f.

De même Soit x ∈ G, on a

(
(f + Id)2

)
(x) = ~0 don


(
(f + Id)2

)
(f(x)) =

(
(f + Id)2

)
◦ f(x) = f ◦

(
(f + Id)2

)
(x) = f(~0) = ~0

don
 f(x) ∈ G. Don
 G est stable par f.

5. On note P = (X + 1)2(X − 2). Justi�er que P (f) est l'endomorphisme nul.

Solution :

On voit que P (f) = (f + Id)2 ◦ (f − 2Id) = (f − 2Id) ◦ (f + Id)2. Ainsi, pour tout x ∈ R
3, on sait qu'il existe

xF ∈ F, xG ∈ G tel que x = xF + xG 
ar R
3 = F ⊕G. Or (f − 2Id)(xF ) = ~0 et (f + Id)2(xG) = ~0 don


P (f)(x) = P (f)(xF ) + P (f)(xG) = (f + Id)2 ◦ (f − 2Id)(xF ) + (f − 2Id) ◦ (f + Id)2(xG)

= (f + Id)2(~0) + (f − 2Id)(~0) = ~0.

Don
 P (f) est bien l'endomorphisme nul.

On note dorénavant π1 =
1

9
(f + Id)2 et π2 = −1

9
(f + 4Id) ◦ (f − 2Id).

6. Justi�er que les endomorphismes π1 et π2 
ommutent.

Solution :

Les endomorphismes π1 et π2 sont des 
ombinaisons linéaires de puissan
es de f ou des � polyn�mes en f �

don
 ils 
ommutent.

édité le 27 avril 2022



Sujet E
ri
ome - 2022 8 / 18 e
s 2

7. a. Que vaut l'endomorphisme π2 ◦ π1 ?
Solution :

On note θ, l'endomorphisme nul sur R
3. On a

π2 ◦ π1 = − 1

81
(f + Id) ◦ (f + Id)2 ◦ (f − 2Id) = − 1

81
(f + Id) ◦ P (f) = − 1

81
(f + Id) ◦ θ = θ.

π2 ◦ π1 est l'endomorphisme nul

b. En déduire une in
lusion entre ker (π2) et Im (π1).

Solution :

Soit y ∈ Im(π1), alors il existe x ∈ R
3
tel que y = π1(x) don
 π2(y) = π2 ◦ π1(x) = θ(x) = ~0.

Don
 y ∈ Ker(π2). Finalement Im(π1) ⊂ Ker(π2).

8. a. Montrer que π1 + π2 = Id.

Solution :

On sait que f et Id 
ommutent don
 en développant,

π1 + π2 =
1

9

(
f2 + 2f + Id

)
− 1

9

(
f2 + 2f − 8Id

)
=

1

9
Id+

8

9
Id = Id.

b. En déduire une in
lusion entre ker (π2) et Im (π1).

Solution :

Soit x ∈ Ker(π2) alors (π1 + π2)(x) = π1(x). Et 
omme π1 + π2 = Id, on a aussi (π1 + π2)(x) = x. Don

x = π1(x), 
ela montre que x est dans Im(π1). Don
 Ker(π2) ⊂ Im(π1).

9. Justi�er que ker (π2) = Im (π1) et que ker (π1) = Im (π2).

Solution :

Les in
lusions de 7.b) et 8.b) donnent Ker(π2) = Im(π1).

Comme π1 et π2 
ommutent, ave
 7.a), on a aussi π1 ◦ π2 = θ don
 de même Im(π2) ⊂ Ker(π1).

Comme en 8.b), π1 + π2 = Id donne Ker(π1) ⊂ Im(π2). Finalement Ker(π1) = Im(π2).

10. Déduire des questions 7.a) et 8.a) que π1 et π2 sont des proje
teurs.

Solution :

Ave
 8(a), π1 = Id− π2 don
 π2
1 = π1 ◦ (Id− π2) = π1 ◦ Id− π1 ◦ π2

︸ ︷︷ ︸

=θ selon 7(a)

= π1 − θ = π1.

Ainsi, π2
1 = π1 et π1 endomorphisme de R

3
don
 π1 est un proje
teur

Le raisonnement est analogue pour π2.

11. Montrer que π2 est le proje
teur sur G parallèlement à F . Identi�er π1.

Solution :

Soit xF ∈ F alors π2(xF ) = −1

9
(f + 4Id)((f − 2Id)(x)) = −1

9
(f + 4Id)(~0) = ~0.

Soit xG ∈ G alors π2(xG) = −1

9
(f + 4Id) ◦ (f − 2Id)(x) = −1

9
(f2 + 2f − 8Id)(x).

Or xG ∈ G = Ker

(
(f + Id)2

)
don
 f2(xG) + 2f(xG) + xG = ~0. Don
 f2(xG) + 2f(xG) = −xG.

Ainsi π2(xG) = −1

9
(f2 + 2f − 8Id)(xG) = −1

9
(−xG − 8xG) = xG.

On a montré que pour tout x = xF + xG, on a π2(x) = π2(xF ) + π2(xG) = xG.

Comme F ⊕G = R
3, on retrouve la dé�nition de la proje
tion sur G parallèlement à F.

On a aussi π1(x) = (Id− π2) (x) = x− xG = xF . Don
 π1 est la proje
tion sur F parallèlement à G.

On pose maintenant

g = 2π1 − π2 et h = f − g
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12. Justi�er que g et h sont des polyn�mes de l'endomorphisme f .

Solution :

On sait qu'une 
ombinaison linéaire de polyn�mes de l'endomorphisme f est un polyn�me de l'endomor-

phisme f . Or π1 et π2 sont des polyn�mes de l'endomorphisme f don
 g = 2π1 − π2 est un polyn�me de

l'endomorphisme f . Don
 h = f − g aussi.

13. Montrer qu'il existe une base de R
3
telle que la matri
e de g dans 
ette base soit





2 0 0
0 −1 0
0 0 −1





Solution :

On sait que F ⊕G = R
3
don
 en 
on
aténant une base de F ave
 une base de G, on a une base de R

3. On
sait que F est de dimension 1 et don
 G de dimension 2. Je note u1 une base de F et (u2, u3) une base de

G. Ainsi (u1, u2, u3) une base de R
3.

On 
al
ule ave
 la question 11, g(u1) = (2π1 − π2) (u1) = 2π1(u1)− π2(u1) = 2u1 
ar π2(u1) = ~0.
g(u2) = (2π1 − π2) (u2) = 2π1(u2)− π2(u2) = −u2 
ar π1(u2) = ~0.
g(u3) = (2π1 − π2) (u3) = 2π1(u3)− π2(u3) = −u3 
ar π1(u3) = ~0.

On obtient don
, dans la base (u1, u2, u3), la matri
e annon
ée.

14. Montrer que h = (f − 2Id) ◦ π1 + (f + Id) ◦ π2.
En déduire que h2 = 0.

Solution :

On 
al
ule ave
 le 8(a),

(f − 2Id) ◦ π1 + (f + Id) ◦ π2 = f ◦ π1 − 2π1 + f ◦ π2 + π2 = f ◦ (π1 + π2
︸ ︷︷ ︸

=Id

)− 2π1 + π2

= f − 2π1 + π2 = f − (2π1 − π2) = f − g = h.

En tant que polyn�mes de f , (f + Id), (f − 2Id), π1, π2 
ommutent don


h2 = (f − 2Id)2 ◦ π2
1 + 2(f − 2Id) ◦ (f + Id) ◦ π1 ◦ π2 + (f + Id)2 ◦ π2

2

= (f − 2Id)2 ◦ π1 + (f + Id)2 ◦ π2 =
1

9
(f − 2Id)2 ◦ (f + Id)2 − 1

9
(f + Id)2 ◦ (f + 4Id) ◦ (f − 2Id)

=
1

9
(f − 2Id) ◦ P (f)− 1

9
(f + 4Id) ◦ P (f) = θ.

Car P (f) = θ.

15. Con
lure.

Solution :

On a f = f − g + g = h+ g. Or h2 = θ don
 h est nilpotente et g a une matri
e diagonale dans une base de

R
3
don
 g est diagonalisable.

Finalement f est somme d'un endomorphisme nilpotent h et d'un endomorphisme g diagonalisable. Et g et

h 
ommutent 
ar 
e sont des polyn�mes en f .

Problème

Dans 
e problème, on 
onsidère un réel µ et un réel stri
tement positif a, et on dé�nit sur R la fon
tion

Fµ,a : x 7→ exp

(

− exp

(
µ− x

a

))
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Partie I

Soient a et µ deux réels tels que a > 0.

1. a. Justi�er que Fµ,a est de 
lasse C2
sur R, et donner l'expression de sa dérivée notée fµ,a et de sa dérivée

se
onde f ′µ,a.

Solution :

exp est de 
lasse C2
sur R, don
, par 
omposition, Fµ,a est de 
lasse C2

sur R.

et pour tout x ∈ R :

fµ,a (x) = Fµ,a (x) = exp

(

− exp

(
µ− x

a

))

×− exp

(
µ− x

a

)

× −1

a

=
1

a
exp

(

− exp

(
µ− x

a

))

exp

(
µ− x

a

)

f ′µ,a (x) =
1

a

(

1

a
exp

(

− exp

(
µ− x

a

))(

exp

(
µ− x

a

))2

− 1

a
exp

(
µ− x

a

)

exp

(
µ− x

a

))

=
1

a2
exp

(

− exp

(
µ− x

a

))

exp

(
µ− x

a

)(

exp

(
µ− x

a

)

− 1

)

b. En déduire les variations et la 
onvexité de Fµ,a sur R. On pré
isera les limites de Fµ,a en +∞ et −∞.

Donner l'allure de la 
ourbe de Fµ,a en y faisant �gurer le point d'in�exion.

Solution :

Comme exp est stri
tement positive sur R, et a > 0, Fµ,a > 0 sur R et Fµ,a stri
tement 
roissante sur R.

x −∞ µ +∞
exp

(
µ− x

a

)

− 1 ց 0 ց
F ′′µ,a (x) + 0 −
F ′µ,a (x) ր ց


onvexe in�exion 
on
ave

Fµ,a (x) 0 ր 1/e ր 1

En −∞ : Fµ,a : x 7−→ exp







− exp

(
µ− x

a

)

︸ ︷︷ ︸

→+∞








︸ ︷︷ ︸

→−∞

→ 0 et la 
ourbe a une asymptote horizontale d'équation

y = 0.

En +∞ : Fµ,a : x 7−→ exp







− exp

(
µ− x

a

)

︸ ︷︷ ︸

→−∞








︸ ︷︷ ︸

→0

→ e0 = 1 par 
ontinuité de exp en 0 et asymptote

d'équation y = 1

En µ, point d'in�exion, valeur Fµ,a (µ) =
1

e
et une pente de F ′a,µ (µ) =

1

ae
Tra
é : les deux asymptotes y = 0 et y = 1, et la tangente tra
ée en µ, valeur qui peut être positive ou

négative.
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O
µ

~j

x

y

pente 1/e


. Montrer que Fµ,a a est une fon
tion bije
tive de R vers un intervalle I à déterminer.

On note G la ré
iproque de F0,1. Expli
iter G.

Solution :

Fµ,a est 
ontinue et stri
tement 
roissante sur R don
 bije
tive de R dans

]

lim
−∞

Fµ,a , lim
+∞

Fµ,a

[

= ]0, 1[

Soit x ∈ R et y ∈ ]0, 1[

F0,1 (x) = y ⇐⇒ exp (− exp (−x)) = y ⇐⇒ − exp (−x) = ln (y)


ar ln est stri
tement 
roissante sur R
∗
+ et que exp (· · · ) et y en sont éléments ; don


F0,1 (x) = y ⇐⇒ exp (−x) = − ln (y) ⇐⇒ −x = ln (− ln (y))


ar y ∈ ]0, 1[ don
 ln (y) < 0 et − ln (y) ∈ R
∗
+ et pour la même raison que pré
édemment ; don


F0,1 (x) = y ⇐⇒ x = − ln (− ln (y))

Don
 la ré
iproque de F0,1 est G : y 7→ − ln (− ln (y)) dé�nie sur ]0, 1[

2. Soient a et µ deux réels tels que a > 0.

Montrer que fµ,a est une densité, et que Fµ,a est la fon
tion de répartition asso
iée.

Solution :

On peut répondre à la question dans un ordre ou dans l'autre

Méthode

fµ,a est 
ontinue sur R, positive.
∫ +∞

−∞

fµ,a (t) dt est impropre en ±∞.

Soit A < 0 :

∫ 0

A
fµ,a (t) dt = [Fµ,a (t)]

0
A = Fµ,a (0)− Fµ,a (A) →

A→−∞
Fµ,a (0)

don


∫ 0

−∞

fµ,a (t) dt 
onverge et = Fµ,a (0).

Soit A > 0 :

∫ A

0
fµ,a (t) dt = [Fµ,a (t)]

A
0 = Fµ,a (A)− Fµ,a (0) →

A→+∞
1− Fµ,a (0)

don


∫ +∞

0
fµ,a (t) dt 
onverge et = 1− Fµ,a (0).

Don


∫ +∞

−∞

fµ,a (t) dt 
onverge et est égale à 1.

Don
 fµ,a est bien une densité de probabilité.

Et pour tout x ∈ R :
∫ x

−∞

fµ,a (t) =

∫ 0

−∞

fµ,a (t) dt+

∫ x

0
fµ,a (t) dt = Fµ,a (0) + Fµ,a (x)− Fµ,a (0) = Fµ,a (x)
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don
 Fµ,a est bien la fon
tion de répartition asso
iée à fµ,a.

VARIANTE : on peut, plus rapidement, répondre à l'envers :

Fµ,a est 
ontinue sur R, 
roissante sur R, lim
−∞

Fµ,a = 0 et lim
+∞

Fµ,a = 1 don
 Fµ,a est une fon
tion de répartition.

De plus, Fµ,a est de 
lasse C1
sur R don


Fµ,a est une fon
tion de répartition d'une variable à densité, et une densité est F ′µ,a = fµ,a

On 
onsidère un espa
e probabilisé (Ω,A , P ), et on suppose que toutes les variables aléatoires introduites

dans la suite du problème sont dé�nies sur 
et espa
e probabilisé.

Soient µ et a des réels tels que a > 0. On dit qu'une variable aléatoire réelle X suit la loi de Gumbel de

paramètre (µ, a), 
e que l'on note X →֒ G (µ, a), si elle admet fµ,a 
omme densité.

3. Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi de Gumbel de paramètre (0, 1).

Soit µ un réel et a un réel stri
tement positif.

Montrer que la variable aléatoire X = aZ + µ est une variable aléatoire à densité qui suit la loi de Gumbel

de paramètre (µ, a).

Solution :

On a f0,1 (x) = exp (− exp (−x)) exp (−x) pour tout x ∈ R.

Comme a 6= 0, par transformation a�ne, X = aZ + µ est une variable à densité et une densité est :

x 7→ 1

|a|f0,1
(
x− µ

a

)

=
1

a
exp

(

− exp

(

−
(
x− µ

a

)))

exp

(

−
(
x− µ

a

))

= fµ,a (x)

Don
, X = aZ + µ →֒ G (µ, a)

On admet que ré
iproquement, si X suit la loi de Gumbel de paramètre (µ, a), alors Z =
X − µ

a
suit la loi

de Gumbel de paramètre (0, 1).

4. a. Soit U une variable aléatoire à densité qui suit la loi uniforme sur ]0, 1[. Montrer que la variable aléatoire

Y = − ln(− ln(U)) suit la loi de Gumbel de paramètre (0, 1).

Solution :

Soit x ∈ R.

[Y ≤ x] = [− ln(− ln(U)) ≤ x] = [ln(− ln(U)) ≥ −x] = [− ln(U)) ≥ exp (−x)]


ar exp est stri
tement 
roissante sur R ; don


[Y ≤ x] = [ln(U)) ≤ − exp (−x)] = [U ≤ exp (− exp (−x))]

Or, pour tout x ∈ R : exp (−x) > 0 don
 − exp (−x) < 0 et 0 < exp (− exp (−x)) < e0 et

exp (− exp (−x)) ∈ [0, 1].

Or, pour tout t ∈ [0, 1] , la fon
tion de répartition de U est FU (t) = t

Don
 P (Y ≤ x) = P (U ≤ exp (− exp (−x))) = exp (− exp (−x)) = F0,1 (x) fon
tion de répartition d'une

v.a qui suit la loi G (0, 1).

Don
 Y →֒ G (0, 1)

Autre méthode : en se servant de la question 1.
)

Soit x ∈ R.
[Y ≤ x] = [− ln(− ln(U)) ≤ x] = [G(U) ≤ x] = [U ≤ F0,1 (x)]


ar G est la bije
tion ré
iproque de F0,1, qui est stri
tement 
roissante sur R.

Don
 P (Y ≤ x) = P (U ≤ F0,1 (x)) = F0,1 (x) 
ar F0,1 (x) ∈]0, 1[ d'après la question 1.

Don
 Y →֒ G (0, 1)
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b. É
rire une fon
tion S
ilab d'en-tête fun
tion g = gumbel(mu,a) renvoyant une réalisation d'une va-

riable aléatoire de loi G (µ, a).

Solution :

On part d'une loi uniforme sur ]0, 1[ que l'on transforme pour obtenir Z = Y →֒ G (0, 1) que l'on transforme

pour obtenir X = aZ + µ →֒ G (µ, a)

fun
tion g=gumbel(mu,a)

U=rand()

Y=-log(-log(U))

g=a*Y+mu

endfun
tion

5. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Gumbel de paramètre (µ, a) et Z =
X − µ

a
.

a. Montrer que l'intégrale

∫ +∞

0
ln(u)e−u du 
onverge.

Solution :

u 7→ ln(u)e−u est 
ontinue sur ]0,+∞[ don


∫ +∞

0
ln(u)e−u du est impropre en ±∞.

En +∞ : ln(u)e−u =
ln(u)

eu/2
e−u/2 ave
 ln(u) = o

(

eu/2
)

don
 ln(u)e−u = o
(

e−u/2
)

et

∫ +∞

1
e−u/2du 
onverge, don
 par domination de fon
tions positives,

∫ +∞

1
ln(u)e−u du 
onverge.

En 0 : ln(u)e−u ∼ ln (u) = o

(
1

u1/2

)

et

∫ 1

0

1

u1/2
du 
onverge, don
 par domination par une fon
tion

positive,

∫ +∞

1
ln(u)e−u du 
onverge également.

D'où

∫ +∞

0
ln(u)e−u du 
onverge.

b. À l'aide du 
hangement de variable t = e−u, montrer que l'intégrale

∫ 1

0
ln(− ln(t)) dt 
onverge.

On notera dans la suite :

γ = −
∫ 1

0
ln(− ln(t)) dt

Solution :

Pour tout t ∈ ]0, 1[ : − ln(t) > 0 don
 t 7→ ln(− ln(t)) est 
ontinue sur ]0, 1[ et

∫ 1

0
ln(− ln(t)) dt est

impropre en 0 et en 1.

On e�e
tue le 
hangement de variable t = e−u = ϕ (u) dans ,

∫ 1

0
ln(− ln(t)) dt

ϕ est bije
tive de ]0,+∞[ dans ]0, 1[ (fon
tion 
ontinue et stri
tement dé
roissante), dé
roissante, et de


lasse C1.

ϕ′ (u) = −e−u pour tout u ∈ ]0,+∞[ .

Don


∫ 1

0
ln(− ln(t)) dt est de même nature que

∫ 0

+∞
ln(− ln(e−u))×−e−u du

Or ln(− ln(e−u))e−u = ln (u) e−u et

∫ +∞

0
ln(u)e−u du 
onverge.

Don


∫ 1

0
ln(− ln(t)) dt 
onverge et est égale à

∫ +∞

0
ln(u)e−u du ,


. Montrer que Z admet une espéran
e et que E(Z) = γ.

On pourra utiliser le 
hangement de variable u = exp(− exp(−x)).
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Solution :

Z a une espéran
e si

∫ +∞

−∞

xf0,1 (x) dx =

∫ +∞

−∞

x exp (− exp (−x)) exp (−x) dx, impropre en ±∞ 
onverge

absolument.


e qui équivaut à la 
onvergen
e simple de

∫ +∞

0
· · · dx et de

∫ 0

−∞

− · · · dx

don
 à la 
onvergen
e simple de

∫ +∞

−∞

x exp (− exp (−x)) exp (−x) dx .

u = exp(− exp(−x)). dans

∫ +∞

−∞

x exp (− exp (−x)) exp (−x) dx est le 
hangement dans

le sens 
ompliqué. Il faut préparer l'expressions.

Variante : on pense que 
ela 
orrespond à l'intégrale pré
édente, et on fait le 
hangement

dans le sens simple.

Variante : on transforme le 
hangement 
ompliqué par sa ré
iproque qui elle est simple.

Méthode

u 7→ − ln (− ln (u)) = G (u) ré
iproque de F1,0 d'après la question 1.b) est bije
tive de ]0, 1[ dans R,

roissante et de 
lasse C1.

G′ (u) =
−1

− ln (u)

−1

u
=

−1

u ln (u)

Don
, par 
hangement de variable x = − ln (− ln (u))

Don


∫ +∞

−∞

x exp (− exp (−x)) exp (−x) dx

est de même nature que

∫ 1

0
− ln (− ln (u))× u×− ln (u)× −1

u ln (u)
du qui est 
onvergente et vaut γ.

Don
 (absolue 
onvergen
e) Z a une espéran
e et E (Z) = γ , l'intégrale sans valeur absolue.

VARIANTE Dans

∫ 1

0
ln(− ln(t)) dt on e�e
tue le 
hangement t = exp(− exp(−x)) = F0,1 (x) = ϕ (x)

ϕ = F0,1 est bije
tive de R dans ]0, 1[ , de 
lasse C1
est 
roissante et

ϕ′ (x) = exp(− exp(−x)) exp(−x)) pour tout x ∈ R

Don
 par 
hangement de variable,

∫ 1

0
ln(− ln(t))dt =

∫ +∞

−∞

ln(− ln(exp(− exp(−x)))) exp(− exp(−x)) exp(−x))dx

=

∫ +∞

−∞

−x exp(− exp(−x)) exp(−x))dx


onverge et est égale à −γ.

Don


∫ +∞

−∞

x exp (− exp (−x)) exp (−x) dx 
onverge absolument est est égale à γ.

et absolue 
onvergen
e) Z a une espéran
e et E (Z) = γ .

d. En déduire que X admet une espéran
e et déterminer E(X) en fon
tion de γ, µ et a.

Solution :

Z =
X − µ

a
don
 X = aZ + µ. D'après la question pré
édente, Z admet une espéran
e don
 X aussi, et

par linéarité de l'espéran
e E (X) = aγ + µ

On admet que X admet un moment d'ordre 4 et en parti
ulier que la varian
e de X notée σ2
est égale à a2c

où c est un réel stri
tement positif indépendant de a et de µ.

6. Soient Y et Z deux variables aléatoires indépendantes, de même loi de Gumbel de paramètre (0, 1).
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a. Montrer que −Z est une variable aléatoire à densité, et déterminer une densité g de −Z.

Solution :

Par transformation a�ne, −Z est à densité et a pour densité g : t 7→ 1

|−1|f0,1
(

t

−1

)

= f0,1 (−t)

f0,1 (−t) = exp (− exp (−(−t))) exp (−(−t))

et g : t 7→ exp (− exp (t)) exp (t)

b. Montrer que pour tout réel x, l'intégrale

∫ +∞

0
ue−(e

−x+1)u du 
onverge et déterminer sa valeur.

Solution :

Soit α = e−x + 1, α > 0

Soit Y →֒ ε (α) alors Y a une espéran
e et E (Y ) =
1

α
=

1

e−x + 1
=

∫ +∞

0
u
(
e−x + 1

)
e−(e

−x+1)u du

Don


∫ +∞

0
ue−(e

−x+1)u du 
onverge et vaut

1

(e−x + 1)2


. À l'aide du 
hangement de variable u = et, en déduire que pour tout réel x, l'intégrale
∫ +∞

−∞

f0,1(x− t)g(t) dt 
onverge.

Solution :

∫ +∞

0
ue−(e

−x+1)u du 
onverge et exp est bije
tive de R dans ]0,+∞[ , 
roissante et de 
lasse C1
.

exp′ (t) = et. D'où par 
hangement de variable u = et, la 
onvergen
e et l'égalité :

∫ +∞

0
ue−(e

−x+1)u du =

∫ +∞

−∞

ete−(e
−x+1)etet dt

=

∫ +∞

−∞

e2t exp
(
−
(
e−x + 1

)
et
)
dt

D'autre part :

∫ +∞

−∞

f0,1(x− t)g(t)dt =

∫ +∞

−∞

exp (− exp (− (x− t))) exp (− (x− t)) exp (− exp (t)) exp (t) dt

=

∫ +∞

−∞

exp
(
−et−x − et

)
e2t−xdt

=

∫ +∞

−∞

exp
(
−
(
e−x + 1

)
et
)
e2te−xdt

Don


∫ +∞

−∞

f0,1(x− t)g(t)dt 
onverge et vaut e−x
∫ +∞

0
ue−(e

−x+1)u du =
e−x

(e−x + 1)2

d. Montrer que Y − Z est une variable aléatoire à densité, de densité la fon
tion dé�nie sur R par :

x 7→ e−x

(1 + e−x)2

Solution :

Deux hypothèses possibles pour le théorème de 
onvolution.

Ou bien l'une des densité est bornée

Ou bien la 
onvolution 
onverge est donne une fon
tion 
ontinue, sauf en un nombre

�ni de point.

Méthode
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Y et −Z sont deux variable indépendantes (
oalition) à densité, et, leur 
onvolution

pour tout x ∈ R : h (x) =

∫ +∞

−∞

f0,1(x− t)g(t)dt =
e−x

(1 + e−x)2

onverge.

De plus h est 
ontinue sur R.

Don
 Y − Z est à densité, de densité x 7−→ e−x

(1 + e−x)2

VARIANTE : f0,1 (t) →
t→±∞

0 et f0,1 est 
ontinue sur R don
 la fon
tion f0,1 est bornée. Don
 Y − Z est

à densité et une densité est donnée par 
onvolution.

Partie II

Soient µ et a deux réels tels que a > 0.

On 
onsidère une suite (Xn)n≥1 de variables aléatoires indépendantes dé�nies sur (Ω,A, P ), suivant 
ha
une
la loi de Gumbel de paramètre (µ, a).

On dé�nit pour tout n de N
∗
:

Mn =
X1 + · · ·+Xn

n

et

Cn =
X2

1 + · · ·+X2
n

n

7. Méthode des moments

a. Montrer que si les suites de variables aléatoires (Vn)n≥0 et (Wn)n≥0 
onvergent respe
tivement en proba-

bilité vers deux variables aléatoires V et W , alors pour tous réels α et β, la suite de variables aléatoires

(αVn + βWn)n≥0 
onverge en probabilité vers αV + βW .

Solution :

On suppose α et β non tous deux nuls, sinon il n'y a rien à démontrer...

Pour ε > 0 donné et n ∈ N, par l'inégalité triangulaire,

|(αVn + βWn)− (αV + βW )| 6 |α| |Vn − V |+ |β| |Wn −W |

Don
 si |Vn − V | < ε et |Wn −W | < ε alors |(αVn +Wn)− (αV +W )| < (|α| + |β|)ε.
Par 
ontraposée, on a :

[|(αVn + βWn)− (αV + βW )| > (|α|+ |β|)ε] ⊂ [|Vn − V | > ε] ∪ [|Wn −W | ≥ ε]

Il en résulte que

P (|(αVn + βWn)− (αV + βW )| > (|α|+ |β|)ε) 6 P ([|Vn − V | > ε] ∪ [|Wn −W | > ε])

6 P (|Vn − V | > ε) + P (|Wn −W | ≥ ε)


ar P(A ∪B) ≤ P(A) + P(B)

Mais (Vn)n∈N et (Wn)n∈N 
onvergent en probabilité respe
tivement vers V et W don


P (|Vn − V | > ε) −→
n→+∞

0 et P (|Wn −W | > ε) −→
n→+∞

0 ; d'où, par en
adrement :

lim
n→+∞

P (|(αVn + βWn)− (αV + βW )| > (|α|+ |β|)ε) = 0


e qui établit la 
onvergen
e en probabilité de (αVn + βWn) vers αV + βW .

b. Montrer que les variables aléatoires Mn et Cn 
onvergent en probabilité respe
tivement vers E (X1) et

E
(

(X1)
2
)

.

Solution :
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On peut appliquer la loi faible des grands nombres à la suite des v.a (Xi) : les v.a (Xi) sont indépendantes
identiquement distribuées et admettent un moment d'ordre 2. Don
 la suite Mn de leur moyenne 
onverge

en probabilité vers leur espéran
e 
ommune E (X1).

On peut appliquer la loi faible des grands nombres à la suite des v.a (X2
i ) : les v.a (Xi) sont indépendantes

don
 par le lemme des 
oalitions, les v.a (X2
i ) sont indépendantes ; elles sont identiquement distribuées et

admettent un moment d'ordre 2 
ar Xi admet un moment d'ordre 4. Don
 la suite Cn de leur moyenne


onverge en probabilité vers leur espéran
e 
ommune E
(
X2

1

)
.


. Montrer que An =
1√
c

√

Cn −M2
n est un estimateur 
onvergent de a.

Solution :

An =
1√
c

√

Cn −M2
n est un estimateur de a 
ar il est dé�ni à l'aide d'un n-é
hantillon (X1, . . . ,Xn) et

ne dépend pas de a.

D'une part Mn
Proba−−−→ E (X1) et la fon
tion t 7→ t2 est 
ontinue sur R don
 M2

n
Proba−−−→ E (X1)

2
.

Et d'autre part Cn
Proba−−−→ E

(
X2

1

)
; don
 d'après la question 7.a) :

Cn −M2
n

Proba−−−→ E
(
X2

1

)
−E (X1)

2 = σ2 = a2c.

La fon
tion dé�nie sur R par g(x) =

{

0 si x < 0√
x si x ≥ 0

étant 
ontinue sur R, on a g(Cn − M2
n) =

√

Cn −M2
n

Proba−−−→ g(a2c) = a
√
c.

La fon
tion t 7→ 1√
c
t est 
ontinue sur R don
 An =

1√
c

√

Cn −M2
n

Proba−−−→ a.

An =
1√
c

√

Cn −M2
n est un estimateur 
onvergent de a

d. Montrer alors que Sn = Mn −Anγ est un estimateur 
onvergent de µ.

Solution :

D'après la question 7.a, Sn = Mn − Anγ 
onverge en probabilité vers E(X1) − aγ ; et d'après Q.5.b),

E(X1)− aγ = µ.

8. On suppose qu'ont été dé�nies pré
édemment dans un s
ript S
ilab des valeurs appro
hées de γ et de c, dans
des variables notées gamma et 
.

a. É
rire une fon
tion S
ilab d'en-tête fun
tion A = estimateur-a(X) renvoyant la valeur de l'estimateur

An étudié pré
édemment, lorsque X est un ve
teur-ligne de longueur n dont les 
oe�
ients sont des

réalisations de X1,X2, · · · ,Xn.

Solution :

fun
tion A = estimateur-a(X)

M = mean(X)

C = mean(X.^2)

A = (1/sqrt(
)) * sqrt(C-M^2)

endfun
tion

b. On a tra
é sur la �gure 1 l'évolution de 
inq réalisations indépendantes de 
et estimateur An, pour le 
as

parti
ulier µ = 2 et a = 1.

Commenter 
e graphique.
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Solution :

Les valeurs simulées semblent 
onverger vers 1. Ce qui est 
on�rmé par le fait que An 
onverge en

probabilité vers a = 1 (
f Q.7.
).
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