(b) Pour tout (z1,...,z,) € R?,

DM n° 12 - pour le 09/03/26

p p
qG(-le‘w'rp) = ZZ(G)l’JTlTJ
i=1 j=1
|Exercice : les matrices de Gram| PP
= ZZ(UZ-,UJ)IIJ
1. Dans cette question, on suppose que n = p = 3 et on considére les trois vecteurs: i=1 j=1
P P
uy = (1,=1,0),up = (1,0, =1),u3 = (1, 1,1) = Z x; <u2-7 ZZI}jUj> par bilinéarité du produit scalaire
=1 =1
(a) On calcule : ' , ]p
=2 =1 3) =0, ...
(ur,ur) = 2, (ur, ug) = 1, (ug, ug) =0, iU, Z >
et on obtient aisément la matrice de Gram associée a (uy, u2, us) : i=1 j=
2

G =

O =N

1
2
0

w o o

D’aprés le cours, on peut dire que Sp(G) C R;.
Cette matrice est symétrique donc diagonalisable.

(b) 3. Soit encore p un entier appartenant a [1, n] et (u1, ug, . .., u,) une famille de vecteurs
5 4 0 de R™. On pose F le sous-espace vectoriel de R” engendré par (uq, us,. .., u,) et on
=145 0| =4c-3I note G la matrice de Gram de (u1, ug, ..., up) .
009 M
N L Q2
(¢) On en déduit que le polynéme P = X? — 4X + 3 est annulateur de G. Comme On considére des réels ay, as, ..., a; et on pose X = .| € Mp1(R).
Sp(G) C {racines de P} Qp
on trouve que Sp(G) C {1,3}. (a) On suppose que > 7, aju; = 0.
1 10
Deplus, rg(G—I)=rg(|1 1 0])=2et (ur [ur) (un fug) - (un | up) a1
1 1000 2 ax - (U2M1> (uz!u‘ﬁ <u2!up> ap
rg(G—=31)=rg(| 1 —1 0))—1 (up [ur) (up [u2) o (up | ) ap
0 0 0
Par le théoréme du rang, dim(Ker(G —I)) = 1 et dim(Ker(G — 3I) =2 et en o0 (un,ug) <“17 pIy aj~“j> 0
particulier 1 et 3 sont bien valeurs propres de G. = : = : =|:
_q (Uup,uj) .y P e 0
Bilan : ‘Sp(G) = {1, 3} et les dimensions des sous-espaces propres associés sont 1 et 2 —1 {p 5) 0 <u1"’ Zi:l a].u]>
Dans toute la suite de ’exercice, on revient au cas général ot n est un entier supérieur Donc GX = 0.

ou égal a 2. (b) En reprenant les calculs précédents, on voit que GX = 0 si et seulement si

Za]uj> =0 Viell,pl], Za]u] 1w, @Zajuj ert

j=1

2. Soit p un entier appartenant a [1,n] et (uy, us, ..., u,) une famille de vecteurs de R".
On note G la matrice de Gram de (uy, ug, . .., up) Vie([l,p <
(a) Pour tout (3, ) € [[1, p]]%,

Mais comme -7, aju; € F, ce vecteur appartient a F' N F*- = {0}.

(@)ij = (ui,uj) = (uy,u;) = (G);; (par symétrie du produit scalaire) Done Y°7_, ayu; = 0.

donc la matrice G est symétrique. D’aprés le cours, elle est diagonalisable.
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(c) On raisonne par double implication. i

e Supposons que G est inversible. Montrons que la famille (uy, uo, . .., u,) est ? ; o 1
[e5} A=2G = . . . = [n + J
e} : . .
libre. Soit (cv,...,a;) € RP tels que Z?:l aju; = 0. Notons X = .2 . 1 - 1 2
a Dot A% = I, + 27+ J% = I, +2J +nJ = I, +(n+2)J. Comme J = A—1,,
Alors GX = 0, mais comme G est inversible, cela implique que X = 0, donc on a enfin
a; = ... =a, =0 et la famille (uy,us, ..., u,) est libre. A=, 4 (n+2). (A1) =(n+2)A—(n+ DI,
e Supposons que la famille (uy, us, ..., u,) est libre. . )
a ii. On en déduit que
oY . n+2 1
Alors pour tout X = ? € M, (R), (n+2)A— A :(n+1)]n<$A.(7n+1]n—7n+1A) =1,
ap Par conséquent A est inversible (et d’inverse A~ = 2821, — —L-A).
iii. Comme A est inversible, il en est de méme de la matrice de Gram G et
GX =0 zp: =0 o = —a, =0 ( liberté de la famille) < X = 0 d’apres les questions précédentes, la famille (vq, ve, ..., v,) est libre. Comme
- — @t = Q== Gp = U Apar Aberte de fa famite - elle est de cardinal n = dim(R"), il s’agit d’une base de R™.
=
= ) 5. Soit %y = (wy,wa, ..., w,) une base quelconque de R™ et soit G' la matrice de Gram
Donc Ker(G) = {0} et par le th. du rang matriciel, rg(G) = p : la matrice de (wy, ws, . .-, wn)-
G est inversible. Soit # = >77_, ajw; un vecteur de R™.
Bilan : ‘la famille (uy,ug,...,u, ) est libre si et seulement si la matrice G est inversible a (| w)
e} x| w
4. On considére dans cette question une famille (vq,va,...,v,) de vecteurs de R" telle On pose X = .2 et Z = < | 2) deux éléments de 4, 1(R).
que : : :
ap, (x| wy)
Vie[,n], |vll=1et V(7)) €[l,n]® i35 |v-vl=1 (a) Comme la famille % est une base de R™, c’est une famille libre de R, donc sa

matrice de Gram G est inversible.

(a) Pour tous a et b dans R", De plus, d’aprés les calculs en 3.a),

2 ,
||a - b” - <a b7a b> <’LU1,E§):1 Oé]'.’u)j>
(a,a) — {(a,b) — (b,a) + (b,b) par bilinéarité du produit scalaire ax — . _ g

lall* + [jo]* — 2 (a, b)
<wp72§:1 aj~wj>

(b) On en déduit que V(i,j) € [1,n]?, i+#j ot ainsi X — G—12.

1 2 2 2 1 b) Soit encore x € R™, x = Y"_ ajw;. Soit i € [[1,n]]. Alors z vérifie la propriété
(vi) = 5ol + gl = o = w5)%) = 5 (0 S e O (L.l prop
. lsii=j
D’ou la matrice de Gram de (vy, -+ ,vy,) : (=)Vjel,n] (z|w;) = { 0siij
1 1
b g "
a2 ! 3
: si et seulement si (avec les notations précédentes), et en notant £; = [ 1| le
2 2 1 s
0
(c) On pose A = 2@G et on note J la matrice de ., (R) dont tous les coefficients iéme vecteur de la base canonique de M, ;(R),

valent 1 et enfin 7, la matrice identité de ., (R).

7 = EZ & GEX = E,, s X = G_lEl‘ = ]\/[atgl (l‘) = G_lEi

N. Marconnet - Lycée Saint Just 3 Année 2024-2025 N. Marconnet - Lycée Saint Just 4 Année 2024-2025



Comme un vecteur est déterminé de fagon unique par sa matrice dans une base,
il existe bien un unique vecteur x qui vérifie la condition (*). On note ce vecteur
w;.
Ceci étant vrai pour tout ¢ € [[1,n]], il existe donc bien une unique famille
By = (wi,ws, ..., w;) de vecteurs de R™ telle que :

V(i,j) € [Ln]%  (w | w;) :{ Lsii=j
’ B L 0siiz#j

(¢) Montrons que la famille % est libre. Soit (81, -, 3,) € R™ tels que

n
E Biw; =0
i=1

Alors pour tout j € [[1,n]],

<i Biw?; wj> =0
i=1

n
i=1
& B; =0 par hypothése sur w;

Donc la famille %7 est libre. De plus Card(%;) = n = dim(R"™) donc %; est
une base de R™.

(d) Soit z € R, = >."_, ajw;. Alors avec le calcul ci-dessus, on voit que pour
tout ¢ € [[1,n]], (z,w]) = a;. Par conséquent la matrice de = dans la base B,
est donnée par :

(z, w)
Matg, (z) =
{z, wy)

N. Marconnet - Lycée Saint Just 5 Année 2024-2025



