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1. D’après le cours : P(X1 ≥ k) =
∑+∞

i=k P(X1 = i) =
∑+∞

i=k qi−1p =
qk−1

1− q
× p.

D’où P(X1 ≥ k) = qk−1.

2. Par indépendance de X1 et X2 :

P((X2 ≥ X1) ∩ (X1 = k)) = P(X2 ≥ k) · P(X1 = k) = qk−1 · qk−1p = (q2)k−1p.

D’où par la FPT dans le SCE associé à X1 :

P(C ≥ 2) = P(X2 ≥ X1) =

+∞∑
k=1

P((X2 ≥ X1) ∩ (X1 = k)) = p

+∞∑
k=1

(q2)k−1 =
1− q

1− q2
=

1

1 + q

3. On a P(C = 1) + P(C ≥ 2) = 1. Donc P(C = 1) =
q

1 + q
.

4. Récurrence sur n : Pour n = 1, il vient u1(q) = 1−q
1−q = 1 et P(X1 ≥ k) = qk−1.

Supposons la propriété vraie au rang n. Alors, par indépendance de X1 avec (Xn+1, . . . , X2):

P(Xn+1 · · · ≥ X1 ≥ k) =
+∞∑
i=k

P(Xn+1 ≥ · · · ≥ X2 ≥ i) · P(X1 = i) FPT avec le SCE (X1 = i)i∈N∗

=

+∞∑
i=k

P(Xn ≥ · · · ≥ X1 ≥ i) · P(X1 = i) car (Xn+1, . . . , X2) et (Xn, . . . , X1) sont id. distribués

=
+∞∑
i=k

un(q)× (qn)i−1 × qi−1p (par HR)

=p× un(q)×
+∞∑
i=k

(qn+1)i−1 = un(q)× 1− q

1− qn+1
×
(
qn+1

)k−1
= un+1(q)×

(
qn+1

)k−1
(CQFD).

5. Par conditionnement avec le SCE (Xi = i)i∈N∗ puis par indépendance :

P(C ≥ n) =
+∞∑
k=1

P(Xn ≥ · · · ≥ X2 ≥ k)×P(X1 = k) = un−1(q)
+∞∑
k=1

(
qn−1

)k−1×qk−1p = un(q)

6. Car 1−q
1−qk =

1

1 + q + · · ·+ qk−1
≤ 1

1 + q
si k ≥ 2 (et le quotient vaut 1 pour k = 1). La

convergence de la série se prouve par comparaison avec une série géométrique convergente.

7. On travaille sur les sommes partielles : pour tout N ≥ 1,

SN =

N∑
n=1

nP(C = n) =

N∑
n=1

n (P(C > n)− P(C > n + 1)) =

N∑
n=1

nP(C > n)−
N+1∑
n=2

(n− 1)P(C > n)

=

N+1∑
n=2

P(C > n) + P(C > 1)− P(C > N + 1) =

N∑
n=1

un(q)− uN+1(q)→N→+∞

+∞∑
n=1

un(q)

Donc E(C) existe et E(C) =
∑+∞

n=1 un(q).
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1. La fonction f : x 7→ cos(x)
x est continue sur ]−∞; 0[ et sur ]0,+∞[.

Pour tout x > 0, [x, 3x] ⊂]0; +∞[ donc F (x) existe. De même, pour tout x < 0, [3x, x] ⊂
]−∞, 0[ donc F (x) existe. Ainsi F est définie sur D = R∗.

2. Soit x ∈ R∗ et Ix =
∫ 3x
x

cos(t)
t dt. Par IPP (attention au sens...), on obtient

Ix = cos(3x) ln(3x)− cos(x) ln(x) +

∫ 3x

x
sin(t). ln(t)dt

= cos(3x) ln(3) + ln(x).(cos(3x)− cos(x)) +

∫ 3x

x
sin(t). ln(t)dt

= cos(3x). ln(3) + ln(x).(−4x2 + o(x2)) +

∫ 3x

x
sin(t). ln(t)dt

après utilisation du DL de cos(t) en 0. L’intégrale
∫ 1
0 sin(t). ln(t)dt est absolument conver-

gente donc convergente (classique...) donc limx→0

∫ 3x
x sin(t). ln(t)dt = 0. Comme par CC,

limx→0 ln(x).(−4x2 + o(x2)) = 0, on obtient finalement :

limx→0

∫ 3x

x

cos(x)

x
dx = ln(3)

Autre méthode : majorer |
∫ 3x
x

cos(t)
t dt −

∫ 3x
x

1
t dt|(via IAF par ex.) et montrer que cela

tend vers 0. Comme
∫ 3x
x

1
t dt = ln(3), on obtient le résultat.
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