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1. Pour tout n € N*| soit la fonction f, : Ry — R définie par : Vo >0, f,(z) =e* o
k=0

(a) Soit n € N*. La fonction f, est dérivable sur R, et pour tout x € R, on montre sans
probleme que

n k n—1 n
T T x
/ _ - < —x I e
frn(x)=—e"". X +e Z o e -
k=0 k=0

Donc si x > 0, f/,(z) < 0 et on en déduit que f, est strictement décroissante sur Ry.

De plus, f,(0) =1 et par CC, lim,;_, 4~ fn(z) = 0. Par le théoreme de la bijection, f,

réalise une bijection de Ry sur |0, 1].

Comme 3 €]0,1], il existe bien une unique solution z,, & 'équation f,(z) = 1.
(b) Soit n € N*. Alors

)n+1 1

(n+1)! > fnlan) = 9 = Jr1(Tns1)

Tn (xn

fr+1(zn) = fo(an) +e .

Donc fr+1(xn) > far1(xns1) et par stricte décroissance de fr11 @ @, < xpy1 @ la suite
(z,) est donc croissante.

2. Soit A > 0. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la
loi de Poisson P(\).
On pose S, = Y _p_; Xi. Montrons que :

isia=1
lim P(S,<n)=¢ 0siA>1
n—-+o0o .

1siA<1

Tout d’abord, d’apres le cours S,, < P(nA). Donc E(S,) = V(S,) = nA

e Si A =1, d’apres le théoreme central limite, on a

S, —n 1

e Si A < 1, on utilise I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : pour tout € > 0,

P(S, < n) = P(

n A
PIZE N> > >
n ne
Sn
P(]? — Al > €) = P(|Sp, = nA| > ne) > P(S, >n(A+¢€)) > P(S, >n)

en prenant € assez petit pour que A+e < 1. Par encadrement, on a alors lim,,_, 4~ P (S, >
n) = 0, et donc lim,, 4o P(S, < n) = 1.

e Si A > 1, on utilise encore I'IBT avec pour tout € > 0,
Sn A
P(l—=-Az¢=—
n ne
Et cette fois ci :
Sh, Sn
P(l—=A>¢)=P(— - A< —€)=P(S, <n(A—¢) > P(S, <n)
n n

en prenant € assez petit pour que A—e > 1. Par encadrement, lim,,_,; ~ P(S, < n) = 0.



3. On remarque que P(S, <nX) =>"}_  P(S, =k) = fu(An).
On sait que pour tout € > 0,

lim_fo((1+ ) =0, L fu((L—0)m) =1, et fulen) = 5

n—-+o0o

donc APCR, f,((1+€).n) < fo(zn) < fn((1 —€).n) et par stricte décroissance de f,

l-en<an<(1+emne | _1<e
n

Ceci étant vrai pour tout € > 0, par définition de la limite limy, 4o, 7* = 1 donc

QSP

1. GROS CLASSIQUE !l

Comme u possede n valeurs propres distinctes, u est diagonalisable et tous ses sous-espaces
propres sont de dimension 1.

Si u et v sont codiagonalisables alors il existe une base B de E dans laquelle les matrices D =
Matp(u) et D' = Matp(v) sont diagonales. Comme deux matrices diagonales commutent,
ona DD =D'D, et donc uov=vou.

Réciproquement, supposons que u et v commutent. Soit x un vecteur propre de u associé
a la valeur propre A\. Comme

on av(x) € Ker(u— \.Id). Comme Ker(u— A\.Id) est un sous-espace propre de dimension
1, il existe un réel a tel que v(z) = .z, donc = est un vecteur propre de v. Finalement,
en considérant une base B de vecteurs propres de u, il s’agit aussi d’une base de vecteurs
propres de v, donc u et v sont codiagonalisables.

2. Clairement si u et v sont codiagonalisables, ils commutent toujours.
La preuve ci-dessus ne fonctionne plus sans I’hypothese sur les sev de dimension 1. Si on
prend u = Id et v non diagonalisable, on voit que cela ne marche plus !



