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‘ Probléme d’analyse ‘

+oo 2
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On rappelle que la série de terme général —,; converge et que E — ==
n n [

n=1

Pour tout réel z € [0, 4+00] et tout entier naturel n, on note :

Yo (D yo [
S"m*k;wrwrl et f(”’)*/o 1+tdt

PARTIE I : Etude des variations et des limites de f‘

I

Pour tout z € [0, +o00[ et tout ¢ € [0, 1], on note g,(t) = T3

1. Justifier que f est définie sur [0, +oo.

2. Préciser les valeurs de f(0) et f(1).

3. Justifier que f est décroissante sur [0, +ool.

4. Montrer que Yz >0, f(z)+ fz+1) =25

5. (a) Déduire des deux questions précédentes que Vo > 1, #1 <2f(x) <1

(b) Donner enfin un équivalent de f(z) en +oo ainsi que la limite de f en +o0.

6. Obtention de valeurs approchées de f(z)

n

1 k

Pour tout x € [0, +o0[ et tout n € N*, on note T,,(z) = — Zgz (7)
n
(a) Justifier que, pour tout € [0,+oc0[, lim T,(z) = f(z).
n—+00
(b) Ecrire en Python :
e une premiere fonction intitulée def g(x,t): qui définit la fonction de deux
variables ¢ : (x,t) — ——,
9: (@)= 7

e une deuxiéme fonction intitulée def T(n,x): qui calculer T,,(z).

‘PARTIE II : f comme somme d’une série convergente‘

1. Soit  un réel positif fixé.
n t tn+l+m
Justifi YneN,Vte[o , —1)ktr = — 4 (—1)"
(a) Justifier que Vn [0, +o00[ ;( ) 1+t+( ) T

(b) En déduire que Vn € N, S, (z) = f(z) + (—-1)"f(n+1+1z)
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(=D
n+x+1

(¢) Montrer que la série de terme général
+o0o
(=n*
]
pard k+x+1

2. Cas particuliers

converge et que

—1 n—1
(a) On appelle série harmonique alternée la série de terme général (=1) (ou
n
n > 1). Déduire des résultats précédents la convergence de cette série et préciser
+00
(-1
la valeur de —_—
a valeur de ; o
(b) Calculer f(%) a Paide du changement de variable ¢ = u?2.
3. Etude de la continuité de f sur [0, +oo|
(a) Montrer que V(z,y) € (R+)2. VEk € N*, ! — ! <l|z-— y|i
a ' Nk+1+z k+14y| — k?
1 2
(b) En deduire que ¥(,y) € (R.)”, |f(z) — f(y)| < |o — me + %)

(¢) En déduire que f est continue sur [0, +oo].

(=1*
k+14u

4. Pour k € N, on considére la fonction 0y : u —

(a) Pour k € N, justifier que 6 est de classe C? sur [0, 400 et calculer 8}(u) et
07 (u) pour tout u € R,.

h2
(b) Montrer que Vz € Ry, Vh > —z, Vk € N*, |0 (z + h) — O(z) — ho(x)| < %
1
5. Justifier la convergence des séries Z E et Z O (u) ot u € Ry.
keN* keN

6. Dérivabilité de f sur [0, +oo]

(a) Montrer que, pour tout x € R, , h > —z et n € N*,

1 1

S‘h|‘(1+gc+h)(1+a;) TENSE

Su(x +h) = Su(z) = h > O)(x)

k=0

Foo k+1
-1
(b) En déduire que f est dérivable sur [0, +-o0[ et que Vz > 0, f'(z) = E (=1

P (k+1+x)%
2n+1 n 2n+1
. (-n* 1 1 1
(¢) Montrer que Vn € N, Z 2 =3 Z i Z =)
k=1 p=1 k=1
(d) En déduire la valeur de f(0).
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