Corrigé du Sujet EM Lyon 2026

Probléme 1

1. La matrice A est symétrique, elle est donc orthodiagonalisable. On constate que :
1 2 1
()= ()->0)
1
A. (71) =0

donc 0 € Sp(A). Comme A € M3(R), A a au plus deux valeurs propres distinctes donc Sp(A) =
{0,2}. En normant les vecteurs propres trouvés ci-dessus, on voit que les matrices

U
o- (3 ) wo-(3 )
VzV2

orthodiagonalisent A : on a bien | A = QD 'Q

2. (a) Notons D =R?\ {(0,0)}. Pour tout (z,y) € D,

donc 2 € Sp(A). De plus

Tty
o z y g | 2+ 2zy 4yt 2xy
o(z,y) = (\/17+y2 \/12+y7) : 722212 - 22 + 42 - 22+ 2

Les fonctions f : (z,y) ~ 22y et g : (z,y) — 2> + 32 sont polynomiales donc de classe C? sur
I'ouvert R? \ {(0,0)}. De plus la fonction g ne s’annule pas sur cet ouvert. Par quotient de
fonctions de classe C2, puis par somme par une constante, la fonction ¢ est bien de classe C?

sur R2\ {(0,0)}.
Pour tout (z,y) € D,

—
o
=

, 2y(2? +y*) — 2zy.20 _ 2y(y* —2?)
Op(z,y) = (22 + y2)2 - (22 + y2)?

ool ) 2z(z% 4+ y?) — 2zy.2y  2x(2? —y?)
2,9) = - =
ey @ + ) @+ )

Donc (z,y) € D est un point critique de ¢ si et seulement si

{ Y —2*) =0
z(a® —y?) =0

Supposons y = 0. Alors avec la deuxiéme ligne z = 0, ce qui est absurde puisque (z,y) # (0,0).
Par conséquent, y # 0 et 22 = y°. Finalement, 'ensemble des points critiques de ¢ est :

C={(z,z); zeR}U{(z,—x); ze€R*}

et ‘ o a bien une infinité de points critiques ‘

(c) Soit v € R* et (x,y) € D. Alors

2a%xy
plaz,ay) =1+ T+ oZy = ¢(z,y)

N. Marconnet - Lycée Saint Just 1 Année 2025-2026

n maximum ne peut étre atteint qu’en un point critique. Pour tout = € s
4 U . . . s . s P R*
plz,z) =p(1,1) =2 et p(z, —z) = ¢(1,—-1) =0
De plus, pour tout (z,y) € D,

2xy
L <1e p(z,y) <2
i oz, y) <

(z—y)220©x2+y2—2zy20©x2+y222xy<:IZ

Bilan : ‘ ¢ a pour maximum global 2 et ce maximum global est atteint en tout (z,z) ou z € R*

Remarque : l'idée de I'énoncé était plutdt de se ramener au fermé borné S;. Mais cela me
parait bien plus compliqué pour cette question !!!

3. (a) Soit B € My, m(R). Alors 'B.B € M,,,(R) et pour tout (i,5) € [[1,m]]?,

n

(f’B.B)iyj = Z(fB)zk<B)k]

Il
kol
14+
3

(B)k,i-(B)k,j

k=1

n
b,i-br.

k=1

On a par ailleurs B.'B € M,,(R) et pour tout (i, j) € [[1,n]]?,

m

(B.'B)ij = > (B)in('Bli;
k=1

= > (B)iw(B)jk
k=1

m

= Zbi,bbj‘k
k=1

(b) D’une part,

m

Tr('B.B) = > ('B.B)is

i=1
m n
S
i=1 k=1
et d’autre part,
n
THBB) — 3B
i=1
n m
2
= 2D W
i=1 k=1
m n
= Z Z b?7k par interversion de sommes finies
k=1i=1
m n
= Z z bfﬁﬂl en changeant le nom des indices
i=1 k=1
= Tr('B.B)
4. D est un carré, C; et Cy sont deux droites.
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5. La fonction fp est polynémiale donc continue sur le fermé borné D N Cy. Par conséquent, elle
admet un maximum global sur D N Cy, c’est-a-dire qu’elle admet un maximum global sur D sous la
contrainte Cy. Ce maximum devrait étre atteint au point (1,...,1,0,...,0) (avec k fois 1). En effet,
ce point appartient bien & D N Cy, et

a1, 1,0,.,0) = Ay + o+ Mg
On voit bien que cela va étre le maximum mais pas facile a rédiger !!!

6. (a) On suppose que 7 est la projection sur F' parallélement & G. On a alors R" = F' & G. Soit Bp
une base de F', Bg une base de G et B la concaténation de ces deux bases : il s’agit d’une base
de R™ d’aprés le cours. Dans cette base, la matrice de 7 est :

Matp(n) = Diag(1,...,1,0,...,0)

En particulier, rg(7) = dim(F') = rg(Matg(r)) et Tr(Matg(r)) = dim(F).

Comme P est la matrice de 7 dans la base canonique, rg(P) = rg(m) = dim(F’) et comme deux
matrices semblables ont la méme trace (classique car Tr(P.D.P~1) = Tr(P~'.P.D) = Tr(D)),
on a aussi rg(P) = Tr(Matg(n)) = dim(F).

On a donc bien | rg(P) = Tr(P)

Supposons que la projection 7 est orthogonale. Alors pour tout x € R™,

=

z=mn(z)+z—7(r)
avec 7(z) et & — w(x) qui sont orthogonaux. D’aprés le théoréme de Pythagore,
l2]* = ll(@)I|* + |z = = ()|
don [z]* > ||x(x)|* et |[|m(x)] < |||
(¢) Pour tout i,
Py = (m(e:), &) = (mom(es) es) = (m(es), w(ex)) = [m(en)]” > 0
donc p; ; > 0. De plus, ||7(e;)|| < |le:]] =1, done p;; € [0,1].

7. La matrice A est symétrique, donc orthodiagonalisable: il existe bien une matrice orthogonale @ et
une matrice diagonale D telles que

A=Q.D.'Q
ot D = Diag(M,...,An). On peut bien choisir de placer les coefficients diagonaux dans l'ordre
décroissant (quitte & modifier 'ordre des colonnes de Q) :

M= X > >N,
8. Notons M = (C1|Cy|...|Ck). Alors 'M.M € M, (R) et pour tout (,7) € [[1,n]]?,
(*"M.M); ; = 'C;.C; = (C;,Cy)
Comme la famille (C1, .., C}) est orthonormale, on en déduit que m

9. Ona A = QA .I;.'Q = A.Iy. Dot 'M.A.M = A\;."M.M = Ay.I;. On en déduit que Tr('M.AM) =
k.)\l.

10. Notons que ‘Q € M, (R) et M € M, x(R), donc X € M,, .(R). Par conséquent P € M, (R).
(a) Tout d’abord, par les propriétés de la transposition,
p=I1X"X="x'X = X.'X
donc P est symétrique. Ensuite,
P =X'XX'X = X.'MQ."QM.'X =X."MM.'X =XI,'X=X.'X=P

donc P est un projecteur.
Finalement, | P est la matrice d’une projection orthogonale |.
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(b) Soit Y € Ker('X). Alors 'X.Y =0, donc PY = X 'XY = X.0 =0.
Ainsi Ker('X) C Ker(P). Soit Y € Ker(P). Alors

PY=0&X'XY =0& YX.'XY=0&,/[|'XY|=0& XY =0

donc Ker(P) C Ker('X).
Finalement par double inclusion, Ker(P) = Ker(‘X).
Cette question est plutot classique

Comme @ est inversible, 7g(X) = rg('Q.M) = rg(M) = k (mais HP : & prouver en passant par
les applications linéaires associées).
On en déduit par le théoréme du rang que

rg(P) =n — dim(Ker(P)) = n — dim(Ker('X)) = rg('X) = rg(X) = k

Tr(‘M.A.M) = Tr(*M.Q.D.'Q.M) = Tr('Q.M.'M.Q.D) = Tr(PD)

On remarque que

>\1P1,1 >\np1,n
po=| :
APt AaPan
d’ou N
Tr(PD) = Z)\i}’)i,i = fa(Pi15 7 s Pan)
i=1
De plus, on a vu que Vi € [[1,n]], p;; € [0,1] donc (p1,1,--- ,Pnn) € D. Par ailleurs, comme

P est un projecteur orthogonal, Tr(P) = rg(P) = k donc Y. p;; = k. Par conséquent
(P1,15° "+ »Pnn) € DN Ck. On en déduit bien que

Tr(*MAM) < maz{fa(z1, - ,2); (@1, ,2n) € DN Cr}

(d) D’aprés le 5., ce maximum est atteint au point (1, ...,1,0,...,0), ¢’est-a-dire lorsque p1y = --- =

Do =1 €t Pry1,k41 =+ = Pn,n = 0. Supposons que pour tout ¢ € [[1,k]] on a C; = V;. Alors
10 0 -+ 0
0 1 0o -+ 0
X ="1'Q.M=
0 1 0 0
ETC...
-
(e) La matrice A de la Partie 1. est symétrique de rang 1. On considére M = | V I;+yl , qui
représente n’importe quelle matrice colonne normée, et ¢(z,y) = ‘M.A.M est un réel. Par

conséquent Tr(*M.A.M) = ¢(z,y). Le maximum de cette trace vaut 2 et est atteint lorsque

1
x =y € R*, et en particulier est bien atteint pour Cy = V; = f) .
V2
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Probléme 2 puis

m
1. (a) Soit t € [0,1]. Pour tout n € N, P(URL,AR) 21— H exp(—P(Ax))
k=n
0<P(W=n)t"<P(W=n) donc
Comme la série ), . P(W = n) converge (et vaut 1), par critére de comparaison pour les séries P(URL, Ak) 2 1 — exp(— Z P(Ag))
k=n

a termes positifs, la série 3, .y P(W = n)t" converge. Par conséquent‘ Gw est bien définie sur [0, 1] ‘ Cette question est extrémement astucieuse... Sans doute résolue par personne ou presque

—
=3
=

: 2 gve P ~+1 " agt CTOISSE g
Soit (5’ t) € [0,1]* avec s < t. Pour tout n € N, ,ld fOn(,thl? reow th croissante sur Ry (c) La suite d’événements (Ug>nAy) est décroissante. Par théoréme de limite monotone en proba-
donc s < t". Par produit avec P(W = n) > 0 puis sommation, on a bien Gw (s) < Gw (t) : bilités =

‘ la fonction Gy est croissante sur [0,1] ‘ P(Np>1 Upsn Ag) = nEToo P(Up>nAyk)

-~

—
O
N>

7 n <
Pour tout ¢ € [0, 1], pour tout n € N, ¢" < 1 donc Comme la série Zn>1 P(A4,) diverge, étant a termes positifs on a pour tout n € N*,

Gw(t) <Gw()=1 m
) ) ) o lim P(Ag) = 400
La fonction Gy étant croissante et majorée par 1, par théoréme de limite monotone pour les m—+o0
fonctions, il existe un réel [ tel que lim; ;- Gw (t) = 1.

=n

Par encadrement, on a donc limy, 4 oo P(UF,, Ax) = 1. Puisque 1 > P(Ug>, Ag) > P(UP, Ay)

(d) La série Y, P(W = n).t" ¢tant a termes positifs, on a bien d’aprés ce qui précede : ’
on a encore par encadrement P(Ug>,Ay) = 1 et donc enfin ‘ P(Np>1 Ugsn Ag) =1
m
vm € N*, vt € [0,1], Z PW =n)t" < Gw(t) < Gw(1) 3. Bof... On va dire que c’est évident étant donné que les variables sont toutes de méme loi et indépen-
n=0 dantes... W est de méme loi que Wy, Wi + W; est de méme loi que Wy + W4 etc...
N L _ L Je ne vois pas trop ce qu’on peut attendre d’autre.
En passant a la limite lorsque ¢ tend vers 1~ dans ces inégalités larges, on a alors :
- 4. (a)
S PW=n)<i<Gw(l)=1 n n non
n=0 (Zal)(ij) = ZZaibj
i=1 j=0 i=1 j=0
(e) Enfin, en faisant tendre m vers +o00, on a on
m +oo = Z Z aibj
lim PW=n)= PW=n)=1 k=1itj=k
m—r+0o0 Z ( ) Z ( ) 2n n

n=0 n=0
= E E aiby—;

donc | = 1. Par conséquent, lim; ,1- Gw(t) =1 =Gw(t) : ‘ la fonction Gy est continue en 1 k=1i=1

2n

(f) Pour tout ¢ € [0, 1], pour tout n € N*, _ ch
k=1
0<n.P(W =n)t""! <nptn?
Comme les termes ¢ sont positifs, on a bien
Comme la série Y, - n.t"~! est une série géométrique dérivée convergente (car [t| < 1), par ,
- n n n n
critére de majoration pour les séries a termes positifs la série nP(W = n)t" ! est con-
) P P Lnz1 P ) DasQa)d b <y o

vergente. k=1 i=1 j=0 k=1

2. (a) Etude de fonction !

(b) Pour tous m, n entiers avec 1 <n < m,

(b) La suite (D _,_; ck)nen+ est croissante et majorée par (ET:OIO ai) (32 -0 toob;). Cette suite est

donc convergente, c’est a dire que la série Y, ¢, converge. En passant a la limite quand n
T T tend dans I’ d t du a. dc
P(UPL,A) = 1- PO Ay end vers +oo dans 'encadrement du a., on a donc

= 1-P(Op, ) o e

+o0
m D=0 a)d b))
k=1

= 1- H P(A}) par indépendance des événements Ay, i=1 j=0
k=n
m 5. (a) E(X,)=0et
_ 1 1 1
= 1-JJa-Pa) B(X2)=-+ ="
k=n 2 2 4
—1
D’aprés la question précédente, 1 — P(Ay) < exp(—P(Ay)) donc done V(Xn) = 3.
(b) Par linéarité de I'espérance, on a donc E(S,) = 0. Les variables X}, étant indépendantes, on a
[10- P < ] exnl—Pan) e -
1-— k) < exp(— k n
k=n k=n V(Sa) =) V(Xi) = 1
k=1
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6. Les variables X, ..., X,, sont mutuellement indépendantes, de méme espérance et variance. D’aprés
la loi faible des grands nombres, la moyenne empirique (%) converge en probabilité vers 0.

7. (a) def simul_XQ):
X=rd.randint (1,3)
if X==2:
X=-1
return X
(b) def simul_S(n):
S=0
for k in range(l,n+1):
S=8+X()
return S

8. Pour tout n € N,

"X +1
2y —n=S,+n-n=5,
2 n +n—n=.>_5
k=1
Xpt1
2

Pour tout k € N*, la variable suit la loi de Bernoulli de paramétre %

9. Soit n € N* et i € [[—n,n]].

(a) S, représente la position du marcheur aprés n déplacements. Le marcheur démarre de 'origine
a l'instant 0 et se déplace d’une unité a chaque fois. En un nombre pair de déplacements il peut
donc étre uniquement sur une abscisse paire. De méme, en un nombre impair de déplacements
il doit étre sur une abscisse paire. Par conséquent : si ¢ et n ne sont pas de méme parité alors

P(S,=1)=0.
(b) Les variables X ‘“2“ suivent toutes la méme loi de Bernoulli de paramétre p et sont indépendantes
par coalition. Par conséquent leur somme Y_;'_; X‘"ZH suit la loi binomiale de paramétres (n, p).
On en déduit que si i est de méme parité que n,
n
. X +1 n + i 1
P, =) =P Xt =t - (L)
k=1
10. (a)
2n\ 1
P(S2, =0 = )
(S50 = 0) (e
_ (QTL)' ( 1 )271
N (n)272
2n 1 e 1.
~nos oo 47rn.(?)2n_%‘(g)2n.(5)2n
1 1
~n—+oo ﬁ-an-(i)WL
1
n—+00 o
(b) La série de terme général % = ﬁ est une série de Riemann de paramétre %, qui di-

verge puisque % < 1. Par critere d’équivalence pour les séries a termes positifs, la série
Y onen- P(S2n = 0) est divergente. D’aprés la remarque de la fin du 2.c., la probabilité quune
infinité d’événements de la forme [S3,, = 0] se réalisent simultanément est égale & 1. Ceci signifie
que la marche aléatoire passe une infinité de fois par 0.

Probléme : pas clair du tout que les événements [S3,, = 0] soient indépendants !!!

1. (a) P(T=1)=P(X; =1)=1

(b) Le terme de droite signifie que lors des n — 1 premiers déplacements P’abscisse est négative ou
nulle, puis qu’elle est strictement positive aprés le n-ieme déplacement. Cela signifie bien que
lévénement [T' = n] est réalisé.
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(c) Si n est pair, 'événement [S, = 1] ne peut pas étre réalis¢ d’aprés la question 9.a., donc
P(T=n)=0.

12. (a) Ry est réalisé si le premier retour a l'origine du marcheur a lieu a l'instant k + 1

(b) Beurk...
Disons:

P(Ry) = P(S1 = —1).Pig,—_1)(Mf_5[S; < —1] N [Sg11 = 0])

Sachant que [S; = —1] est réalisé, dire que ﬂ?ZQ[SJ < —1] N [Sk+1 = 0] est réalisé revient a dire
que on arrive pour la premiére fois a 'abscisse 1 en partant de 0 au bout de k déplacements.
Donc on a bien P(R;) = 3 P(T = k).

(¢) On revient en 0 pour la 1ére fois a l'instant k, puis on repart dans les négatifs jusqu’a ce qu’enfin
on revienne en 1.

(d) Il doit y avoir un lien avec le 12.b. ... C’est quand méme bien bien moche. Qui va faire ¢a ?
personne...

13. (a) Lasérie ) .y P(T =n).t" ou t € [0, 1] est convergente. On a alors d’aprés le 4.b.,

ZP =n).t")? 7J§Xn:P T =n—k)t"
n=1 n=1 k=1
(b) D’aprés le 12.d., pour tout ¢ €]0,1],
Gr(t)? = S pr— - n_ _ _2
r(t)? =23 P(T =n+1). zfzp ).t .(GT(t)—P(T_l).t) =7 .Gr(h)-1

n=1 n=2

donc ‘ tGr(t)? = 2G7(t) —t ‘ Sit =0, cette égalité reste vraie car Gr(0) = 0.

(c) On en déduit que Gr(1)? = 2Gr(1) —1 donc (Gr(1) —1)? = 0 d’oit G (1) = 1. Par conséquent,

P(T =-1) 71—ZP n)=1-Gr(l)=

n=1
(d) On dérive la relation précédente : pour tout ¢ € [0, 1],

—1-Gr(t)?

Gr(t)? +2t.G(1).Gr(t) = 2G7(t) — 1 & Gp(t) = NCr) =2

qui tend donc vers +oo quand ¢ tend vers 1.
14. Simulations sur Python

(a) def simul_TQ):
S=0
n=0
while S<=0:
S=S+simul_X()
return n

(b) La fonction mystere(N) renvoie la moyenne empirique (de N simulations) de 7. Au vu des
valeurs renvoyées lorsque 'on simule 7 fois cette moyenne empirique, il semblerait que T
n’admette pas d’espérance !

(c) 11 semblerait que T n’admette pas d’espérance. On peut remarque avec la fin de la question
1. que si W admet une espérance alors E(W) = Gy,(1). Comme ici limy—,1 G/(t) = +o0, la
fonction G n’est sans doute pas dérivable en 1. On conjecture que Gy est dérivable en 1 si et
seulement si la variable W admet une espérance.
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