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|Exercice 1 : Edhec 2017]

Analyse de 1lére année uniquement

1.

2.

3.
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Conclusion :

(a) def f(n,x):
s=0
for k in range(1l,n+1):
s=s+xk*k
return s

(b) Pour z # 1, ona: fu(z) = x.

alors s’écrire :

T

1—
11—z

et pour z = 1, f,(z) = n. Le programme peut

def f(n,x):
if x==1 :
y=n
else :
y=x*(1-x**n)/(1-x)
return y

f est continue et dérivable sur [0,1] comme fonction polynémiale.
n
Sa dérivée f/(x) = 3 ka1, est strictement positive sur [0,1]. f réalise donc une bijection

k=1
strictement croissante de [0,1] sur [f(0), f(1)] = [0,n]. Le nombre 1 € [0,n] posséde donc
un unique antécédent dans [0,1] par f.

I'équation f,(z) = 1 posséde une unique solution a, € [0, 1] ‘

(a) Pour tout n € N*, on a :

n+1

fnt1(an) = Zaﬁ = falom) + a2+1 =1+ a3+1
k=1

Or, a, € (0,1], donc frt1(ay) > 1.
On a donc, pour tout n € N*,

frr1(an) = fapr(on) =1

et comme f, 41 est strictement croissante, on peut alors conclure que ay, = apy1.

Bilan : ‘La suite (an)nen+ est décroissante. ‘

(b) La suite (o )nen+ est décroissante et minorée par 0.

Bilan : ‘ La suite (o, )nen+ converge vers une limite ¢ € [0, 1]. ‘

(a) Par définition, as est I'unique solution de I'équation = + 22 = 1 dans [0, 1]. Un simple
calcul de discriminant donne alors as = *1%\/5 De plus 1 < v/5 < 3 donne directement
les inégalités demandées.

Bilan:‘agz_l%‘/getonabienﬂéa2<l.
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(b) (an)nen+ étant décroissante, on a pour tout entier n > 2 :

0<a, <an<1 et donc 0< afl‘*’l < a;‘H

n+1
2

Or, puisque a2 € [0,1], lim « =0 et par encadrement lim o*! = 0.
n—+4o00 n—+oo

Bilan : | lim o7*! =0.
n—-+00

(c¢) D’aprés 1.(b), a,, est 'unique solution, dans [0, 1], de 'équation :c.lffwn = 1. Donc,
pour tout n € N* :
an—a"™ =1—q,, ouencore : 2a,=1+a""!

Or, d’apreés les questions précédentes,

lim o' =0, et lim a, =/
n—+00 n—+00

La limite ¢ de la suite (ay)pen+ vérifie donc : 20 =1 et donc £ = %

Bilan : | lim o, = %
n—-+oo

5. Fixons n € N*. On sait déja que f,, est croissante sur [0, 1] et f,(0) = 0. Le programme va

alors tester toutes les valeurs de f,(z) a partir de z = 0 et avec un pas de 0,001 tant que
fu(z) < 1. La valeur affichée par le programme est alors le premier de ces nombres x pour
lequel f,(z) > 1. Le résultat affiché est donc le plus petit nombre du type k x 0,001 (k € N)
supérieur ou égal a ay,.

Bilan : ‘ Le résultat affiché est une valeur approchée par excés a 0,001 prés de a,. ‘
1l s’agit de la méthode dite "de balayage™ pour calculer la valeur approchée d’une solution
d’équation.

. On sait que
1
ap — (ozn)"Jr1 =l—a, < a, = 5.(0%)"“
d’ou
1
O —3 _ n+1
(%)n+2 = (2an)

exp((n + 1) In(2a,))
exp((n+ 1) In(1 + ()™

)n+1

Comme limy, 4 oo (s =0, on a alors

(4 1) (1 + (@)™ ~nosioo (04 1).(an)" L

Mais 0 < (n+ 1)(ap)™* < (0 + 1) ()™ et limy,— 100 (n + 1)(a2)™*! = 0 par croissances
comparées. Donc limy, oo (n + 1) ()" = 0 et enfin,

lim exp((n+41)In(1 + ()" =1

n—r+00

Bilan : |a, — % ~ns oo (%)"4r2
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|Exercice 2 : Edhec 2016

Polyndomes d’endomorphismes (cours de lére année +-+)

1. (a

)

(f=Id)*+fo(2ld—f)=f>—2f +Id+2f — f?=1d

(b) D’aprés la premiére question, Id = (f — Id)2+ f o (2Id — f), donc pour tout x € R™ :

o

=

Id(x) = (f — 1d)*(x) + (f o (2Id — f))(x)

soit :
= (f = Id)*(x) + (f o (2Id — [)) (x)

Pour tout z € R", f((f — Id)?(z)) = fo(f —Id)*(z) = 0 donc (f — Id)?(z) € Ker(f).
De plus, (fo(2Id— f))(x) € Im(f). Donc, avec (b), tout vecteur x de R™ peut
s’écrire comme somme d’un vecteur de Ker(f) et d’'un vecteur de Im(f), on a alors
R™ = Ker(f)+ Im(f).

De plus, d’apres le théoréme du rang, dim Ker(f) + dim Im(f) =n = dimR", donc
on a bien R" = Ker(f) ® Im(f)

Bilan : \Rn = Ker(f) ® Im(f) \

On cherche deux réels a et b tels que

i(Xfl)(Xf4)+aX2+bX:1 & 4(X275X+4)+aX2+bX71:0
1 5
. X4 (=S +bh)X =
(4 a) X"+ ( 4+)

Un polynéme est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls, on trouve donc que
a= —i et b= % conviennent.

s . _ 1 _ 5
B

(b) Comme dans 1., on a cette fois-ci a partir de i(X -1)(X—-4)+ %X2 - %X =1:
1 1 5
“(f=1Id)o(f—4ld)+ fo(=f—=Id) =1Id
4 4 4
Donc, pour tout z € R™ :
1 .1 5
= ({0~ Hd)o (f —41d) ) () + T o (3~ 1))
Or I’énoncé nous dit que : fo(f—1Id)o(f—4Id) =0, donc (%(f —Id)o (f —4Id)) (z) € Ker(f)
de plus (f o (3f — 31d)(2) = f(3 f(z) — 32) € Im(f).
Donc R" = Ker(f) + Im(f).
Toujours d’aprés le théoréme du rang, dim Ker(f)+ dim Im(f) =n = dimR", donc
on a bien R™ = Ker(f) ® Im(f)
Bilan : ‘R” = Ker(f)® Im(f) ‘
3. (a) P € R,[X], il existe donc (ag,...,ap) € R"*! tels que P = ag+ a1X + - + apXP. De
plus P(0) = ag et P'(0) = a;. Donc d’apres I'énoncé, ag = 0 et a3 # 0.
(b) Soit z € Ker(f)NIm(f). Alors il existe y € R™ tel que z = f(y), et de plus f(z) =
On a donc f2(y) = 0, et pour tout k > 2, f*(y) = FF=2(f%(y)) = f*2(0) = 0.
P étant annulateur de f, on a (P(f))(y) =0, soit : a1 f(y) +a2f?(y) -+ -+ apfP(y) = 0.
Comme f2(y) = --- = fP(y) = 0, on obtient a;f(y) = 0, c’est-a-dire que a1z = 0.
Comme a; # 0, x = 0.
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Bilan :Ker(f) N Im(f) = {0}.

Une fois de plus, par le théoréme du rang, dim Ker(f) + dim I'm(f) = dimR", donc
R™ = Ker(f) ® Im(f).
Bilan : ‘R” = Ker(f)® Im(f) ‘

(¢) Dans la question 1., P = X (X — 1), et dans la question 2., P = X(X — 1)(X — 4),
vérifient tous les deux P(0) = 0 et P'(0) # 0 (c’est-a-dire que 0 est racine simple de ces
polynomes). Le résultat que l'on vient d’obtenir est bien une généralisation des deux
questions précédentes.

|Exercice 3 : Edhec 2016

Soit n un entier naturel
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Jp = f[ﬁ tan2"2(t)dt.

1. Soit n € N fixé.

La fonction t — tan(t) est continue sur |—%; Z[, donc sur [0;%].

2n+2

Par produit, la fonction ¢ — (tan(t)) est continue sur [0;F].

Ainsi I'intégrale [y tan®"*2(t)dt existe. Ainsi: Vn € N, J, existe.

Bilan : ‘ La suite (Jp)nen est bien définie. ‘

2. (a) La fonction ¢ — tan(t) est dérivable sur sur |—5; 2| et

1
_T. T / — 2 —
vte]|-2;3[, tan'(t) =1+ tan’(t) o2’
(b) Jo = [ tan®2(t)dt = [F 1+ tan®(t) — 1dt
Jo = [if tan/(t) — 1dt = [tan(t) — )7 . Ainsi|Jy=1— z

3. (a) Soit n € N fixé.

Sk

g1 —Jn = tan?" 4 (4)dt — / ¥ tan?" (1) dt
0

Sk

k!

J
/ tan?"t4(¢) — tan®"*2(¢)dt par linéarité de l'intégrale
0
/ tan?" 2 (1) (tanz(t) —1)dt

0

Soit ¢ € [0, ﬂ fixé.

y — tan(y) est croissante sur [07 ﬂ donc tan(0) < tan(f) < tan <%)

Donc 0 < tan(t) < 1.

y — y? est croissante sur [0,1] donc 0 < tan?(¢) < 1. Ainsi, tan?(t) — 1 <0.
tan(t) > 0 donc tan®"2(t) (tan?(¢) — 1) < 0.

Bilan |Vt € {o, ﬂ tan2"+2() (tan2(t) — 1) < 0

En intégrant membre & membre cette inégalité, les bornes étant dans le bon sens 0 < 1

on obtient : fog tan®"2(¢) (tan?(t) — 1) dt < 0

ainsi Vn € N, Jp41 — J, <0. Bilan : ‘ la suite (J,)nen est décroissante.
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i & 4 4 4
(b) Soit n € N fixé. De méme : __m ~n—stoo on ~p—stoo 1 donc lim, 4 LI 1
i e [0 z] tan?2(1) > 0 2(2n + 1) n 2(2n + 3)
b 4 b -
R P . . J,
En intégrant membre & membre cette inégalité, les bornes étant dans le bon sens 0 < g Grace au théoreme des encadrements, limp, ;oo (4nJn) = 1 donc limp 400 < In ) =1
T 4an
on obtient : [;! tan®2(¢)dt > 0 o 1
Ainsi Vn € N, J, > 0. Ainsi la suite (Jp)nen est minorée par 0. Ainsi @ | Jn ~nostoo in
Par ailleurs, elle est décroissante. x
Gréace au théoréme de limite monotone, ‘ la suite (Jp)nen est convergente. 5. (a) Montrons que : Vn € N, S, = 1 + (=1)"J,, par récurrence.
On note £ sa limite.Vn € N, 0 < £ < Jp4q < Jp, < Jp. Soit n € N, On note #(n) la proposition :" S, = Z + (=1)" "
4. (a) Soit n € N fixé. (—=1)*
s s . [ ] S[] Zk 0 =
Jns1 +Jn = fo* tan® T (t)dt + [oF tan?"T2(¢)dt %+1 i i
= [of tan®"T4(¢) + tan?2(¢t)dt par lindarité de l'intégrale Par ailleurs, Z + (=1%o = a7t L- 1 1, grace a la question 2b.
= fof tan"%(¢) (tan®(t) + 1) dt Donc | #(0) est vraie.
= Jo' tan’(t) tan®"+2 (¢ )ﬁt e Supposons que #(n) soit vraie pour un certain rang n € N fixé. Montrons que
_ { 1 tdng,LJr;; }Z H(n+ 1) est vraie.
2711 0 S _ ZVL+1 (71)1C Z ( 1)k + (71)n+1
- Lm%”3(> s R0k 1 \&F02k+1)  2(n+1)+1
2n+3 _ g ( 1)n+1
Bilan : ‘VnEN Jnt1 + J, —2n+3 ‘ = Ont 2n + 3 1
™ .
(b) def J(n): =7 + (1) T, + (1)t 3 € (n) est supposée vraie.
J=1-np.pi/4 -
for k in range(1,n+1): = 7+ (=1 T + (=)L T, + Jpt1) grice a 2
J=-J+1/(2%k+1)
return J = % + (=)™ (Jn — Jp) + (=1)"F LT
(¢) La suite (Jp)nen est décroissante.
Soit n € N* fixé. Ainsin —1 € Ndonc Jpq1 < J, < Jpq _ % (=11,

Ainsi Jp41+Jp < Jp+JIp < Jpoq + Jp. Parailleurs, n—1 € N donc la formule établie

.o - Donc J#(n + 1) est vraie.
en 4.a. est valable en particulier pour n — 1 et pour n, ainsi

— <2J, < 2( 11) = e Par récurrence ;| Yn € N, S, = g +(=1)"J,
+3 “2n—-1)+
2> 0 donc : | ¥n € N¥, 2(27”%} <J, < 2(2n+1) ‘ (b) soit n € N fixé.
Sy ‘f| Ydnl = [(=1)7 [ x| Ju| = Ju. car Jy > 0.
Par encadrement, on trouve que 1 .
(d) def Premiern(eps): On a montré que Jp, ~p—yt00 ym donc limy,_, 4 o (J5) = 0. Donc lim,, 4 < Sp — ZD =
J=1-np.pi/4 0
k=0 T est indépendant de n donc la suite des sommes partielles (S,), oy converge et sa
while J>eps: limite vaut : lim, 400 (Sn) = .
k=k+1
—1)" -1 k
J=-J+1/(2%k+1) La série de terme général Q(n +) 1 converge et Zk 0 Z(k ) =limy, 400 (Sn) =
return k
1 1 1 . -1
(e) Idée : on remarque que : m ~nooo et que 5 (2n+1) ~notoo 1 (¢) On a montré que Jp, ~p—sto00 e Par produit : (—=1)"Jp, ~n—+00 %
1
. o ~ - . T —-1"
On va essayer de montrer que Jy, ~p 400 . Bilan: |5, — L ( . )
Soit n € N* fixé. n
in 4In
4n > 0d — <dnJ, < ——
NN S 3 =T = 2@+ )
4in 4n

Par quotient ,

: 4an
m e e 1 donc lim,, 4+ <(7> _

2(2n+3)
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Partie A.

1. (a) Soit z € R. D’aprés le cours,
sin(2z) = 2sin(x) cos(x)

(b) On en déduit que :

s 1 /3
up = /2 z sin(x) cos(z)dx = 3 /2 z sin(2z)dx
Jo 0

u(z) =x u(z)=1
{ v'(x) = sin(2z) - { v(z) = 7%

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 2], on peut donc intégrer par parties.

Posons

w = %([7;5‘30@(227’)]0 % /0 * cos(2x)dz)
7w 1 sin(2z)1
=3 +35 [ 2 ]0
= % car sin(0) = sin(w) =0

Bilan : |u; = §

2. Pour tout n € N*, on définit la fonction f,, par :
1-(1-=t)"
vt € R, fu(t) = t
n sit=0.

sit e R*,

(a) Soit n € N*. Tout d’abord la fonction f, est continue sur R* en tant que fonction
rationnelle définie sur cet ensemble. Ensuite, comme lim;_,qg —t = 0, par équivalence

classique,
(1=t)"=1r~0n.(—t) etdonc 1 —(1—1¢)" ~ont

Par conséquent, lim;_,o fn(t) = n = f(0) donc f est continue en 0.

Bilan : ‘pour tout entier n € N*| la fonction f,, est continue sur R‘

(b) Soit n € N*. On s’intéresse a la limite quand ¢ tend vers 0 du taux d’accroissement

fn(t) - fn(o) _ M -n 1-— (1 — t)" —nt
t—0 t N t2
Rappelons que le DL de (14 u)™ en 0 & Pordre 2 est :
n(n—1
(14+u)" =1+nu+ 7n(n2 )u2 + 0uso(u?)

donc ici avec limy_,0—t =0 :

-1
1—t)"=1—nt+ %ﬁ + 0is0(t2)
et ainsi
fn(t) = fn(0)  1—1+mnt— %ﬁ +o(t*)—nt  n(n-1) n (1)
-0 2 T2 010

donc limy_yo 22 (t> f"(m "("QU

Bilan : |la fonction f,, est dérivable en 0 et f},(0) = 7%
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3. Pour tout n € N*, on pose

11_1_ n
I — /Mdt
0

Il
(-
—
Ny
>
L
S
N~

/ t* 7t car (=1)F! = (—1)F!

0

et par linéarité de l'intégrale

_ (=D Y, a1
= 1<k)Tcar/0t dt*[z]o*%

n 1)kl
Bilan : | Vn € N, I, = (n) i
1

(b) Pour tout k € N*,

1 Y
/0(17t)k—1dt:[7(1 kt) }(1):%

(¢) En pensant a utiliser la somme des termes d’une suite géométrique, on part du membre
de droite :

Sp = X fa-ota
k=1

1 n
/ Z (1—1) k=1 dt par linéarité de la somme

1n1
/ Zlft )'dt en posant i =k —1

B 17(14)”

= /0 T

- /171’(1’”"(&:1
0 n

On a donc bien |Vn € N*, I, =

En reconnaissant la série harmonique (série de Riemann de parameétre o = 1) qui
diverge, on a enfin lim, 4o I;, = +00
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4. (a) Posons
{u(m):x {u()—l
/ i - _ _ cos(2pz)

v'(z) = sin(2px) %

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, Z], on peut donc intégrer par parties.

/2 x sin(2px) dx
0

cos(2px) T /
o 1§ + cos(2pz)dx)

[_

™ 1 bln(pr) T
T cos(pm) + [T

= (- 1)p+1@ car sin(0) = sin(r) = 0 et cos(pm) = (—1)?

m(—1)ptt
4p

Bilan : |Vp € N*, /2 zsin(2pz) doe =
0

(b) On admet que

n

Vn € N*, Vr € R, Z (;) sin(2pz) = 2" sin(nx)(cos z)".
p=0

A Taide de ce résultat, on obtient :

Uy = /%xbin(nx)(cos(x))"dx

_ / Z()bln?pxda:
_ Zi (;) /0 ¥ sin(2pa)de

p=1
en remarquant que le terme en p = 0 est nul, et par linéarité de l'intégrale
n

1 (=1t
= o Z (n) % d’apreés la question précédente
= \p p

= A, dapresB()

2n+2
Bilan : |Vn € N*, Up = 2:?["
Partie B.
5. Soit z € [0, 1[. Soit ¢ la fonction définie sur R\ {1} par :
VER\{l}, @)=

(a) Soit = € [0,1]. La fonction ¢ est dérivable sur [0, 1] et pour tout ¢ € [0, 1],

-1-t)+(x—-t) x-1
(1—1)? _(1—t)2§0

¢'t)=

N. Marconnet - Lycée Saint Just 9 Année 2026-2027

car x < 1, donc ¢ est décroissante sur [0, z]. Ainsi, pour tout ¢ € [0, z],
er) <o) <p(0) & 0<pt) <z

(b) Soit a € R. Alors

x—1 + 8 _x—1+a(l—t) x+(a—1)—at
1—-t2 1-t (1—1)2 N (1—1)2
donc si a = 1, on a bien
t r—1 1
veelo1, wiefpa, Wzl 1

I—¢t (1-02 1-¢
6. Soit h la fonction définie sur [0, 1[ par :
h(z) = —In(1l —z).

(a) La fonction  — 1 — x est de classe C*° sur [0,1[, & valeurs dans ]0,1]. Comme la
fonction In est de classe C* sur ]0, 1], par composition la fonction / est bien de classe
C> sur [0,1[. Calculons ses dérivées successives : Vz € [0, 1],

/ 1 " 1 B . .
f@ =1t FO=gp= -0 O =200

fP@ =61-2)"  fOx)=2401—-2)"
Notons, pour tout n € N*

o (n-1!,
P(n): Ve e[0,1], f™(z)= =2
et montrons ce résultat par récurrence sur n.
o Initialisation : sin=1, f/(z) = {1 = ﬁ donc P(1) est vraie.
o Hérédité : soit n € N* un entier fixé tel que P(n) est vraie. On a alors pour tout
z €0,1],

fo @) = (f") (@)
= (n—DL(-1).(-n).1—2)™!

—(n+1) _ n!
nl.(1—z)~ (D) = (s

donc P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : par principe de récurrence, pour tout n € N*, P(n) est vraie.

(b) Soit n € N*. La fonction h est de classe C* sur [0, 1[. On applique la formule de Taylor
avec reste intégral a la fonction h, & 'ordre n, entre 0 et z:

h(z) = Xn: MO©) iy /0 e ;!t)n RO (1) de

De plus, h(0) = 0 et pour tout i € [[1,n]], h®(0) = (i — 1)! d'aprés ce qui précede,
donc

Z, / ! 1—7;)!<"+1>dt
- [
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Bilan : Vn € N vz € [0,1], Par croissances comparées avec |z| < 1, lim, 100 nz"! = 0, donc par encadrement
limy, s 4 o0 In.2™*1 = 0. Finalement, on passant a la limite dans la relation précédente,

— z* (e ()" tr
h(x) = Z ? + Rn(x) avec Rn(x) = ‘/0' ﬁ dt. on trouve que
k=1

St 1)

1iI_;I_1 Iz* = 1/

n—+oo — X
k=1

(c) Pour tout ¢ € [0,z], 0 < p(t) < z, donc par croissance de la fonction ¢ — ¢" sur Ry,

Bilan: pour tout z € [0, 1], la série de terme général I »x® converge et

0 < (p®)" <" oo —In(1 —
(o))" _ " Vo e 0,1, Y Lt = —h(-2)
= 0< < car 1 —¢t>0 k=1 I-w
1-t 1-t =
D’ou par croissance de l'intégrale avec les bornes dans le bon ordre : (c) On sait que uy, = %(%)klk En prenant = % € [0,1[ dans le résultat précédent, la

série de terme général (%)klk converge et par conséquent la série de terme général uy

x converge, et

1 .
0 < Ry(z) <™. A 17—tdt =2"[-In(1 - ¢)]§ = —2".In(1 — ) +oo
S
k=1

Bilan: | ¥neN, Voe[0,1, 0<Ru(z)<—a"In(l-2)]

1
2 _ z.?ln(Q) _ m1n(2)
4 2

—In(1
1

a1

Bl

(d) Soit x € [0,1[. Alors limy— 400 2™ = 0, donc lim, 400 —z™. In(1 — 2) = 0. Par
encadrement, on déduit de la question précédente que limy,_, 4o Rp(x) = 0. Donc

n xk
ngg}oo > = h(z) = —1In(1 —2)
zk X gk
. Bilan : pour tout z € [0, 1], la série de terme général & converge et Z i In(1 —z)
k=1
7. (a) Soit n € N*.
n n n
(1-2) Z[kﬂﬂk = Zlkxk — Zlk:vk"'l
k=1 k=1 k=1
n n+1 ]
= Zlkxk - le_lx’ en posant j =k + 1
k=1 j=2

n
= La+» (I — hiy)ab — L.a™!
k=2

I
8

n
1
+ Z Emk — L,z™ dapres le 3.(c)

=
no_k
= E % — Iyt car 1 =1

= h(z) — Ry(z) — Lya"+t d’apres le 6.(b)

Bilan : ‘Vaz e [0,1], (1—2) Y r_; a® = h(z) — Ra(z) — La™t! ‘

(b) Soit z € [0,1[. On a déja vu que limy_, 1 Ry(z) = 0.
Ensuite, on a

n n
1
1 1 1
0< Iyt =aen+1. kil E'IM— < z". 2 1 =na"t
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