Corrigé des exercices sur la réduction

Exercice 1 :

1. Pour a € Ret P,Q € R,[X],
#(aP+Q)=aP+Q+ (aP+Q)
=a(P+P)+(Q+Q)
=ag(P) + ¢(Q).
Donc ¢ est linéaire. De plus, si P € R, [X], alors P’ € R,[X], donc p(P) € R, [X]. Ainsi

¢ € L(Rp[X]).

2. Ona ¢(1)=1. Pour k € {1,...,n},
o(XF) = XF 4 kxh!

Dans la base canonique B = (1, X,..., X"),

110 - 0
012 - 0
01 .0

A =Matg(p) = |0
000 -+ 1
La matrice est triangulaire (méme diagonale), donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.
Sp(¢) = {1}.
4. Supposons ¢ diagonalisable. Il existe alors une base B’ de R,[X] telle que

Matp (¢) = In+1-

Donc ¢ = Idg, [x], ce qui est faux puisque, par exemple, ©(X) =X + 1. Ainsi ¢ n’est pas diagonalisable.
5. 0 ¢ Sp(¢), donc ¢ est injective et, étant un endomorphisme d’un espace de dimension finie, elle est bijective.
‘ ¢ est donc un automorphisme de R, [X] ‘

Exercice 2

1. (a)
fu) = fler 4+ +en) =fler) +-- + flen) = nu
en utilisant la linéarité de f, et u # 0. Donc u est un vecteur propre de f associé a la valeur propre n.

(b)
Im(f)=Vect(f(er), -+, f(en)) = Vect(u, - ,u) = Vect(u)

Montrons que Ker(f —nldg) = Im(f)
O f(u) =nu donc u € Ker(f —nldg). Ainsi Vect(u) C Ker(f —nldg) et Im(f) C Ker(f —nldg).
C :soit € Ker(f —nldg). Alors
fa)=ne=w=1()
donc z € Im(f). Dot Ker(f —nldg) C Im(f).
Ker(f = nldg) = Im(f)]

— Par double inclusion, on a bien

2. (a) Dans la base canonique,

11 1
11 1
A =Matg(f) = .
11 1
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(b) On a
A2 =nA < Matp(f?) =nMats(f) < f>=nf.

Le polynéme P = X2 — nX est donc annulateur de f, d’oit
Sp(f) € {0,n}.

(c) rg(A) =1, donc rg(f) =1 et
dim Ker(f) =n — 1.

On remarque que

It ol o
Al 0| = Al-1] = ,
0 0 0 0

et ainsi de suite. Pour k € {2,...,n},
v = e1 — ey, € Ker(f).

On montre facilement que la famille (vg,...,v,) est libre, et comme elle posséde n — 1 vecteurs : c’est donc une
base de Ker(f).

3. Comme Ker(f) # {0}, on a 0 € Sp(f). Comme f(u) = nu, on a aussi n € Sp(f). Ainsi {0,n} C Ker(f). D’aprés (b),

Sp(f) = {0,n}.

dim Ker(f —nId) + dim Ker(f) = dim Vect(u) + n—1=1+n—1=n = dim(F)
Donc f est diagonalisable.

5. Des matrices P et D qui conviennent sont :
D = Diag(n,0,---,0)

11 1 - 1
1 -1 0 0
P= 0 -1
0
1 0 0 -1

Exercice 3

1. Le polynéme
P=X242X =X(X+2)

est annulateur de f. Comme Sp(f) C {racines de P}, on a

Sp(f) € {—2,0}.
2. D’apres le théoréme du rang,
dim Ker(f) + dim Im(f) = p=dimE.

Montrons que Ker(f) N Im(f) = {0g}. L’inclusion {0z} C Ker(f) N Im(f) est évidente. Soit u € Ker(f) N Im(f).
Comme u € I'm(f), il existe v € E tel que u = f(v). Alors

0= f(u) = F2(0).
Or f? = —2f, donc

—2f(v) =0,
c’est-a-dire u = 0. Ainsi
Ker(f)NIm(f)cC {0g}.

Par double inclusion, Ker(f) N Im(f) = {0g}.

On en déduit que
Ker(f) @ Im(f) =E.
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3. Montrons que Im(f) = Ker(f 4+ 21dg)
Si z € Ker(f +21Idg), alors

fla)=-22 = az=Ff (7%L> s
donc = € Im(f). Réciproquement, si € I'm(f), alors il existe y € E tel que z = f(y), et
(f +21dp)(@) = f2(y) +2f(y) = 0
car f2 = —2f. Par double inclusion, on a donc
Im(f) = Ker(f + 21dp).

On a donc
E=Ker(f) @ Ker(f +2Idp) & E= @) Ker(f — Mdg)
AESP(f)

d’ou f est diagonalisable.

En concaténant une base By de Ker(f) et une base By de Ker(f + 2Idg), on obtient une base B de E dans laquelle

Mat(f) = Diag(0,-- ,0,-2,--- , —2)
Exercice 4
On considére
1 21
A=11 2 1
1 21

On a rg(A) = 1, donc dim Ker(A) = 2. De plus,

Ainsi 4 € Sp(A).
On a
A% =44,
donc X2 — 4X est annulateur de A et
Sp(A) c {0,4}.

Comme 0 € Sp(A) (la matrice n’est pas inversible), on obtient

Sp(4) = {0,4}.
Par ailleurs,

2 1

-11, 0

0 -1

sont deux vecteurs non colinéaires de Ker(A) et forment donc une base de Ker(A).
Ainsi A est diagonalisable. Une diagonalisation est de la forme

2 1 1
A=PDP7, D = Diag(0,0,4), P=]-1 0 1
0 -1 1

1 -1 1 -1
-1 1 -1 1
1 -1 1 -1
-1 1 -1 1

On étudie ensuite B =

La matrice B est symétrique, donc diagonalisable. On vérifie par le calcul que B> = 4B, le polynome P = X2 — 4X est donc

annulateur de B. Donc Sp(B) C {0,4}.
Ensuite, rg(B) = 1 donc dim Ker(B) = 3 et 0 € Sp(B). Les vecteurs

1 1 1
1 0 0
0 -1 0
0 0 1
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appartiennent & Ker(B) et forment une famille libre (facile). Ils forment donc une base de Ker(B).
On remarque ensuite que

donc dim(Ker(B —41I)) > 1 et 4 € Sp(B).
On a alors Sp(B) = {0,4}, et comme B est diagonalisable,

dim Ker(B) + dim Ker(B —4I) =4

donc dim Ker(B — 4I) = 1 et le vecteur propre trouvé ci-dessous forme une base de Ker(B — 4I). Finalement,

1 1 1 1

B=PDP™! avec D = Diag(0,0,0,4) et P= L0 0 -l

0 -10 1

0o 0 1 -1
10 3

On considére maintenant C'= |0 1 4 |. La matrice C est symétrique, donc diagonalisable.
3 41

Le spectre est plus délicat a trouver cette fois-ci, nous allons utiliser la méthode des réduites de Gauss.

3 4 1-A
C*)\Ig ~ 0 1-X 4 Ly < L3
1-XA 0 3
3 4 1-X
~ (o 1-x 4 L3 < 3Lz — (1 —\)L;
0 —4(1—X) 8+2)\— A2
3 4 1-X
~ [0 1-x 4 L3 < L3 +4Ls
0 0  244+2X-)2

Une matrice est inversible si et seulement si ses réduites le sont. Donc

C — M3 inversible <& A=1ou — A2 +2\+24 =0 A € {-4,1,6}

Ainsi | Sp(C) = {-4,1,6}

On montre ensuite par le calcul, en résolvant les systémes linéaires correspondants, que

—4 -3 3
Ker(C—1I3) =Vect(| 3 |), Ker(C+4l3)=Vect(| -4]), Ker(C—6I3)=Vect(|4])
0 5 5

et on obtient alors C'= PDP~! en posant :

-3 —4 3
D = Diag(—4,1,6) et P=|(—-4 3 4
5 0 5
Exercice 5
On considére
2 -2 =5
A=|-2 5 10
1 -2 -4
1.
(A-I)?=0.
2. Donc

A2 244+ ;=0 <= AQ2L—-A) =1

Ainsi A est inversible et
At =2I3 - A
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3. Le polynéme
P=X?-2X+1=(X-1)
est annulateur de A. Donc
Sp(4) c {1}.
On remarque que
1 1
Al2] =12
0 0
donc 1 € Sp(A) et
Sp(4) = {1}.
4. Si A était diagonalisable, on aurait

A=PLP =15,
ce qui est faux. Donc A n’est pas diagonalisable.
5. Par division euclidienne, pour tout n,
X" = (X -1)2Q +aX +b.

En évaluant en z =1,

a+b=1,
et en dérivant puis en évaluant en x = 1,
a=n
Ainsi
b=1-n,
et

X" = (X -1)2Q+nX + (1 —n).
Comme (A —1d3)? = 0,
A" =nA+ (1 —-n)Ids|

Exercice 7

1. On considére

4 33 111
A=13 3 3], B=A-I3=3|1 11
3 3 4 111
On a rg(B) = 1, donc dim Ker(B) = 2. De plus
1 1
Bl1]l=9]|1
1 1

donc 9 € Sp(B).
Comme
3 < dim Ker(B) + dim Ker(B — 91Id3) < 3,
on obtient
Sp(B) = {0,9}.

2. On travaille par équivalences :

A€ Sp(4) < A— A5 non inversible

< A —1I3— (A—1)I3 non inversible

< B — (X —1)I3 non inversible

< A—1€Sp(B)

& A=1louA=10

Par conséquent
Sp(4) = {1,10}.
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1 1 1 1
A =10 A|l-1]l=|-1]A | 0 |=] 0] donc
0 0 1 1
1 1 1
A = Diag(10,1,1). e¢ P=|1 -1 0
1 0 -1
conviennent : A = P.A.P~L,
Exercice 8
On considére
2 00 2 00
A=10 0 2|, D=1]0 00
001 0 0 1

1. A est triangulaire supérieure, donc

Sp(4) = {2,0,1}.
Ces trois valeurs propres sont distinctes et A € M3(R), donc A est diagonalisable. Il existe P € GL3(R) tel que

A=PDP7!.
Ainsi A et D sont semblables.
400 8 00
D*=10 0 0], DP=100 0
001 001
On cherche «, 3 € R tels que
D? = aD + D2
On obtient
20+ 45 =8, a+ =1,
d’ott
a=-2, B8=3
Ainsi

D? = —-2D +3D?,
et le polynome S défini par
S(X)= X% -3X2 42X
est annulateur de D.

Comme A et D sont deux matrices semblables, elles représentent le méme endomorphisme f de R? dans deux bases
différentes : il existe un endomorphisme f de E, deux bases B et B’ de E telles que

A= Matp(f) et D= Matp(f)

Comme S est un polynéme annulateur de D, c’est un polynéme annulateur de f et donc aussi de A.

Exercice 9

1. Soit P € Ry[X]. Comme deg(f(P)) < 2, 'application f va bien de Ro[X] dans Ro[X].
Pour (Py, P») € (Ro[X])? et o € R, on écrit
1-X+X)P=0+XQi+ f(P), =12
En prenant la combinaison linéaire adéquate,
(1= X+ X%) (P + P) = (1+ X*)(aQ1 4+ Q2) + af(P1) + f(P2).
Comme deg(af(Py)+ f(P2)) < Max(deg(f(P1),deg(f(P2))) < 2, af(P1) + f(P) est égal au reste dans la division
euclidienne de (1—X +X?)(aPy + P,) par (14+X?). Donc par définition de f et par unicité de la division euclidienne,
faPL+ Py) = af(P1) + f(P).

Donc f est linéaire.
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— Bilan : | f € L(E)

2. (a) SiP=1:
1-X+X)1=00+X*+(1-X+X?

et comme deg(l — X +X?) <2, ona f(1) =1- X + X2
SiP=X:

1-X+X9)X = X-Xx*+Xx°
1+Xx%)1-X24+X-1

et donc f(X)=-X?+X -1

AI-X+XHX2=(X*+1)(X -1)+ (1 - X + X?),

don F(X?) =1- X + X Ainsi [ £(1) = F(X?) = —f(X)|

— On en déduit que Im(f) = Vect(1 — X + X?).
La famille (1 — X + X?) est génératrice de Im(f) et libre car formée d’un unique polynéme non nul : c’est une
base de Im(f).

D’apres le théoreme du rang,

dim(Ker(f)) = dim(Rp[X]) — dim(Im(f)) =3-1=2

De plus,
FO+X)=FM)+f(X)=0,  f(X*=1)=f(X*) - f(1) =0.
La famille
(1+X, X2-1)
est libre car formée de deux polyndmes non nuls de degrés distincts et constituée de deux vecteurs de Ker(f)
avec dim(Ker(f)) = 2 : ¢’est donc une base de Ker(f).
3. Soit P € Im(f) : il existe a € R tel que P = a(1 — X + X?). Alors

f(P)=a.(f(1) = f(X) + f(X?)) =3a.(1- X + X?) =3P

On en déduit que 3 est une valeur propre de f.

— On sait que dim(Ker(f)) 4+ dim(Ker(f — 3Id) < 3. De plus dim(Ker(f)) = 2 et dim(Ker(f —3Id) > 1. Finalement,
dim(Ker(f — 3Id)) = 1.

Comme
Im(f) C Ker(f —31Id)
dim(Im(f)) =1 = dim(Ker(f — 31d))

on a bien Im(f) = Ker(f — 3Id).

4. Enfin, dim(Ker(f)) 4+ dim(Ker(f — 3Id) = 3 donc | f est diagonalisable

Exercice 10

1. Facile.

2. On trouve par le calcul que

f(B) = (Bl 8) f(Er) = (,02 é)

f(Ez.l):(‘l’ ‘02)¢ f<E2,2>:<8 fl>

donc la matrice de f dans la base canonique B = (E11, E12, Ea1, Eg) est

-1 0 0 0
0 1 2 0
A=Mats(N=| o 5 | o
0 0 0 -1
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3. On calcule

1 0 0 0 1000 10 0 o0
» o5 40| Jo100 0 -2 0 0
A=1o 24 5 o] oo 1 oo 0 -2 0
00 0 1 000 1 0 0 0 -1

Donc
A% —2A-31,=0.

Le polynéme

P=X?-2X-3=(X+1)(X-3)
est annulateur de A et donc de f. Comme Sp(f) C {racines de P}, on a
Sp(f) € {-1,3}.

On a
f(E21) = —Ea,

donc —1 est valeur propre de f.

Calculons Ker(f — 31d). Soit A = (Z Z> € M3(R).

Ae Ker(f-31d) & f(A)=34

= (o) 20

PR
a=0
& d=0
c=-b

Donc
Ker(f —31d) = {(70]) 8) ,beR} = Vect((?l é)) =Vect(Ey1 — E12)

donc 3 est également valeur propre. Ainsi

Sp(f) = {~1.3}.

4. La matrice A est symétrique réelle; elle est donc diagonalisable. Par conséquent f est diagonalisable.

Exercice 11

Soit
3—-X =2 0
II= 1 -2 0
0 1 =X

Par réduction de Gauss, on obtient
II—A.J non inversible <= X€{0,1,2}.

Ainsi
Sp(II) = {0, 1, 2}.

Comme IT € M3(R) posséde trois valeurs propres distinctes, IT est diagonalisable : il existe une matrice inversible P telle que
II=PDP~! avec D = Diag(0,1,2). Autrement dit, il existe une base B’ telle que

000
Matg (f)=]0 1 0
00 2

Pour Pautre matrice, la réduction de Gauss de

- 3 -1
I—-X=|0 3-) -2
0 1 =
donne
“A2430-2=0,
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d’ont
Sp(Il') = {0,1,2}.

1l existe donc une matrice inversible Q telle que II' = QDQ ™!, avec encore D = Diag(0, 1,2).

On a alors
' =QDQ ' =Q(P'IP)Q~! = s7'IS

ou S = PQ~!. Les deux matrices II et II sont donc semblables.

Exercice 12

Montrons par analyse et syntheése que :
Yu e E, I (v,w) € Ker(f —Idg) x Ker(f + %IdE)/u =v+w

Analyse : soit u € E. Supposons qu’il existe (v, w) € Ker(f — Idg) x Ker (f + %IdE) tel que u = v + w. Comme

3
fo)=v,  fw) =S,
on a 3
flu)=v-— Sw
Avec
u=v+w,
on obtient 9
w = (= f(w),
puis
3 2
v=gu + gf(u)
D’ou 'unicité.
Synthese @ avec les valeurs de v et w ci-dessus, on a bien v + w = u et de plus

(f = Hdp)w) = (o) = v = £ + 27%) = Su—27(w) = L2+ f ~ 31dp)() = 0

donc v € Ker(f — Idg). On montre de fagon analogue que w € Ker(f + %IdE) D’ou lexistence de v et w

Bilan : | E = Ker(f — Idg) @ Ker (f + gldE) ‘

Exercice 13

1. Soit

dans le calcul considéré. La réduction de Gauss conduit a
Sp(A) = {0,1,2}.
Pour les espaces propres, on obtient :
-2
Ker(A) = Vect | 3/2
1

—4
Ker(A —1Id) = Vect | 0
1

et
2
Ker(A — 21d) = Vect | 1
0

Ces trois vecteurs propres forment une base de R?; ainsi A est diagonalisable.
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On peut prendre

-2 -4 2
D = Diag(0,1,2), P=13/2 0 1],
1 1 0
de sorte que
A=PDP .
2. (a) Soit X un vecteur propre de A associé a la valeur propre A. Alors
AMX = MAX = MAX = \MX
Par conséquent, en notant Y = M X, on a AY = \Y, c’est-a-dire que Y € Ker(A — A\.J). Comme les sous-espaces
propres de A sont tous de dimension 1, on a Ker(A— \.I) = Vect(X), donc il existe un réel o tel que M X = aX :
‘X est un vecteur propre associé a M |.
Question classique et difficile!
Notez que ’on a besoin de ’hypothése qui dit que tous les sous-espaces propres sont de dimension
1
-2 -4 2
(b) Par conséquent, la matrice P = |3/2 0 1| dont les colonnes sont des vecteurs propres de A est aussi formée
1 1 0
de vecteurs propres de B. Il existe donc (o, 3,7) € R? tels que
P~'MP = D' = Diag(a, 8,7)
On a diagonalisé simultanément les matrices A et M, c’est-a-dire que 'on a trouvé une base commune de
vecteurs propres de A et M.
(¢) Montrons que :
M commute avec A < la matrice P'MP est diagonale
= : vrai d’aprés le (b)
<« : Supposons que P~'MP = D’ est diagonale. Alors
AM = PDP 'PD'P-1
pPDD' P!
PD'DP~! car deux matrices diagonales commutent
pp'P'PDP!
= MA
Bilan : AM = M A ¢ la matrice P~ M P est diagonale.
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