Annales de concours ECS

Ecricome, EDHEC, EM Lyon, HEC, ES-
SEC, ...

Pres de 180 exercices et problemes de
CONCOUrs COrrigeés

o@..

M. Vienney
hetp ://www.ecs2-fauriel.fr
vienney@ecs2-fauriel.fr


http://www.ecs2-fauriel.fr




TABLE DES MATIERES 3

TABLE DES MATIERES

1 Ecricome 9
2 EML 263
3 EDHEC 473
4 Maths II 735
5 ESSEC 927
6 HEC 1057
7 ESCP (épreuve supprimée en 2006) 1161
8 ESC (épreuve supprimée en 2010) 1175

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

LLES DIFFERENTES EPREUVES DE CONCOURS

En ECS, il y a au total six épreuves écrites de mathématiques au concours, chaque école utilisant une épreuve (voire deux
pour les écoles du Top 5).

Toutes les épreuves durent 4h et interdisent 'usage de la calculatrice.

Toutes peuvent présenter des questions de Scilab qui sont souvent bien valorisées par le baréme.

Ces trois épreuves sont les plus «classiques», et couvrent une grande partie du programme. Cependant, il arrive qu’un
exercice ne porte que sur un point précis du programme. Pour cette raison, il est assez dangereux de faire une «impasse»
totale sur un chapitre, y compris les chapitres de « fin de programme» (convergence des variables aléatoires, estimation,
optimisation sous contrainte, etc).

I est préférable pour ces trois épreuves d’aborder tous les exercices, les premiéres questions de chaque exercice étant
souvent largement abordables par tout le monde (et donc tout candidat correctement préparé doit obtenir les points
correspondants).

Ceci nécessite une bonne gestion de son temps, et il est conseillé de commencer par parcourir rapidement le sujet en
début d’épreuve et de commencer par les exercices sur lesquels on se sent le plus 4 I'aise, tout en prenant soin de garder du
temps pour les autres exercices.

On n’hésitera pas a sauter des questions pour passer aux suivantes, quitte a revenir sur ces questions en fin d’épreuve s’il
reste du temps. Dans ce cas, on prendre tout de méme soin de bien lire les questions qu’on ne traite pas, quitte 3 admettre
les résultats donnés dans les question, qui peuvent étre utiles pour les suivantes.

Une rédaction rigoureuse (et notamment la vérification des hypothéses avant d’appliquer un théoréme) est attendue.

Ecoles utilisant cette épreuve : Neoma, Kedge.

L’épreuve est constituée de deux exercices et d’un probléme, et couvre une large partie du programme. Généralement, un
exercice porte sur de I'analyse, un sur de I'algébre et le probléme sur les probabilités.

Les questions sont plutot classiques, mais demandent une certaine maitrise du cours, et peuvent parfois étre assez calcula-
toires. I[déalement, il faudrait passer 1h-1h15 sur chaque exercice et le reste du temps sur le probléme.

Le probléme est souvent trés long, et il n’est pas nécessaire de terminer I'épreuve pour obtenir une trés bonne note. Les
derniéres questions du probléme peuvent étre nettement plus difficiles que le reste, et servent essentiellement & départager
les tous meilleurs candidats.

Ecoles utilisant cette épreuve : EMLyon, Skema, Telecom EM, EM Strasbourg, ESC Rennes, BSB (Dijon), ICN,
ISCP, ESC La Rochelle, INSEEC, Normandie, ESC Troyes, ESC Pau, ESC Clermont, Brest BS.

L’épreuve est généralement composée de deux problemes d’égale longueur, 'un portant essentiellement sur le programme
d’algebre, Pautre sur le programme d’analyse. Plus rarement, il peut y avoir un seul probleme constitué de parties largement
indépendantes, et mélant algébre et analyse. Les questions de probabilités sont plus rares, mais peuvent faire 'objet d’une
partie d’'un des deux problémes. Dans ce cas, il s’agit en général de variables aléatoires a densité.

Quelques questions peuvent étre vraiment difficiles, mais en général les épreuves sont de difficulté croissante et les
premiéres questions sont trés largement abordables.

Les meilleurs candidats peuvent quasiment finir I'épreuve, et il faut donc traiter la quasi-totalité du sujet pour obtenir la
note maximale.

Ecoles utilisant cette épreuve : EDHEC, Audencia, Grenoble EM, Toulouse BS, Montpellier BS.

Epreuve constituée de trois exercices (compter 30 2 50 minutes suivant les exercices) et d’'un probléme (compter environ
1h30). Les exercices peuvent porter sur tout le programme, et le probléme porte le plus souvent sur les probabilités, sans
que ce soit un principe gravé dans le marbre.

En général, il y a peu de questions vraiment difficiles, mais une bonne maitrise de I'ensemble du programme et de la
rapidité sont nécessaires pour traiter un maximum de questions.

Un trés bon candidat peut aborder toutes les questions du sujet, mais il n’est pas nécessaire de finir I'épreuve pour obtenir
la note maximale. Suivant les années, 25% 4 30% des candidats ont une note supérieure ou égale a 16, mais toute la gamme
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Présentations des épreuves de concours 5

de notes est utilisée, et un certain nombre de candidats ont moins de 1.
I s’agit de 'épreuve ayant ’écart-type le plus important, pouvant avoisiner 6.

Ces trois épreuves ne comptent que pour les écoles du Top 5.

Toutes trois sont composées d’un seul probléeme, trés long et impossible 4 terminer dans le temps imparti. Elles
introduisent souvent de nouvelles notions, parfois complexes, ainsi que des notations parfois assez lourdes, le but étant de
tester la capacité des candidats 2 assimiler rapidement ces notions et  les relier 3 ce qui a été vu en cours.

Sur les questions plus difficiles, la rédaction n’a pas nécessairement besoin d’étre aussi détaillée que sur des épreuves
plus faciles et il n’est pas forcément nécessaire de vérifier des hypothéses qui sont trivialement vérifiées (par exemple la
dérivabilité d’une fonction obtenue par opérations sur les fonctions usuelles).

Suivant les années, il faut traiter correctement entre la moitié et les deux tiers du sujet pour avoir la note maximale. Un
éleve sérieux peut aisément avoir la moyenne, mais il faudra étre rapide et efficace pour faire mieux.

Ecoles utilisant cette épreuve : HEC, ESSEC, ESCP, EML, EDHEC

Epreuve portant (quasi-)exclusivement sur les probabilités et les statistiques et qui nécessite une excellente maitrise du
programme de probabilités (méme si des outils d’algebre linéaire ou d’analyse peuvent étre nécessaires) et une grande
capacité  faire preuve d’initiatives. Certaines questions peuvent étre trés calculatoires.

Le début du sujet est généralement assez abordable, et les différentes parties sont généralement relativement indépen-
dantes, ce qui permet  un candidat qui aurait décroché au milieu d’une partie de tout de méme aborder les parties suivantes.

Cette épreuve ne compte que pour PESSEC.
L’épreuve porte soit sur de I'algebre linéaire, soit sur de I'analyse et peut parfois mélanger les deux (comme en 2015). Ne
comporte habituellement pas de questions de probabilités.

Ecoles utilisant cette épreuve : HEC, ESCP.

Le sujet peut comporter aussi bien de I'analyse, de I'algébre que des probabilités.

L’énoncé introduit souvent beaucoup de notions et de notations nouvelles, face auxquelles il ne faudra pas se décourager.
Si I'énoncé est généralement de difficulté progressive, il se peut que les premiéres questions soient déja relativement
complexes (et le plus souvent assez calculatoires).

En ECS, seules HEC et 'ESCP ont des épreuves de mathématiques a l'oral.

Les deux épreuves se ressemblent beaucoup, et sont constituées d’un exercice (souvent trés long) préparé pendant 30
minutes et présenté pendant 15 a 20 minutes, suivi d’une question sans préparation (QSP) d’une durée de 10 2 15 minutes.
L’ESCP publie tous les ans l'intégralité de ses énoncés avec des corrigés (parfois un peu rapides, mais globalement de
bonne qualité) disponibles sur le site de PESCP.

HEC publie chaque année une sélection d’exercices, sans corrigés, disponibles sur le site d’HEC.
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Le tableau ci-dessous donne les coefficients des différentes épreuves de mathématiques lors des concours 2017.
Pour toutes ces écoles, exceptées Néoma et Kedge, le total des coefficients des épreuves écrites vaut 30.

| Ecole | Ecricome | EDHEC | EML | Maths II | ESSEC | HEC |

HEC 5 6
ESSEC 6
ESCP
EMLyon 6
EDHEC
Audencia
Grenoble EM
Toulouse BS
Néoma* 6
Skema 5
Kedge* 5
ESC Rennes
Telecom
Montpellier BS 6
EM Strasbourg
BSB (Dijon)
ICN Nancy
ESC La Rochelle
INSEEC

ISCP

ESC Clermont
EM Normandie
ESC Pau

ESC Troyes
Brest BS
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* : total des coefhicients égal a 25.
Des statistiques détaillées pour les épreuves des derniéres années, ainsi que des rapports de jury et certains corrigés se

trouvent sur le site de la BCE : http ://www.concours-bee.com/annales et sur celui d’Ecricome : https ://www.ecricome.org/Epreuves-
ecrites-Annales-ECRICOME-PREPA
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EXTRAITS COMMENTES DE RAPPORT DE JURY

EDHEC 2015 — 1l reste, en assez grand nombre, des candidats qui rendent pratiquement un brouillon et truffent
leur copie d’abréviations non officielles : les correcteurs n’apprécient pas du tout en n’ont alors aucune compassion

pour le candidat.

& Gagner la confiance du correcteur est essentiel : si la copie est propre, que vous avez montré sur les premiéres questions que
vous pouviez rédiger proprement (si possible avec une grammaire et une orthographe correctes) et avec des arguments pertinents,
il doutera moins de vos capacités mathématiques, et sera plus 3 méme de laisser passer par la suite une petite erreur ou un argument
manquant.

Au contraire, si dés la fin de votre premiére page, le correcteur est pressé de passer 2 la copie suivante, n’attendez aucun cadeau de
sa part !

Enfin, concernant les abréviations, celles-ci sont a proscrire : si certaines d’entre elles sont relativement courantes (IPP pour
intégration par parties, s.c.e pour systéme complet d’événéments, etc), d’autres vous sont propres, ou du moins le sont 2 votre
enseignant, et ne sont pas forcément compréhensibles au premier coup d’ceil. L3 encore, une copie truffée d’abréviations (et donc
difficilement lisible) risque de ne pas mettre le correcteur dans les meilleurs dispositions 2 votre égard.

De plus, vous viendrait-il a I'idée d'utiliser une abréviation dans une dissertation de philo ? Non ? Alors pourquoi le faire dans une
copie de maths ?

ECRICOME 2016 — Le probléme était assez long et [...] fut finalement traité partiellement, stirement en raison
de la longueur du sujet, les candidats ayant peut-étre perdu un peu de temps sur I'exercice 2. Nous invitons les

candidats 2 davantage prendre le temps de bien lire le sujet en entier au début d’épreuve et de bien repérer les
questions abordables.

& Méme si ce n’est peut-étre pas totalement satisfaisant intellectuellement, le but d’une épreuve en temps limité est bien de traiter
le plus de questions possibles afin de se démarquer des autres candidats, et non d’essayer de faire jusqu’au bout tel ou tel exercice.

ECRICOME 2015 — Une rédaction correcte comportant des justifications convenables ainsi que la vérification, ou
au minimum le rappel des hypothéses nécessaires a I'application d’un théoréme utilisé forment une part extrémement

importante de la note attribuée a toute question.

& Lorsque ces hypothéses sont faciles 2 vérifier (par exemple la continuité d’'une fonction usuelle lors d’une application du théoréme
de la bijection, ou du caractére 6™*! lors de I'application de I'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre n), on ne perdra pas de temps
3 détailler les raisons pour lesquelles elles sont vraies, mais on n’oubliera pas de le mentionner, afin de prouver qu’on connait les
hypotheses d’application du théoréme.

EDHEC 2008 — Les correcteurs ont constaté que lorsque les résultats sont donnés par 'énoncé, certains candidats
sont préts 4 tout pour faire croire qu’ils ont prouvé le résultat demandé (pour les questions portant sur les probabilités
notamment) : qu’ils sachent que ceci est sanctionné sévérement.

& Tout est dit...

EDHEC 2008 — Une remarque d’ordre général : trop de candidats se contentent de plagier 'énoncé et donnent
des explications trés succintes ou floues pour établir le résultat demandé lorsque celui est donné.

& Si le résultat est donné dans I'énoncé, c’est souvent afin de permettre au candidat qui ne saurait répondre de poursuivre le sujet.
Mais cela signifie également qu’on attend une réponse parfaitement justifiée.

Autant que possible, en probas, il faut essayer de justifier a 'aide de théorémes usuels : formules des probabilités composées, des
probabilités totales, des arguments d’indépendance ou d’incompatibilité, etc. Ce qui nécessite souvent de nommer des événements.
Il existe toutefois quelques cas ot il est dur de justifier tout cela correctement, et ot I'explication attendue est une phrase : dans ce
cas celle-ci doit étre syntaxiquement correcte (sujet/verbe/complément) et intelligible par le correcteur.

aths — La recherche d’une solution a une question ne doit pas dépasser quatre a cinq minutes. Au-dela
Maths I 2018 — La recherche d’ lut quest doit pas dép quat q tes. Au-del
e ce délai, en cas d’échec, le candidat doit admettre le résultat de cette question (si la réponse ficure dans I’énoncé),
de ce dél d’échec, le candidat doit admettre | Itat de cette quest la réponse figure dans I’
passer 4 la question suivante sans éprouver un sentiment de déstabilisation ou de découragement. Autrement dit, le
jury recommande aux futurs candidats de faire preuve d’une grande ténacité.




Présentations des épreuves de concours

& Tout est dit : on ne séche pas un quart d’heure sur une question pour laquelle on n’a aucune piste. Bien entendu, la rédaction
compléte de la réponse 2 une question peut prendre davantage de temps, mais méme 13, on conseille de ne pas trop dépasser les 10
minutes, surtout en cas de calculs dont vous ne voyez pas la fin.

Maths IT 2018 — Le jury recommande aux futurs candidats de prendre le temps de lire 'ensemble du sujet, non
seulement pour s’en imprégner, mais aussi pour pointer les questions qui paraissent faciles a résoudre, lesquelles ne

se situent pas nécessairement dans la premiére partie du sujet.
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ECRICOME 2018

Sujet : Spectre de la composée de deux projecteurs orthogonaux

Abordable en premiere année : X Intérét :
Theémes du programme abordés : projecteurs, endomorphismes et matrices symétriques, valeurs propres

On note E I'espace vectoriel R", muni du produit scalaire canonique.
Pour toutes matrices colonnes X et Y de ./, 1(R), on note (X, Y) = ' XY.

Pour toute matrice colonne X de ., 1(R), on note ||X|| = VIXX.
On considére u et v deux endomorphismes de E, et on note A et B leurs matrices respectives dans la base canonique de E.

Partie I
Soit a € R. On suppose dans cette partie uniquement que n = 2 et que les matrices de u et v dans la base canonique

sont respectivement :
1 1 a 11 1
A_1+a2(a a2) etB_E(l 1)'

1. Vérifier que u et v sont des projecteurs.
2. a. Vérifier que les endomorphismes u, v et u o v sont tous de rang 1.
b. Vérifier que le vecteur xp = (1, a) est un vecteur propre de u o v.
c. Déterminer le spectre de u o v.
3. a. Montrer que les valeurs propres de u o v appartiennent a I'intervalle [0; 1].

b. Pour quelle(s) valeur(s) de a, u o v est-il un projecteur ?

Partie II
On revient dans cette partie au cas général, ot n désigne un entier tel que n > 2.
On suppose que u et v sont des projecteurs symétriques de E et on pose : C = BAB.
4. Montrer que pour tout X € M, 1(R) :
IBX* = (BX, X).

En déduire que pour tout X € M, 1(R) :
1BX]] < [IX]].

5)

. Montrer que C est diagonalisable dans . ,(R).
6. Soit A une valeur propre de C et X un vecteur propre associé.
a. Exprimer [JABX]|? en fonction de A et ||X]|.

b. En déduire que les valeurs propres de C sont réelles positives.

~

. Soit y une (éventuelle) valeur propre de AB non nulle, et X un vecteur propre associé.
a. Montrer que BX est un vecteur propre de C.
b. Montrer : ABX = pAX. En déduire que : AX = X.
c. Montrer que : (X,BX) = ulIXP.

8. Déduire des questions précédentes que le spectre de AB est inclus dans [0; 1].

Sujet : Variations autour de la suite de Fibonacci et du nombre d’or

Abordable en premiére année : v (sauf la question 2) Intérée :

Thémes du programme abordés : suites, séries numériques, Scilab , fonctions de plusieurs variables, calcul
différentiel d’ordre 2.

Commentaires : La question 5 est un peu plus délicate, mais le reste de I'exercice est assez classique et ne présente
pas de grosses difficultés (pour un candidat qui sait manipuler les racines carrées).

On consideére la suite (un)n>0 définie par :
up=0,uy =1letVn e N, upio = Ups1 + up,
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et on note f la fonction définie sur R? par :
V(x,1y) € R%, f(x,y) = 2x° — 6xy + 3y> — 6y.

1+45

On pose enfin ¢ = 5

-1

1. Vérifier que ¢ > 1 et que les réels ¢ et — sont les solutions de 'équation : x*> —x — 1 =0.
¢

2. a. Montrer que f est de classe 62 sur R%.

1 1
b. Montrer que les seuls points critiques de f sont (g, ¢ + 1) et (——, ?)
¢ @

c. Etudier la nature des points critiques de f.
H . 2 _ +1
3. Montrer que, pour tout entier n € N : upup2 —u; = (=1)"".

4. a. Recopier et compléter la fonction Scilab suivante afin que, prenant en argument un entier n > 2, elle calcule
et renvoie la valeur du terme u,, de la suite (u,)n>0-

function u=suite(n)

1

2

3

4

5 ..
6 e
7

8

9

10

endfunction

b. Justifier qu’il existe des réels A et y, que I'on déterminera, tels que :
n -1 "
YneN,u, =" +p|—] .
@

, . . Un+1 , . ..
c. En déduire que la suite [ —— converge et déterminer sa limite
Un n=1

n k
N -1
5. On considére pour tout n € N* : 5, = Z u
o UrUk+1
a. Montrer, sans chercher 4 calculer de somme, que la série de terme général —— converge.

UnUn+1
b. En déduire que la suite (S,)n>1 converge.

c. En utilisant le résultat de la question 3, montrer que pour tout n € N* :

Un Un+1

Sp1 — S = .
Un+1  Un42

+00 (_1)k

d. Montrer que : ¢ =1- .
— Uk

k

Sujet : Algorithme de Panjer m

Abordable en premiére année : v/ (sauf la partie 3) Intérée :

Thémes du programme abordés : Variables aléatoires discrétes, fonctions d’une variable, Scilab
Modifications apportées au sujet d’origine : les questions de la partie 3 ont été renumérotées (absence de
question 8 dans le sujet d’origine).

Commentaires : le sujet est intéressant, mais la partie 1 est excessivement technique si on veut tout bien écrire.
Le principal intérét réside dans la partie 3, avec un théme difficile, mais que 'on rencontre tout de méme de temps
3 autre aux concours : la somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires.

Toutes les variables aléatoires dans ce probléme sont supposées définies sur un méme espace probabilisé noté (Q, «/, P).
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Partie 1 - Variables vérifiant une relation de Panjer.
On dit qu’une variable aléatoire N, 2 valeurs dans N vérifie une relation de Panjer ’il existe un réel a < 1 et un réel b tels
que :

P(N:O)#letheN*,P(N:k):(a+%)P(N=k—1).

1. On suppose dans cette question que a = 0, et que b est un réel strictement positif.

a. Montrer que :
k

Vk e N, P(N = k) = %P(N = 0).

+00

b. Calculer Z P(N = k). En déduire que N suit une loi de Poisson de paramétre b.
. k=0 .
Préciser son espérance et sa variance.

2. On suppose dans cette question que a < 0 et que b = —2a.
a. Montrer que :
Vk > 2, P(N = k) = 0.
b. En déduire que N suit une loi de Bernoulli dont on précisera le paramétre en fonction de a.
3. On suppose dans cette question que Z suit une loi binomiale de paramétres n € N* et p €]0; 1[.
a. Montrer que :
p n—k+1

Vkel[l,n]],P(sz)zEXTXP(Z:IC—1).

b. En déduire que Z vérifie une relation de Panjer en précisant les valeurs de a et b correspondantes, en fonction
denetp.

4. On revient dans cette question au cas général : a est un réel vérifiant a < 1, b est un réel, et on suppose que N est
une variable aléatoire, 4 valeurs dans N, vérifiant la relation de Panjer.

a. Calculer P(N = 1). En déduire que a + b > 0.

b. Montrer que pour tout entier m > 1 :

m m—1 m—1
ZkP(N =k) = aZ(k+ 1)P(N = k)+bZP(N = k).
k=1 k=0 k=0

(]

. En déduire que ((1 —a) Z kP(N = k)) est majorée, puis que N admet une espérance.
k=1 m>1
Préciser alors la valeur de E(N) en fonction de a et b.

d. Montrer que N admet un moment d’ordre 2 et que :

E(Nz) _ (a+b)a+b+1)
(1-a)?
e. En déduire que N admet une variance et préciser la valeur de V(N) en fonction de a et b.

f. Montrer que E(N) = V(N) si, et seulement si, N suit une loi de Poisson.

Partie 2 - Fonction génératrice.
On notera dans la suite :

Vk €N, pp = P(N = k),
otl N est une variable aléatoire 3 valeurs dans N.

5. Montrer que, pour tout réel x de I'intervalle [0; 1], la série Z prexk est convergente.
k>0

On appelle alors fonction génératrice de N la fonction G définie sur [0; 1] par :

Vx € [0;1], G(x) = i prxk = ip(zv = k)x*
k=0 k=0
—(a+b)

. L. . . b
et on suppose dans cette partie que N vérifie une relation de Panjer avec 0 < a < 1 et que — > 0. On pose : & =
a a

On note enfin f la fonction définie par
Vx € [0;1], f(x) = po(1 — ax)“.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR


http://www.ecs2-fauriel.fr

6. Montrer que pour tout k € N :

Vx € [0;1], f®(x) = k! x pre(1 — ax)* ¥,

7. Soit x € [0;1].

a.

b.

C.

Pour tout entier n € N, montrer que :

f(x) = anpkxk +(n+ Dpn+1 fx(1 - at)“_"_1(x —t)"dt.
k=0 0

L. x—t .
Vérifier que pour tout t € [0, x], 1 ; < 1 puis montrer que pour tout n € N :

-a
X X

0<f (l—at)“_"_l(x—t)"dt<f (1 —at)* ' dr.
0 0

En déduire que :
G(x) = po(1 — ax)“.

En calculant G(1), exprimer py en fonction de a, b et a, et vérifier que G'(1) = E(N).

Partie 3 — Formule de récursivité.

On considére une suite (X,)nen+ de variables aléatoires de méme loi, 4 valeurs dans N, mutuellement indépendantes et
indépendantes de la variable N étudiée dans la question 4 de la partie 1.

On considére alors la variable aléatoire S définie par :

0 sSiN=0

S={
Zxk SiN>1
k=1

autrement dit :

N(w)
Yo € Q, S(w) =0si N(w) =0 et S(w) = Z Xk (w) sinon.
k=1

8. Calculer P(S = 0) lorsque a €]0; 1[ 4 I'aide de la partie 2.

9.

a.

-

[N e S S

[c-BEEN e N T S

Calculer P(S = 0) lorsque N suit une loi de Poisson de paramétre A.

. On considére la fonction Scilab suivante, o n est un paramétre dont dépend la loi commune des X :

function y=simuX(n)
y=9;
for i=1 :n
if rand()<1/
y=y+i;
end
end
endfunction

Quelle loi de probabilité est simulée par la fonction simulX ? Préciser ses paramétres.

. On rappelle qu'en Scilab linstruction grand(1,1, "poi", lambda) renvoie une réalisation d’une loi de Poisson

de paramétre Lambda.

On suppose que N suit une loi de Poisson de paramétre A, et que la loi des variables Xj est celle simulée 4 la
question précédente par la fonction simulX.

Recopier et compléter la fonction Scilab suivante, afin qu’elle renvoie une simulation de la variable aléatoire
S :

function s=simulS(lambda,n)
N=grand(1,1,"poi", lambda)

endfunction
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10. Dans la suite du probléme, on revient au cas général o N vérifie la relation de Panjer. On note toujours :
Vk >0, pr = P(N = k)

et on notera également :
Yk >0, qx = P(X1 = k).

n
Enfin, on considére pour tout entier n > 1, la variable aléatoire S, = ZXk, en convenant qu’on a Sy = 0.
k=1
a. Soit n € N et k € N*. Montrer que :

VYie[1,n+1], EX;|Sns1 = k) =

n+1

n+l
Indication : on pourra considérer la somme Z E(Xi|Sn+1 = k).
i=1
b. Justifier que :
Vj € [0, k], Pis,,1=k1(Xn+1 = )P(Sn+1 = k) = q;P(Sn = k — j).

c. Déduire des deux questions précédentes que :

k bj b
Z(d"‘?)qu(sn :k_j): (a+ n+1)P(5n+1 Zk)

Jj=0

11. Soit k € N*.
a. Montrer que :
+00
Vj € [0,klL PS=k=)) = puP(Sy =k~ ).
n=0
b. Montrer que :
k b_] +00
Z (a + E) qu(S =k-j)= an+1P(Sn+1 = k)~
j=0 n=0
c. Justifier que :
+00
PS=k) = pra1P(Sur1 = k).
n=0

d. En déduire finalement que :

k

1 bj ;
P(S=k) = 1—aq0;(a+?)qu(s_k_])
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ExErcice 1
Partie I.
1 1+a®> a+ad® 1 1 a
2 p— = ——— =
OnaA _(1+a2)2 (a+a3 a2+a4) 1+a2 (a az) 4
Etdoncu? =u : ‘ u est un projecteur de E. ‘
1(2 2 1(1 1
e pa— = — =
De méme, B~ = 7 (2 2) > ( 1 1) B.

Etdoncov? =v : ‘ v est un projecteur. ‘

Les deux colonnes de A sont colinéaires, la deuxiéme étant égale 2 a fois la premiere.

Puisque A est non nulle, on en déduit que rg(A) = 1, et donc | rg(u) = 1.
De méme, les colonnes de B sont non nulles, et égales, donc rg(B) = 1, et donc | rg(v) = 1.

1
Enfin, AB= — (1 +4 1+a}
21 +a?) \ata” a+a

Les colonnes de AB sont donc égales, donc rg(AB) < 1.

Sia # —1, ces colonnes sont non nulles, et donc rg(AB) = 1, de sorte que | rg(u o v) = 1.

En revanche, si a = -1, alors AB = 0, et donc rg(u o v) = 0.

OnaAB(l)z 1 (1+a+a+a2)= 1+2a+a2(1): (1 + a)? (1)
al 21 +a2)\a+a®+a®+ad’] " 2(1+a2) \a) 2(1+a2) \a)
Et donc (u o v)(xp) = Mxo.

2(1 + a?)

Puisque xo est non nul!, ceci prouve que ’ x( est un vecteur propre de u o v, ‘ associé 2 la

(1+a)?

valeur propre v ad)

Sia=-1,alorsuow =0, et donc Spec(u o v) = {0}.
1+ a)’
Sia # —1, nous venons de déterminer une valeur propre de u o v, qui est U+ra) .
2(1 + a?)
D’autre part, u o v étant de rang 1 < dim R2, 0 est valeur propre de u o v.

Nous avons donc deux valeurs propres distinctes et uo, et puisque dim R? = 2, il ne peut y

avoir d’autres valeurs propres. Ainsi, | Spec( )=+10 (1+a)"
v v r . , uov)={0,—- 1.
PToP P 2(1+ o)
Il est évident que 0 € [0;1].
1 2
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = % Alors f est dérivable sur R et
x
Fx) 20 +x) 1 +x2) =2x(1 +x)?> T+x+x2+x>—x—-2x>—-x> 1-x?
xX) = = = .
2(1 + x2)? (1 + x2)2 (1 +x2)2
Onadonc f(x) <0 1-x><0&e -1<x<1.
Le tableau de variation de f est donc donné par :
X —00 -1 1 +o00
f'(x) + 0 - 0 +
1 1
2
fo |, T
2 0
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— & Danger !
Une matrice dont toutes les
colonnes sont colinéaires
peut encore étre la matrice
nulle, et donc étre de rang 0.
Pour affirmer qu’une telle
matrice est de rang 1, il ne
faut pas oublier de vérifier
qu’elle est non nulle (i.e. qu'au
moins I'une de ses colonnes
est non nulle).

o

Le concepteur du sujet
semble avoir oublié ce cas.

I Meéme sia = 0, sa premiere
coordonnée est non nulle.

0 est valeur propre de
f € L(E)si et seulement
sirg(f) < dimE.

0.5

-1 1

FiGure 1- La fonction f.

M. VIENNEY
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1+ a)?
2(1 + a?)
On en déduit donc que ‘ Spec(u o v) C [0;1].

Et alors, pour tout a € R, f(a) = € [0;1].

Sia=-1,alorsu ov =0, qui est bien un projecteur.

Pour a # —1, u o v posséde deux valeurs propres distinctes, donc est diagonalisable.
C’est un projecteur si et seulement si ses valeurs propres sont dans {0, 1}.

C’est le cas si et seulement sia = 1.

Donc | u o v est un projecteur si et seulement si a = 1. ‘

Partie 11

Notons que u et v étant 2 la fois des projecteurs et des endomorphismes symétriques, ce
sont des projecteurs orthogonaux. Ceci ne nous sera toutefois pas nécessaire dans la suite
de lexercice.

Puisque v est un endomorphisme symétrique, et que la base canonique de R” est orthonor-
mée pour le produit scalaire canonique, B, qui est la matrice de v dans la base canonique
est une matrice symétrique.

Et donc pour X € M, 1(R), on a

IBX|I> = “(BX)(BX) = *X'BBX = 'XBBX = 'XBX = (X, BX) = | (BX, X).
On a alors, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
IBX|* = (BX, X) < |IBX] - [IX]].

Si |IBX]|| # 0, alors, en divisant par ||BX]|, il vient | [|BX]| < [IX]I.
Et dans le cas ot |BX]| = 0, il est évident que ||BX]| < ||X]|.

Comme précédemment, puisque u est symétrique, A est une matrice symétrique.
Et donc /C = !(BAB) = 'B'A'B = BAB = C.
Donc C est une matrice symétrique réelle : elle est donc ‘ diagonalisable dans ., (R).

Ona

IABX]|?

"(ABX)(ABX) = 'X'B'AABX = 'XBA’BX = 'XBABX = 'XCX

IXAX = 11 XX =

D’une part, ||ABX [I> > 0 car un carré est toujours positif.

Drautre part, [|IX||* > 0, et puisque X est un vecteur propre, il est non nul et donc ||X||* > 0.

|ABX||?
[

Et donc | toutes les valeurs propres de C sont positives.

On a CBX = BABBX = BABX = BuX = uBX.

Donc si BX # 0, c’est un vecteur propre de C, associé  la valeur propre p.
Or, si on avait BX = 0, alors il viendrait ABX = 0, et donc uX = 0.
Puisque p et X sont tous deux non nuls, ceci ne peut se produire.

On en déduit que A =

=z

Donc onabien BX # 0, donc’ BX est un vecteur propre de C, associé 2 la valeur propre p.

On a ABX = pX. En multipliant 4 droite par 4, il vient A2BX = pAX, mais A> = A, donc
Puisque d’autre part, ABX = pX, on en déduit que pAX = pX.
Et p étant non nul, il vient| AX = X.

D’aprés ce qui précede,

(X, BX) = (AX, BX) = 'X'"ABX = 'XABX = 'XuX = p' XX = | pl|X]]*.

En combinant les résultats des questions 4 et 7.c, il vient d’une part
plIX|? = (X, BX) = |IBX|]* > 0

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Un endomorphisme diago-
nalisable est un projecteur

si et seulement si ses valeurs
propres sont dans [0, 1].

En effet, dans une «bonne
base», sa matrice est diago—
nale, donc est égale 2 son
carré si et seulement si ses
coefficient diagonaux (ses
valeurs propres) sont égaux a
leurs propres carrés.

Seuls 0 et 1 vérifient ceci (ce
sont les seules solutions de

x> —x=0).

Puisque v est un projecteur,

% = v et donc B? = B.

Il est vraiment important ici
de remarquer que ||X]|| > 0,
et de ne pas se contenter de
IX1l = 0.

En effet, si on avait || X]|| = 0,
on saurait seulement que
Ax0 > 0, ce qui ne nous
renseigne aucunement sur le
signe de A.

M. VIENNEY
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IBXI
2 =
2]
Drautre part, gl|X|[> = ||BX|* < |IX], et donc p < 1.
Ainsi, les valeurs propres non nulles de AB sont bien dans [0; 1].
Et si jamais O est valeur propre de AB, elle est bien évidemment incluse dans [0; 1].

et donc u =

Ainsi, ‘ toutes les valeurs propres de AB sont dans [0; 1].

EXERCICE 2

1+1
ML

Puisque 5 > 1, V5> V1 =1, et donc ¢ >

Drautre part, le discriminant de x2—x—1lest A=1+4=5,desorte que ses solutions sont

1445 1-+5
) 2

VPR S (1

¢ 1+v5  (1+V5)(1-v5)

1 . .
Donc | ¢ et —— sont bien les deux? solutions de x> — x — 1.

X1 =@etxy =

2-2V5 _1-+5
1-5 2

= X2.

Il suffit de remarquer que f est polynomiale sur R?, donc elle est de classe 6.

Ona 0y f(x,y) = 6x% — 6y et A2 f(x,y) = —6x + 6y — 6.
Et donc (x,y) € R? est un point critique de f si et seulement si

6x> -6y =0 - =y
—-6x+6y—6=0 x> -x-1=0
U VSN 1
D’aprés ce qui précéde, on a alors x = ¢ ou x = —;.

1
Dans le premier cas, y = ¢* = ¢ + 1, et dans le second cas, y = pe = el

1 1
Et donc | f possede deux points critiques, qui sont (¢, ¢ + 1) et (——, " 1).
¢ @

Commengons par noter que f ne posséde ni maximum global ni minimum global car
lim f(x,0)= lim 2x’ = +co et de méme lim f(x,0) = —co.
x—+00 xX—+00 xX——00

Ceci signifie donc que f peut prendre des valeurs arbitrairement grandes et arbitrairement
petites, et donc ne posséde pas d’extremum global.

Pour étudier la nature locale des points critiques, calculons les dérivées partielles secondes
de f.

Ona Bilf(x, y) = 12x, B]Z,Qf(x, y) = 83’1f(x, y) = —6, (9%’2f(x, y) = 6.

En particulier, la hessienne de f en (¢, ¢ + 1) est

TSI o oy B (AR B (RS |

1+v5 -1

9 1 ) si et seulement si A — AL, n’est pas

Mais un réel A est valeur propre de A = (

inversible, soit si et seulement si

(15

I _11)—/112)=O<=>/12—(2+\/§)/1+\/§=0.

Le discriminant de cette derniére équation est
2
A=(2+V5) -4V5=4+4V5+5-4V5=5>0.

2 5-45 2 5 5
+‘/_ \/_zlet +\/;+\/_=1+\/§.

Ces deux valeurs propres étant positives strictement, on en déduit que celles de V2 f(¢, ¢+1)

Il'y a donc deux valeurs propres, qui sont A1 =

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

— Méthode

Lorsqu’au dénominateur
d’une fraction, on a une ex-
pression de la forme a + b+/c,
on multiplie numérateur et
dénominateur par a — by/c
(la «quantité conjuguée»),
afin de ne garder des racines
carrées qu’au numérateur.

o

2 B¢ méme les deux seules !

Astuce

Puisque ¢ est solution de
x?—x-1=0,0na ¢’ = @+1,
il n’est pas nécessaire de

recalculer la valeur de ¢?.

M. VIENNEY
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le sont également , et donc ‘ f posséde en (¢, ¢ + 1) un minimum local. ‘

Si on multiplie une matrice
) par 6, ses valeurs propres sont
De la méme maniére, on a également multipliées par 6.

11\ (-2 -6\ (1-45 -1
“rpgnl (G )5 )

1-v5 -1
-1 1

Or, un réel A est valeur propre de B = ( ) si et seulement si B — A, n’est pas

inversible soit si et seulement si

det(B-1L) =0 A2 - (2-V5)1-V5=0.

\S)

Le discriminant de ce polynéme de degré 2 en A est A = (2 - \/3) + 45 =5.
2-v5-15

Ses racines, qui sont les valeurs propres de B, sont donc 4y = ——— =1- V5 < 0et
2-E5
=—-=

1 1
Les valeurs propres de B étant de signes opposés, il en est de méme de celles de V2 f (—— —),

92}

/12 1>0.

¢ p+1

1 1
et donc (——, ) est un point selle de f.
o o+1

4 2 _ +1
Montrons par récurrence sur n que Ul — u;, = (=1)"".
Pourn=0,onaug=0etu; =us =1, de sorte que

upp —u? = 0—1=-1=(-1)""
Supposons que upty — “r21+1 = (=1)"*1. Alors

2 2
Uni1Unsd — Uy = Uns1(Unsl + Uni2) — Uy )

2 2
Upyr T UnellUne2 — Uy o

)n+1 Hypothese de récurrence.

2
Uplny2 — (=1 + Uni1Uns2 — Uy o
2 2 1+1
(tn + Uns1) Upi2 — U,.o+ (_1)n+ = (_1)n+ A
N——— —

=Un+2

Ainsi, par le principe de récurrence, | pour tout n € N, u,uy42 — ”i+1 = (-1,

Nous allons calculer successivement les valeurs de uy, en utilisant toujours la variable w
pour stocker la derniére valeur de uy calculée, et v pour stocker 'avant derniére valeur

calculée.
1 function u=suite(n)
2 V=
3 W=
4 for k=2 :n
5 a = vitw
6 vV =W
7 w=a
8 end
9 u=w
10 endfunction

Notons que nous avons utilisé une autre variable appelée a pour stocker temporairement
la valeur de w, car si nous avions directement utilisé w = v+w, alors nous aurions perdu la
valeur de w.

La suite (uy,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, dont le polynome caractéristique

est X2 — X — 1, dont les racines ont été calculées précédemment : il s’agit de @ et ——.
P g ®
@
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n
Ces racines étant distinctes, il existe deux réels A et p tels que ¥n € N, u, = A¢" + (—— .
@

Afin de déterminer les valeurs de A et p, il sufhit d’utiliser les valeurs de ug et ug

up =0 A+p=0 p=-1
(=4 u (=4 1
up =1 dp-5 =1 Ao+1)=1

1 1-+v5 1 1+vV5 1-+5
Or, nous savons déjil que —— = —\/_, de sorte que ¢ + — = —\/_ - —\/_ =1/5.
2 o 2 2
1
Etdonc A = —, p = -4 = ———. Ainsi, pour tout n € N,
v N
sl (5))
u, = —|[o"-{-=] |.
n \/g (p
(_l) n
¢ -1 -
Ona——=(—| — Ocarg>1etdonc|—|<1.
" @2 n—s-+oo (P2
Erdonc [—1] = o (pmd Lo
t donc s = 0 (") desorte queu, ~ \/g(p .
1
Et donc up.q e %(p””, de sorte que
n+1
Unel 0 ¢ et donc Unl .
U, noto @ U, n—+o

D’aprés ce qui précéde, ona —— ~

1 V5 V5 5 5(1)".

un = vy si et seulement si
Up = Un + o(vn).

UpUp4] N+ Q" (Pn+1 n—-+oo (P2"+1 n—+oo @ (pz Ne pas oublier de mention-
. 1 L. ., n L, Lo ner la positivité (ou au moins
Mais 0 < — < 1, de sorte que la série de terme général | — | est une série géométrique le signe constant) lorsqu’on

P2
convergente.
Et donc, par critére de comparaison pour les séries 4 termes positifs, la série de terme

. 1
général —— converge.

utilise un équivalent pour dé-
terminer la nature des séries :
le résultat n’est plus vrai pour
des séries qui changent de

UpUpn+1 signe !
( 1)k 1 ( 1)k Le mentionner permet de
Puisque = , nous venons de prouver que la série de terme général —— montrer au correcteur qu’on
UkUk+1 Uk Uk+1 UpU+1 connait bien les hypotheses.

converge absolument.
Et donc en particulier elle converge. Par définition, cela signifie que la suite de ses sommes
partielles est une suite convergente.

(=D*

,etdonc | la suite (S,)n>1 converge.
UrUk+1

Or S, est précisément la somme partielle d’ordre n de la série Z
k>1

D’une part, on a

P NG e e
o] UkUk+1  UnUnsd

D’autre part, en utilisant le résultat de la question 3,

— 2 +1
Up Upil  UnlUni2 — U,y (-0

= Sn+1 = Sn-
Un+1 Un+2 UnUn+1 UnUn+1

Sommons les relations de la question précédente :

n n

Ue Ukt
E(Sk+1_5k)=§ ( ——+)-
k=1 o

Uk+1 Uk+2

Nous reconnaissons alors deux sommes télescopiques :

n n n n+1 n
D USke1 =80 = D Ske1 = Y Sk = Si— Y Sk =Spe1 =81 =Sper + 1.
k=1 k=1 k=1 i=2 k=1
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Et de méme,

n
Z( Uk _w)_ﬂ_un;l_l_“n;l
= Uk +1 Uk 42 uz Un+2 Un+2

Un+1 1
—

En utilisant le résultat de 4.c, on a donc S, = —
Up+2 n—+oo (p

Et donc

i (-1)k __1_1—\/521_1+\/§

=1-o.
U ki1 ) 2 2 b

On en déduit enfin que

too Nk
<p=1—Z (1)

= UkUk+1

Quelques commentaires : la suite (u,) est trés classique, et est appelée suite de Fibonacci et doit
son nom a Leonardo Fibonacci qui sy est intéressé dés le XIII*™ siécle, via amusant probléme
suivant : «Un homme met un couple de lapins dans un lieu isolé de tous les cétés par un mur.
Combien de couples obtient-on en un an si chaque couple engendre tous les mois un nowveau couple
a compter du troisiéme mois de son existence ?»

Si on note x, le nombre de couples de lapins au début du n®™ mois, on a donc xo = 0 et x; = 1.

De plus, au début du n®" mois, le nombre de couples est égal au nombre de couples déja présents le
mois précédent (xn—1), plus le nombre de couples nés depuis.

Mais puisqu’il faut deux mois a un couple pour atteindre la maturité sexuelle, le nombre de couples
qui viennent de naitre est égal au nombre de couples dgés de plus de deux mois, c’est-a-dire au
nombre de couples qui étaient déja nés deux mois avant : c’est xp_».

Et ainsi, on a la relation

Xp = Xp-1 +Xp-2 S Xnel = Xp + Xp-1.

Cette suite a passionné des générations de mathématiciens, et il existe toujours une revue mathématique’

qui ne publie que des articles traitant des propriétés de (x,,).

PROBLEME

Partie 1 - Variables vérifiant une relation de Panjer.
Prouvons le résultat demandé par récurrence sur k € N. Il est bien évidemment vrai pour

k=0 car
0

P(N = 0) = %P(N -0) = %P(N - 0).
bk
Supposons donc que P(N = k) = HP(N = 0). Alors

b b bk bk+1
P = = ——P = = — P = = —P = .
(N=k+1)= g PN =k) = 27 PN = 0) = o5 PN = 0)

Donc la propriété est vraie au rang k + 1, et donc par le principe de récurrence,

bk
Yk e N, P(N =k) = FP(N =0).

D’une part, on a

+00 to 1k
ZP(N =k)=P(N = O)Z b—, = P(N = 0)eP.
k=0 k=0 k!

+00
1
D’autre part, N étant a valeurs dans N, Z P(N =k)=1,etdonc P(N =0) = - = e?.
e
k=0
bk
On en déduit que pour tout k € N, P(N = k) = e‘by, et donc N suit une loi de Poisson

de parametre b.
En particulier, \ E(N) = V(N) = b. \

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Par définition, la somme
d’une série est la limite de la
suite de ses sommes partielles
(donc ici de S,,).

3 Le Fibonacci Quarterly.

M. VIENNEY


https://www.fq.math.ca/
http://www.ecs2-fauriel.fr

2.b.

3.b.

4.b.

CORRECTION

21

Prouvons par récurrence sur k > 2 que P(N = k) = 0.
Pourk=2,0ona

P(N:2)=(a+g)P(N=1)=(a—%)P(N=1)=O.

Supposons donc que pour k > 2, P(N = k) = 0. Alors

P(N=k+1)=(a+ )P(N:k):O.

k+1

Et donc par le principe de récurrence, ‘ pour tout k > 2, P(N = k) = 0.

OnaP(N =1) = (a+b)P(N = 0) = (a - 2a)P(N = 0) = —aP(N = 0).
D’autre part, puisque N est 2 valeurs dans N et que P(N = k) = 0 pour k > 2, il vient

+00

ZP(Nzk)zl@P(N=0)+P(N=1)=1@P(NzO)—aP(NzO)zl@P(NzO)zm.

k=0
EtdoncP(N=1)=1-P(N=0)= —
Puisque N ne prend que les valeurs 0 et 1, elle suit une loi de Bernoulli, de paramétre

HNznzlf

On a, pour k € [[1,n]],

|
P(Z = k) (Z)pk(l —p)nk = mpk(l -p)"k

_ n—-k+1 n! P k-1 n—(k-1)
STk G- Dm—Gonii—pf 7P
n—k+1

P
1-p &k

P(Z =k-1).

Nous venons de prouver que pour tout k € [1,n],

n+1

P(Z:k):l%p(—u )P(sz—1).

+1
Pour k = n + 1, cette relation reste valable carona P(Z =n+1)=0et -1 + % =0.

Etpour k > n+2,onaP(Z = k) =P(Z =k - 1) =0, donc la relation est toujours valable.
En résumé, on a, pour tout k > 1,

P(Z=k)= 1’%})(—“ n+1)P(Z=k—l).
Donc Z vérifie une relation de Panjer, avec|a = — q 1—)p eth= 7 ljp(n +1)
OnaP(N=1)= (a+ ?)P(N=O) =(a+ b)P(N =0).
Puisque P(N = 0) # 0, on en déduit* que a + b = % > 0.

Pour toutk > 1,0on a
b
kP(N:k):k(a+E)P(N=k—1)=akP(N=k—l)+bP(N=k—1).

Et donc pour m > 1,

ikP(N:k):azm]kP(N:k—l)+me:P(N:k—l)
k=1 k=1 k=1

m-1 m-1
= aZ(i+1)P(N= i)+bZP(N=i).
i=0 i=0

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Rappelons que pour une va-
riable X qui suit une loi de
Bernoulli, son paramétre p
est égal 3 P(N = 1) (probabi-
lité de succes).

Puisque a < 0, on a bien

a < 1, ce qui fait partie
des hypothéses nécessaires
pour vérifier une relation de
Panjer.

4 Une probabilité est toujours
positive.

i=k-1
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4.c. Onadonc, pour tout m > 1,

m—1 m-1 m=1 m—1
ZkP(Nzk)—aZkP(Nzk)zaZP(Nzk)+bZP(N=k)—mP(N=m).
k=1 k=0 k=0 k=0

Et donc,
(1 —a)ZkP(N =k) = ZkP(N = k)—aZkP(N =k)
k=1 k=1 k=1

=aiP(N=k)+biP(N:k)—(m+1)P(N=m+1)
k=0 k=0

< (a+b)ip(N = k)
k=0

< (a+b)ZP(N = k)
k=0

<a+b.

k=1
De plus, elle est croissante car

m
Ainsi, la suite ((1 —a) Z kP(N = k)) est majorée.
m>1

>

m+1 m
(1-a) Y kP(N=k)—-(1—-a) Y kP(N=k)=(1-a)(m+ D)P(N=m+1) > 0.

Et donc, étant croissante et majorée, elle converge.
m

Cela signifie donc que la suite ( kP(N = k)) est convergente, et donc que la série de
k=1 m>1

terme général kP(N = k) est une série convergente.

Puisqu’il s’agit d’une série 4 termes positifs, sa convergence est équivalente 4 sa convergence

absolue.

Et donc la série de terme général kP(N = k) converge absolument, et donc N admet une

espérance.

On a alors, pour tout m > 1,

m m—1 m—1
ZkP(Nzk)=aZkP(N=k)+(a+b)ZP(N:k).
k=1 k=0 k=0

En passant 2 la limite lorsque m — +oo, il vient alors

ZkP(N =k) = aZP(N = k)+(a+b)ZP(N = k).
k=1 k=1 k=0

Soit encore

a+b
1-a

E(N)=aE(N)+(a+b)x1 o |E(N) =

4.d. Pourtoutk >1,ona
k*P(N = k) = ak?P(N = k — 1) + bkP(N = k — 1).

Et donc en sommant ces relations comme 2 la question 4.b, pour tout m > 1,

m m-1 m-1
ZkZP(N =k)=a Z(k +1)2P(N = k) +b Z(k + 1)P(N = k)
k=1 k=0 k=0

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Clest la relation de la ques-
tion précédente ol on a
changé men m + 1.

Cette inégalité est vraie car
les P(N = k) sont tous posi-
tifs, mais aussi car a + b > 0.

Une série est convergente
si et seulement si la suite
de ses sommes partielles est
convergente.

M. VIENNEY
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m-1 m-1 m-1 m-1 m-1
=aZk2P(N=k)+2azkP(N=k)+aZP(N=k)+bZkP(N=k)+bZP(N=k).
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Et alors, comme 2 la question 4.b,

(1 —a)ZkZP(Nzk)=(2a+b)ZkP(N=k)+aZP(N=k)+bZP(N=k)—(m+1)2P(N=m+1)
k=0 k=0 k=0 k=0

< (2a+b)ZkP(N - k)+(a+b)ZP(N = k)
k=0 k=0

< (2a+b)E(N) +a+b.
Cette derniére inégalité n’est toutefois vraie que si 2a + b > 0.
b
Maison a P(N = 2) = (a + 5) P(N =1).

2P(N =2)
P(N=1)
Enfin, P(N = 1) ne peut étre nul, car une récurrence immédiate prouverait alors que pour
tout k > 1, P(N = k) = 0, et donc P(N = 0) = 1, ce qui est contraire aux hypothéses.

Etdoncsi P(N = 1) # 0, il vient 2a + b = > 0.

Ainsi, la suite ((1 - a)Z K*P(N = k)) est majorée, de sorte que la série de terme
k=1 m>1

général k>’P(N = k) converge.

Par le théoréme de transfert, N admet donc un moment d’ordre 2, et

+o0 +00 +00 +o0 +00 +00

DUIPP(N = k) =a ) K*P(N = k)+2a )" kP(N = k)+a ) P(N = k)+b ) kP(N = k)+b )" P(N = k).

k=1 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Soit encore E (N?) = aE (N?) + 2aE(N) + a + bE(N) + b. Et donc

2a+b+1-a |(a+b)a+b+1)

(2a+b)E(N)+a+b
E(N?) = =(a+b =
(N9 1-a (@+b)—a—07 (1 - a)?
Puisque N admet un moment d’ordre 2, elle admet une variance, et par la formule de
Huygens,
( b)( b 1) ( b)2 b On pourrait vérifier que pour
_ > 2> _la+b)la+0+ a+ _| a+ les lois de Poisson, Bernoulli
V(N)=E (N ) —E(N)” = (1- a)2 - (1- a)2 - (1- a)2 : et binomiales traitées précé-
demment, on retrouve bien
On a E(N) = V(N) si et seulement si les variances usuelles.
a+b _a+ b

Sl-a=1©a=0.

l-a (1-a)?

Mais nous avons déja dit a la question 1 que si a = 0, alors N suit une loi de Poisson (de
paramétre b).
Et inversement, il est évident que si N suit une loi de Poisson de paramétre A, alors
k k-1
AR R

> s = = = —e = — = —
Yk>1,P(N=k)=e o e 1) kP(N k-1)

et donc N vérifie une relation de Panjer, aveca = O et b = A, et on a alors E(N) = V(N) = A.

Ainsi, ‘ E(N) = V(N) si et seulement si N suit une loi de Poisson. ‘

Quelques commentaires : bien que la relation de Panjer semble assez spécifique, nous avons
prouvé dans cette partie que les lois de Poisson, Bernoulli et binomiales Vérg'ﬁent une telle relation.
Il west pas trés difficile de prowver que si X suit une loi géométrique, alors X — 1 vérifie également X — 1 compte alors le nombre

une relation de Panjer puisque d’échecs avant 1 obtentl?n' '
d’un succes lors d’une répéti-

tion d’épreuves de Bernoulli.

P(X-1=k) =P(X =k+1) = p(1-p)¥ = (1-p)P(X = k) = ((1 —p)+ %)P(X—l =k-1).

En revanche, puisque P(X = 0) = 0, X ne suit pas une relation de Panjer, car on aurait alors
PX=1)=PX=2)=---=0.

Parmi les lois discrétes usuelles, les lois uniformes sont donc les seules qui ne sont pas apparentées
aux relations de Panjer.
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Partie 2 — Fonction génératrice
Puisqu’une probabilité est toujours entre 0 et 1, pour tout k > 0, 0ona 0 < pexk < xk.
En particulier, si x € [0, 1[, puisque la série géométrique de terme général xk converge, il

en est de méme de la série de terme général pyx*.

+00
Etpour x =1,0na Zpklk = ZP(N = k) = 1 qui converge”.

k=0 k=0
Montrons le résultat par récurrence sur k. Il est évidemment vrai pour k = 0.
Supposons donc que pour tout x € [0, 1], FRO(x) = k! x pe(1 — ax)*k,
Alors, £ est dérivable sur [0, 1], et pour tout x € [0, 1],

FED(x) = k! x pr(a@— k) x (—a) x (1 — ax)* 1 = (k+1)! x - i Talk = a)p(1 - ax)®~ kD),

Mais puisque N vérifie une relation de Panjer,

b b a a+b a
+k+1)pk—Pkk (k+1+ )Pk—Pkk+1(k+ ; )—Pkk+1(k_a)-

Et donc on a bien

Pk+1 = (a

FED@) = (k+ DX prear (1 = ax)*F*D,

Par le principe de récurrence, pour toutk € N, et tout x € [0, 1], f(k)(x) =

k!X pr(1 — ax)®7*.

Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral 4 f entre 0 et x, ce qui est légitime car
f est de classe € sur [0, 1].

Alors

(k)(o) o (x

f(x) = N”mm

Mais par le résultat de la question précédente, on a Yk € N, F®(0) = k! x py et donc

ﬂm=imﬁ+ﬁ
k=0

= Zpkxk + (n+ 1)pp+1 f (1 -at)* ™ x - )" dt.
k=0 0

(n+ D! X ppp1(1 —at)*" L dt

x (x _ t)n
n!

Pour t € [0,x],onal—at>1-a> 0etdonc

_ -1
7! ex-t<l-atox-1<(l-atots >
1-at 1-a

x—1t
< 1.

. X - .
Mais 1 < 0, et donc automatiquement, pour ¢ € [0, x], 1 .
-a -a

_t n
) <(1-at)™ .
—at

On en déduit que (1 — at)* " 1(x — )" = (1 — at)*! (1x

Et donc par croissance de I'intégrale

f (1 —a)* " Nx-0)"dt < f (1 — at)* " dt.
0 0

Puisque d’autre part, (1 - at)* " (x — )"
I'intégrale,

> 0, pour tout ¢ € [0,x], par positivité de

X
0< f (1 —at)* " (x - t)" dt.
0

Nous savons, d’aprés la question 4.c que N admet une espérance, et donc Z nP(N = n)

n
converge.

Et en particulier, son terme général tend vers 0 : np, — 0, de sorte qu'on a également
n—+oo

(n+ Dpp+1 n:)m 0.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

5 N étant 4 valeurs dans N,
{[N = k], k € N} forme
un systéme complet d’événe-
ments.

Nous venons de prouver que
la dérivée k™ de f existe
pour tout k. Ceci prouve
bien que f est de classe €.

Le fait que 1 — at soit po-
sitif justifie que le sens de
I'inégalité reste inchangé par
multiplication par 1 — at.
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X
Drautre part, nous venons de prouver que la suite (f (1-at)* " Hx—-1)" dt) est
0 n>1

bornée.
X

Et donc® (n + 1)pns1 f (1-at)* " Nx—1)"dt - 0.
n—+0oo

Ainsi, en faisant tendre n vers +oco dans I'égalité de la question 7.a, il vient

po(l = ax)® = f(x) = > pix* = G(x).
k=0

+o00
Puisque G(1) = ZP(N = k) = 1, on en déduit que po(1 — a)* = 1.
k=0
Et donc | pg = L
=g
On a alors G'(1) = —apoa(1l — a)la — 1) = —aa L _axb_ E(N)
= T4 B l-a 1-a ’
Remarque : ce résultat west pas spécifique aux variables suivant une loi de Panjer.
+00
L’idée est que si Pon dérive G(x), on obtient G'(x) = Z nP(N = n)x"" et donc
n=1
+00
G'(1) = Z nP(N = n) = E(N).
n=1

Toutefois, cela nécessite de pouvoir dériver terme a terme” la série définissant G(x). Malheureusement,
nous ne disposons d’aucun théoréme justifiant ceci, bien que de tels résultats existent.

Partie 3 — Formule de récursivité.

La définition de S dépend de la valeur de N, puisque si N = n, alors S est la somme de n
variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Xj.

Pour prendre ceci en compte, utilisons la formule des probabilités totales avec le systeme
complet d’événements {[N = k], k € N} :

P(S=0)= Zp([s = 0] N[N = k).
k=0

Puisque S=0si N =0,ona P([S=0] N[N =0]) = P(N =0) = po.
Drautre part, pour k > 1, on a

k

inzo

P([S:O]ﬂ[N:k]):P([N:k]m
i=1

):P(N: k)P(iXi = 0)

i=1

k

puisque d’aprés le lemme des coalitions, N et ZX,- sont indépendantes.
i=1

Et puisque les X; sont 2 valeurs dans N, il vient®

[Zklxl = 0] = ﬁ[Xl = O]
i=1 i=1

Et les X; étant indépendantes, on a donc
k
P([S=0]N[N =k])=P(N = k)l_[P(Xi =0) = prP(X; = 0)F.
i=1
Ainsi, il vient
+00 +00
P(S=0)=po+ > peP(X1 = 0 = > peP(X; = 0)F = G(P(X; = 0).
k=1 k=0
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6 e produit d’une suite
bornée est d’une suite de
limite nulle tend vers 0.

7 Cest-a-dire affirmer que la
dérivée de la somme infinie
est égale 2 la somme infinie
des dérivées.

8 Une somme de nombres
positifs est nulle si et seule-
ment si chacun de ces
nombres est nul.
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Mais d’aprés la partie 2, pour tout x € [0, 1], G(x) = po(1 — ax)*, donc

P(S=0)= — (1 - aP(X, = 0))* = (

1—aP(X; =0)\*
o =)

1-a

Sur le méme principe que précédemment, on a

P(S=0) = peP(X; = 0)F,
k=0

Mais si N suit une loi de Poisson de paramétre A, alors

+00 k
A - _
PS=0)=)" e PO = 0)F = AP0 - [ AP0,
k=0 )

Cette fonction simule n lois uniformes sur [0, 1], indépendantes’, et compte parmi ces n
variables combien sont inférieures 2 1/2.
Puisque ceci se produit avec une probabilité 1/2, nous reconnaissons 14 la simulation d’une

loi binomiale % (n, 1/2).

Le programme suivant commence par simuler une loi de Poisson N. Puis, il calcule la
somme de N lois binomiales.
Notons que si N vaut 0, le programme retourne bien 0.

1 function s=simulS(lambda,n)
2 N=grand(1,1,"poi", Llambda)
3 s =0;

4 for i=1 :N
5 s = s+simul(n)
6 end

7 endfunction

Notons que, sachant que [S,+1 = k] est réalisé, les X;, 1 < i < n+ 1 ne peuvent prendre
que des valeurs entre 0 et k, et donc sont 2 support10 fini.

Par conséquent les espérances conditionnelles E(X;|S,.+1 = k) existent bien.

Par linéarité de I'espérance conditionnelle, on a

n+1 n+1
ZE(Xi|Sn+1 =k)= E(Z Xi|Sn1 = k) = E(Sn+1/Sn+1 = k) = E(k|Sn+1 = k) = k.
im1 im1

D’autre part, les X; ont la méme loi, et donc la méme espérance conditionnelle.
n+1

Et donc ZE(xi|sn+1 =k) = (n+ DECG|Sps1 = k).
i=1

On en déduit que E(X1|Sp+1 = k) =

k
et donc
n+1

Vie[[1,n+ 1], E(X;|Sn+1 = k) =

n+1

Quelques détails : il n’est en fait pas si évident qu’il pourrait le paraitre que les espérance
conditionnelles E(X;|S,+1 = k) soient égales.

En effet, ceci tient au fait qu’on conditionne par 'événement [S,,1 = k], dans lequel les X;
jouent des roles symétriques.

En tous cas, le fait que deux variables indépendantes aient méme loi n’implique pas néces-
sairement qu’elles aient méme loi conditionnelle par rapport 2 un événement.

Prenons un exemple trés similaire 2 celui que nous considérons : soient Xj, X, deux va-
riables indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli % (p), et soit S = X; + 2X>.

Si [S = 2] est réalisé, alors nécessairement X1 = 0 et X, = 1.

Autrement dit, la loi conditionnelle de X; sachant [S = 2] est une loi certaine égale 4 0

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

La partie 2 supposait
O<a<1eté>0<:>b>0.

a
Toutefois, cette deuxiéme hy-
pothése nous a été totalement
inutile !

9 Car en Scilab , deux
appels 2 rand simulent né-
cessairement des variables
indépendantes.

19 pour la probabilité condi-
tionnelle P[s, ., k].

Cela n’est pas incompatible
avec le fait que les P(X; > k)
soient non nuls.

Le fait que les espérances
conditionnelles soient les
mémes est en fait loin d’étre
évident et nous y reviendrons
ci-dessous.

Toutefois, il y a fort A parier
que les correcteurs n’atten-
daient aucune justification 2
ce sujet.
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alors que celle de X5 est une loi certaine égale 4 1.
Et donc E(X;|S = 2) = 0 alors que E(Xz|S = 2) = 1.

Dans notre cas, il faut donc justifier que la loi X; sachant [S,.1 = k] est indépendante de la

valeur de i.
Or, pour ¢ € [0,k]], on a

Pis,a=kXi =€) =

P(IXi = (10 [Sne1 = kD) _ P(Xi = (10 [Sne1 = Xi =k =€)

P(Sps1 = k) - P(Sp+1 = k)

n+1

Mais Sy — X; = Z X; est indépendant de X; par le lemme des coalitions, de sorte que

J=1
J#i

n+1

PXi=0)
Pis,.,k)(X; = 0) = e ZX =k-¢|.
j#z

Les X; étant de méme loi, P(X; = ¢) ne dépend pas de i.
n+1
De méme, la loi de ZXj ne dépend pas de i : il s’agit de la loi de la somme

=1
J#i

indépendantes suivant la loi de X;.
Et donc Ps,,,,=k(X; = ¢) ne dépend pas de i, de sorte que

E(X1|5n+1 = k) = E(X2|Sn+1 = k) == E(Xn+1lsn+1 = k)
Ona
Pis,1=k1Xnt1 = DP(Snst = J) = P([Sns1 = kI N [Xns1 = j1)
=P([Sn =k —jI N [Xn+1 = j])
= P(Sn =k _j)P(Xn+1 :])
-
Ona

M=

k
Z( Z)ars, ==

bj
(a + ?) Pis, 1=k Xnt1 = j)P(Sns1 = k)

~.
I}
oS

k

gg»

~.
Il
(=)

j=0

-

-
I
=

a

-

T
=

Mais par la formule des probabilités totales,
P(Spe1 = k) = ) P((Snst = K] N [Xier = ).

Or, pour j > k, on ne peut avoir  la fois [X,+1 = j] et [Sp+1 = k] car Sp4q >
Et donc P([Sps1 = k] N [Xpe1 =j]) =0
k

On en déduit que P(Sp41 = k) = Z P([Sn+1 = k] N [Xp+1 = j]) et donc que
=0

k
Z(“ )q]P(S =k-j)= (a+%)P(Sn+1=k).

Jj=0
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P(iSaet = K10 Dt = J1) + P(Sat = K)7

P([Sn+1 = k] N [Xn+1 = J]) + P(Sn+1 k)_

de n variables

Pis, =k (Xns1 = ) + P(5n+1 k) > iP5 i=kl Xnst =)

E(Xn+1|5n+1 = k)

b k

¥n+1

Xn+1-

SiS, = ketque Xpqq = j,
cest donc que la somme des
n premiéres variables X; vaut

k- j.

Xn+1 et S, sont indépen-
dantes par le lemme des

coalitions.
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11.a.

11.b.

11.c.

11.d.

28 ECRICOME 2018

Appliquons la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
{[N =n], n € N}.

A n fixé, S, et N sont in-
dépendantes par le lemme
des coalitions (les X; sont

P(S = k—j) = Z P(IN = n]n[S = k—j]) = Z P(IN = n]n[Sp = k — j]) = Z PnP(Sn =k —j).| 4 indépendantes de N).
n=0 n=0 n=0

En utilisant les résultats des questions 11.a et 10.c, il vient

k

. k .\ too
b b
2 (a+ %) 4GP =k=j)= ), (a+ %) D PaP(Sy =k - j)
j=0 Jj=0 n=0

Notons que la permutation

+00 k
bj . des somme est légitime car
= E Pn 2 (a + ?) q;P(Sn =k =) la premiére somme est finie
n=0 0

J= (et que les sommes infinies

+00 b convergent).
= n PSn =k
Do ) Pow =0

Puisque N vérifie une rela-
tion de Panjer,

+00
= an+1p(5n+1 = k).
n=0

Par la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements {[N = n]}, et = (a . Ijr 1 )Pn-
+00
P(S=k) = ZP([N =n]n[S = k])

n=0
+00

= ZP([N =n]N[S, =k]) Si N =n,alors S = Sy,.
n=0
+00

= Z P(N = n)P(S, = k) Puisque les X; sont indépen-
e " dantes de N, par le lemme

des coalitions, les S,, sont
indépendantes de n.

= Zoopnp(sn =k)

n=0

+oo

_ _ So = 0,etdonc

= ZPnP(Sn =k) P%Sn = k) =0 pour k € N*.
n=

+00
= ZPn+1P(5n+1 = k)
n=0

En combinant les résultats de 11.b et 11.c, il vient

k

b
P(Szk)zZ(a+?J)qu(S:k—j).

Jj=0

Soit encore

k k
bj bj

P(S = k) = agoP(S = K)+ Y. (a + —J) P(S = k=j) & (1-ag0)P(S = k) = ) (a + —J) q;P(S = k—j).

j=1 k j:l k
Et donc on a bien!! Mg < 1ergy < 1, donc

1-aqp #0.
| bj
(S=k) 1_a%j_l(mk)q,( )

Quelques commentaires : 'intérét de cette formule est qu’elle permet de calculer successivement
PS=1),PS=2),...PS=n),....

On obtient alors un algorithme (appelé algorithme de Panjer) qui permet de calculer les P(S = n).
Celui-ci est utilisé par exemple par les assureurs pour calculer le coilt total des sinistres subis par
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CORRECTION

29

Pensemble des assurés.

En effet, si n est le nombre total d’assurés d’une compagnie, et que chacun subit un sinistre avec
probabilité p, le nombre total N de sinistres suit une loi binomiale % (n, p), dont nous avons prouvé
précédemment qu’elle vérifie une relation de Panjer.

Et alors si les X; sont des variables aléatoires représentant le coiit de chaque sinistre (ce coiit n'est

N
bien entendu pas le méme pour chaque sinistre, et dépend de lampleur des dégdts), alors S = Z X;
k=1
représente le coilt total pour Uassureur.
Etre capable de déterminer la loi de S est nécessaire a lassureur afin de fixer ses tarifs.
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Rappelons que sous certaines
hypothéses, une loi binomiale
peut-étre approchée par une
loi de Poisson, pour laquelle
les calculs sont plus simples
(il est plus rapide pour un
ordinateur de calculer des
probabilités pour une loi de
Poisson que pour une loi
binomiale avec n grand).

M. VIENNEY
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ECRICOME 2017

Sujet : Calcul de la somme d’une série alternée

Abordable en premiére année : v Intérée :

Thémes du programme abordés : intégrales, séries, fonctions d’une variable, Scilab .

Commentaires : classique, comportant quelques subtilités calculatoires. Un excellent entrainement sur les séries
et les intégrales. Ressemble beaucoup a I'exercice 2 d’Ecricome 1994, et surtout 4 I'exercice 2 d’Ecricome 1997.

On définit sur l'intervalle ]0, 1] les deux fonctions f : x > xIn(x) et g : x > x* = eI,
1. a. Les fonctions f et g admettent-elles des limites en 0 ?
b. Dresser les tableaux de variations des fonctions f et g sur ]0, 1].

1
c. Justifier que I'intégrale f g(t)dt est convergente. On notera I sa valeur.
0

2. Pour tout n € N, on pose :

1
u, = %fo (tIn(t))" dt,

et :
n

Sn = Zuk.

k=0

o

. ]ustiﬁer que pour tout n € N, u,, existe.

b. Montrer que la suite (ty)nen converge vers 0.

c. Calculer ug et u;.

d. A laide d’intégrations par parties successives, montrer que :
(="

VHEN,MHZW.

e. Montrer que la série de terme général u, est convergente.

. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function S = somme(n) qui prend comme paramétre d’entrée un
entier naturel n et qui produit en paramétre de sortie la valeur de S,,.

3. a. Alaide de I'inégalité de Taylor-Lagrange en 0 a I'ordre n appliquée a la fonction exponentielle, montrer que

1 .
pour tout x € [——, 0] et tout entier naturel n :
e

n k 1

X
T < n+1 1 1
Sk enti(n+ 1)

b. En déduire que :
1
VneN, [[-Sp| < ———.
e"l(n+1)!

c. Montrer que :

n=1

d. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function I = estimation(eps) qui prend comme paramétre d’entrée
un réel flottant strictement positif ¢ et qui produit en paramétre de sortie une valeur approchée de I 3 ¢ prés.

Sujet : Optimisation de formes quadratiques et de produit de formes quadratiques sur la m
sphére unité.

Abordable en premiére année : X Intérée :

Theémes du programme abordés : algebre bilinéaire, endomorphismes et matrices symétriques, fonctions de
plusieurs variables, (optimisation sous contrainte)

Modifications apportées au sujet d’origine : on demande aux matrices M et B des questions 2.b et 3.a d’étre
symétriques pour avoir l'unicité de la solution.
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Soit n un entier supérieur ou égal a2
X1

Pour tout élément x = (x1,x2,...,x,) de R”, on note X = [ : |le vecteur colonne de ses coordonnées dans la base
Xn

canonique de R™.

On rappelle que si x est ainsi associé 2 X et y 2 Y, le produit scalaire canonique sur R" est défini par :

n
(x,y) = Zxkyk =Xy ="YX,
k=1
ot ’X représente la transposée de X.
1. On note J la matrice de . ,(R) dont tous les coefficients valent 1.

a. Justifier qu’il existe une matrice P de ., (R) et une matrice diagonale D de . ,(R) telles que :
J = PD'P.

b. Déterminer le rang de J. En déduire une valeur propre de J ainsi que la dimension du sous-espace propre
associé.

c. En examinant la trace de J, expliciter la matrice D.

2. Onnote f la forme quadratique définie sur R” par :

f(xlvx2,~~-,xn)= Z XiXj.

1<i<j<n
a. Montrer que pour tout (x1,x2, ..., Xn),
1 n 2 n )
flerxo,.oxm) = 5 RIS
i=1 k=1

b. Déterminer une matrice M € J,(R), symétrique, telle que :
Vx € R", f(x) = 'XMX.

c. Exprimer M comme combinaison linéaire de J et I, ou I désigne la matrice identité de . ,(R).

d. En déduire qu’il existe une matrice diagonale A 4 déterminer telle que :
M = PA'P.
e. Montrer que la fonction f admet un maximum et un minimum sur ensemble :
S ={(x1,x2,...,%n) ER"/xf+x§+~-+xﬁ =1}

et déterminer la valeur minimale et la valeur maximale de f sur .

3. Dans cette question, A est une matrice de ./ ,(R) qui est symétrique et dont toutes les valeurs propres sont strictement
positives. On note u I'endomorphisme de R dont A est la matrice dans la base canonique de R™.

a. Justifier que A est diagonalisable et montrer qu’il existe une matrice B € /4 ,(R), symétrique et telle que B> = A.
On note v 'endomorphisme dont B est la matrice dans la base canonique de R”".

b. A laide de v et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que :

Y(x,y) € R™?, (5, y))° < (ulx), x) x (@™ (y), y).

Pour un x € R" non nul donné, trouver un y € R” non nul tel que cette inégalité soit une égalité.

c. En déduire que :

inf (ueo.x)) x (™). x)) = 1.

[Ixl=1

4. On suppose que n =2 et A = (1 é)

a. Montrer que A est inversible et déterminer A™!.

b. Montrer que toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.
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c. En déduire le minimum de la fonction g définie sur R? par :
g(x1,x2) = (xf + 2x§ + 2x1x2)(2xf + xg — 2x1x2)

sous la contrainte xl2 + x% =1.

Sujet : Convergence en loi vers la loi de Rayleigh dans le probleme des anniversaires. m

Abordable en premiére année : v/ (parties B et C) Intérée :

Thémes du programme abordés : variables aléatoires discrétes, variables aléatoires 4 densité, convergence des
variables aléatoires, Scilab

La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Commentaires : sujet assez intéressant dans les themes abordés, mais les deux derniéres parties sont assez
techniques. Le résultat final est le méme que celui prouvé dans le probléeme 2 'EML 2012, mais les méthodes
employées sont trés différentes.

Toutes les variables aléatoire présentes dans ce probléme sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, #, P).

Partie A.
Dans toute cette partie, a est un réel strictement positif et g, est la fonction définie par :

0 six <0
Vx € R, g,(x) = _x2
9a(x) %eZaz six >0
a

1. Justifier que g, est une densité de probabilité.

2. Soit Z, une variable aléatoire admettant g, pour densité.

2. Soit N une variable aléatoire suivant la loi normale centrée et de variance a?.

Rappeler une densité de N et donner les valeurs de E(N) et E(N?).
b. Montrer que Z, admet une espérance et calculer E(Z,).

c. Montrer que Z, admet une variance et calculer V(Z,).

Partie B.

Pour tout entier n strictement positif, on considére 'expérience suivante : on dispose de n urnes initialement vides,
numérotées de 1 a n et on dispose d’'un grand stock de boules que I'on dépose une a une dans ces urnes. Pour chaque
boule, on choisit au hasard, de fagon équiprobable, 'urne dans laquelle la boule est déposée.

On note X, le rang du premier tirage pour lequel une des urnes contiendra deux boules.

3. Compléter la fonction Scilab suivante pour qu’elle simule une réalisation de la variable aléatoire X,, :

1 function X = tirage(n)

2 urnes = zeros(1,n)

3 X =

4 choix = floor((rand()*n))+

5 while ..........

6 urnes(choix) = urnes(choix)+
7 choix = floor((rand()*n))+

8 S 5000000

9 end

10 endfunction

4. On suppose dans cette question que n = 1.
Déterminer la loi de X; ainsi que son espérance et sa variance.

5. On suppose dans cette question que n = 2.
Déterminer la loi de X ainsi que son espérance et sa variance.

6. On se place ici dans le cas général, n désigne un entier strictement positif.
a. Déterminer X,(Q) en justifiant briévement.

b. Montrer que :
nl(k - 1)

Vke[2,n+1], PX, =k) = ———.
[2.n+ 1] PG =) nk(n -k + 1)
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c. Montrer que pour tout entier strictement positif n, X, admet une espérance.

d. On souhaite écrire une fonction Scilab qui calcule E(X,) en fonction de n.
Compléter la fonction suivante a cet effet :

1 function E = esperance(n)

2 facto = prod([ nl)

3 fac = facto

4 somme =

5 puissance = n

6 for k= (n+1)

7 puissance = ....
8 fac = ....

9 somme = somme + kx(k-1)/(puissancexfac)
10 end

11 E = facto*somme

12 endfunction

Partie C.
On reprend dans cette partie les variables aléatoires X,, étudiées dans la partie B.
Pour tout entier n € N* et pour tout m € N, on pose :

a(n,m):iln(l—g).

k=0
, . 1
7. Montrer que pour tout réel x de l'intervalle |0, 5|

-x—x><In(1 - x) < —x.
8. En déduire que pour tout (n,m) € N* x N tel que m < g, ona :

_m(m +1) B m(m+ 1)2m+1) <

+1
> o2 \a(n,m)S—M.
n n

2n

9. On suppose dans cette question que x < 0.

Calculer nl_i)er (VnP (X, = [Vnx])).

10. On suppose dans cette question que x est un réel strictement positif.
a. Donner la limite puis un équivalent simple de | vnx| lorsque n tend vers +co.

b. Justifier qu’il existe un entier N tel que :

¥n > N, |Vnx] < g

c. Montrer que :

T
[\

k-1

L10-3)

Yne N, Vke[2,n+1], PX, =k) =

Il
o

d. En déduire que pour toutn > N,ona :

-1
P(X, = [Vnx]) = L\/—% exp (a (n, [ Vnx] - 2)).
e. Montrer alors que VnP(X, = [vnx]) admet une limite lorsque n tend vers l'infini et déterminer cette limite.

Partie D.
On admettra dans cette partie le résultat suivant :
Si W est une variable aléatoire et si (Wy)nen- est une suite de variables aléatoires telles que

* pour tout n € N*, W, admet une densité hy, ;

* la variable W admet une densité h ;
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* pour tout réel x,on a : lim h,(x) = h(x) ;
n—+co

alors la suite (Wy)nen+ converge en loi vers W.

On considére toujours dans cette partie la suite (X,,),en+ de variables aléatoires définies dans la partie B.
On introduit une variable aléatoire U qui suit la loi uniforme sur I'intervalle [0, 1], que l'on suppose indépendante des
variables aléatoires X,, (pour n € N*), et on pose :

X, +U

YneN*, Y, =
\n

On définit enfin, pour tout entier strictement positif n, la fonction f, par :

11. a.
b.
12. a.
b

Vx € R, fu(x) = VnP (Xn = I_\/ﬁxj)

Soit n € N* et k € Z. Déterminer I'ensemble des réels x tels que [vnx] = k.
Montrer que pour tout entier n € N*, la fonction f,, est une densité de probabilités.

Soit n € N* et k € Z. Calculer P(U < v/nx — k).
On pourra séparer les cas ont k > [\nx|, k < |vnx] et k = [v/nx].

. A laide de la formule des probabilités totales, montrer que :

Vx € R, P(Y, < x) = fx fu(t)dt.

c. Justifier que, pour tout entier n € N*, la variable aléatoire Y, est une variable aléatoire 2 densité, et que Y,

d.

13. a.

b.

admet f;, pour densité.

Montrer que la suite de variables aléatoires (Y,)nen+ converge en loi vers une variable aléatoire Y a densité
dont on précisera la densité.

Rappeler 'énoncé du théoréme de Slutsky.

Montrer que la suite de variables aléatoires (—n converge en loi vers une variable aléatoire 4 densité
n .
neN

dont on donnera une densité.
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1.b.

2.b.

CORRECTION 35

ECRICOME 2017 : CORRIGE

ExERcICE 1
Par croissance comparée, lin& fx) = lino1 xIn(x) =
x—0+ x—0+
Et alors, par continuité de lexponentielle, lin(} g(x) = lino1 ef ) = ¢0 =
x—0* x—0t

Notons que, par croissance de 'exponentielle, il suffit d’étudier le sens de variation de f,
car alors g = exp(f) posséde les mémes variations que f.
La fonction f est dérivable sur ]0, 1] car produit de fonctions dérivables, avec

f’(t)zlnt+§=1nt+1.

Onadonc f'(t)> 0o Int>-1et>e
Et donc le tableau de variations de f, puis celui de g s’en déduisent immédiatement.

P
x 0 el I —

) - 0 + 01

f&) o 0 :

9(x) b —1 :

La fonction g est continue sur ]0, 1], et prolongeable par continuité en 0, donc 'intégrale

1
f g(t) dt est faussement impropre, et donc
0

Pour n = 0, la fonction t +— (¢tInt)° = 1 est continue sur ]0, 1] et prolongeable par
continuité en 0.
Et pour n > 1, la fonction ¢ = (tIn(¢))" est continue sur ]0, 1], et d’aprés la question 1.a,
admet une limite finie! en 0. ! Egale 4 0.
Dans les deux cas, t = (tInt)" est prolongeable par continuité en une fonction continue
1

sur [0, 1], donc l'intégrale f (¢t1In(t))" dt est faussement impropre, et donc
0

Draprés le tableau de variations réalisé 2 la question 1.b, on a, pour tout ¢ €]0, 1], [f(t)] < e7'.

Et donc pour tout ¢ €]0, 1] et tout n € N,

(¢t In(0)"] < ()" < 1.

1
< f 1dt =1.
0
lim u, = 0si et seulement

n' n—+oo

Par le théoréme des gendarmes, on a alors [u,] — 0 et donc|u, — 0. si lim Jup| = 0.

n—+oo n—+oo

Ainsi, par I'inégalité triangulaire,

1
f (tlnt)" dt
0
1

On en déduit donc que 0 < Ju,| <

1! 1!
Onauoz—f 1dt=letu1=—f tIn(z) dr.
ol Jo 1 Jy

Procédons 2 une intégration par parties sur un segment de la forme [A, 1], A €]0, 1], en

2 Rappelons que le théoréme
posant u(t) = Int et v(t) = —, de sorte que u et v sont deux fonctions de classe 6! sur d’intégration par parties n’est
1 2 valable que sur un segment,
[A, 1] avec u'(t) = — et v/(t) = t. Alors et quil 1}’est dgnc pas pOSS}ble
t de procéder directement a

une intégration par parties

1 2 1 1421 sur ]0, 1].
tln t)dtz[—lnt] —f ——dt
| sho| -5

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

2.d.

2.f.

36

ECRICOME 2017

2 2
A2 211
= L -|E
2 41,
A? 1 A2
=-Z @) --+=
5 A=+
1
_) _—
A-0t 4
1
Ainsi, | ug =—Z.

Calculons u,, a I'aide d’une intégration par parties sur un segment de la forme [A, 1], en

n+1
posant u(t) = (Int)" et v(t) = T qui sont bien deux fonctions de classe 6! sur [A, 1],
avec n .
w(t) = (In H" et v'(t) = t".
Alors

1

1 tn+1 n 1tn+l »
fA t"(Int) dt=[n+1(lnt) ]A—’Hlj/; " (Int)* " dt

An+1 1
nlf " In(t)"! dr
A
pundt

In A)" -
1(n ) n+

n ! n n-1
— - t"(In )" dt.
A-0t n+1 0

Une nouvelle intégration par parties nous donne

Notons que cette derniére
intégrale converge bien, car
la fonction

t t"(np)™ !

est prolongeable par conti-

nuité en 0.
1 . g+l . Lot 5
t"(nt)" ' dt = Int)y**| - ft"lt"_dt
[t [t ] 22
An+1 n-1 1
= lA"’l——ft”It"’zdt
n+1(n ) n+1 J4 (no)
n-1 1
— - f t"(Int)"2 dt.
A-0t n+1 Jy
Plus généralement, une intégration par parties similaire prouve que pour tout k < n -1,
1 1
-k
f t"(In£)"* dp = ~ f "(In )" 1 dt.
0 n+1 0
Et alors
1 ! 1 (-1)2n(n-1) (! 1 (=Dl (! Al
Up = —— — f t"(lnt)”‘ldtz—mf t"(lnt)"_zdtz---z—( )'n f i =| D"
nln+1Jy nl (n+1)>2 0 nl(n+ )" Jy (n+ 1)+l
Pourn > 1,0na
1 1
0< |un| =

< .
(m+ 1Dt " (n+1)2

Or, la série de terme général CEEE est une série (de Riemann) convergente, et donc par
n+

critere de comparaison pour les séries A termes positifs, la série de terme général [u,| est
également convergente.

Ainsi, la série de terme général u,, est absolument convergente, et donc | convergente.

Il s’agit de calculer les sommes partielles de la série. A cet effet, nous pouvons utiliser une
boucle.
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3.a.

3.b.

CORRECTION 37

1 function S = somme(n)

2 S =

3 for k=1 :n

4 S =58+ (-1)"k/((k+1)*(k+1))
5 end

6 endfunction

Notons h : x — e* la fonction exponentielle.

Pour tout n € N, la fonction h est de classe 6™*! sur [—1, O], et pour tout k € [0,n + 1],
€ Notons que pour appli-
quer l'inégalité de Taylor-
Lagrange, il n’est pas néces-
saire que la dérivée (n + 1)-
iéme soit bornée sur R tout
entier (ce qui n’est pas le cas
ici) : il suffit qu'on dispose
d’un majorant de [f(**D| sur
le segment d’extrémités 0
et x (qui ici est le segment
[x, 0] car x < 0).

1

h(k)(x) =e*. En particulier, pour tout ¢ € [——, O], ona
e

i) =ef <e¥ =1.

1
Ainsi, d’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange, pour tout x € [_Z’ O],

h(k)(o) |x|n+1
h _ k
() Z A S e
k=0
Soit encore
n k n+1
pa k (n+1)!
. 1 1 1 1
Mais pour x € |——,0|, x| < =, de sorte que |x|"*! < .
e e en+1
Et donc
no_k
x 1
oy
¢ ; k! e"l(n+1)!

1
Nous avons prouvé a la question 1.b que pour tout t €]0,1], tInt € [_Z’ O]. Et donc le

résultat de la question 3.a sapplique : pour tout ¢ €]0, 1],

n k
tln(t) _ (t ln t)
‘ kz_o Kl

Par croissance de 'intégrale, on a alors

[

Drautre part, on a

1 n 1 n 1 k
j(; etlntdt_zuk fo etlntdt_Z%f(; (tlnt)kdt :‘fo ( Z(tlnt) )
= k=0 k=

Or, par l'inégalité triangulaire?, 2 Pour les intégrales.
1 n k 1 n
_ — thnt _ (tln t) tln(t) _ (tln t)
I~ Sal = f (e 2o < | e 2
0 k=0 0 k=0

— 0, et donc par le théoréme des gendarmes, [I-S,| — 0.
n—+oo

1
Sentl(n+ 1)

dt<f1 a 1
S Jo ertl(n+ 1) ertl(n+ 1)

n k
thn(e) (tlnt)
¢ kZ:o k!

|I_Sn| =

1
el(n+ 1)

Lorsquen —» +c0, ——
d Tentl(n 4+ 1)!

Onen déduit que lim I-5, =0 lim S, =1

n—+oo n—+oo

Mais S,, est la somme partielle d’ordre n de la série de terme général uy,, et donc cette série
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+00
converge et Z ur = I.
k=0
Or, en utilisant le résultat de la question 2.d, il vient

Par définition, une série
converge si et seulement
si la suite de ses sommes

partielles converge. Dans

~ Z (- 1)k Z (- 1)n 1 "’Z"’ (-1)n ce cas,.la.somme de.la série

est la limite de la suite des
= sommes partielles.

La question 3.b nous donne une majoration de ’écart entre I et la somme partielle d’ordre
n de la série.

Et donc si T < ¢, alors [T - Sp| < ¢, de sorte que S, est une valeur approchée de I
e l(n+1)!

a e pres.

1
e l(n+1)!
et s’arréte lorsque cette valeur est inférieure ou égale 4 £.Pourquoi ne pas utiliser la fonction
somme écrite précédemment ?

Nous proposons donc le programme suivant, qui calcule les valeurs successives de

1 function I = estimation(eps)

2 I =

3 n =

4 majorant = exp(-1)

5 while majorant>=eps

6 I = I+(-1)"n/((nt1)*(n+1))

7 n = n+

8 majorant = majorant*xexp(-1)/n
9 end

10 endfunction

, qui est stocké dans la variable majorant, nous avons

. 1
a s
eml(n+1)  e"2(n+2)!

1
Notons que pOUI' calculer m

utilisé le fait suivant : pour passer de il suffit d’effectuer une

1

multiplication par ———.

P P e(n+2)

. . 1 1
Alternative sans boucle while : remarquons que < , de sorte que
e l(n+1)! entl
our < ¢, nécessairement —— < ¢
p entl ’ e l(n+1)!
1 n+l 1

Or, — <eoe™>-on>-InE)-1.

en+1 c

Ainsi, le programme suivant fonctionne également :
En revanche, le temps d’exé-

1 function I = estimation(eps) cution de ce programme sera
B un peu plus long que celui

2 L= du précédent, car 2 ¢ fixé, il
3 n = -log(eps) aura probablement besoin de
4 for i= n calculer plus de termes de la
5 I =1+ (-1)*/(@GE+1)A(E+1)) suite (up,), la majoration du
6 end reste utilisée étant moins fine.
7 endfunction

EXERCICE 2

J est clairement une matrice symétrique, a coeficients réels. Elle est donc diagonalisable® 3 A valeurs propres réelles.

en base orthonormée : il existe D € ,(R) diagonale et P € /(,(R) orthogonale telles

que
J=PDP~' =|PD'P.

Puisque toutes les colonnes de J sont égales, et non nulles, | rg(J) = 1.

On en déduit que 0 est valeur propre de J et que ‘ dimEy(J) =n—-rg(J) =n-1.
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Puisque D et J sont semblables, elles ont méme trace.

Or, les n coeficients diagonaux de J sont égaux 4 1 et donc tr(J) = n.

Drautre part, les coeficients diagonaux de D sont les valeurs propres de J, chaque valeur
propre apparaissant autant de fois que la dimension du sous-espace propre associé.

On peut par exemple supposer que D est de la forme

D = Diag(0,...,0,2),
———
(n—1) fois

ot A est la derniére valeur propre de J.
Et alors tr(D) = A. Par conséquent, on doit donc avoir A = n.

Ainsi, on peut prendre ’ D = Diag(0,...,0,n). ‘

Il n’y a pas unicité de la ma-
Ona trice D, puisqu’on a le choix
de l'ordre dans lequel on

Z Z Xi Z Xj = Z X+ Z XiXj. fait apparaitre les Val.eurs

i=1 =1 j=1 1<, 7<n propres de J sur la diagonale
#i de D. C’est pour cette rai-
Or,ona son qu’on dit bien «on peut
prendre» : C’est une option
i-1 n parmi d’autres.
Z XiXj = Z XiXj + Z XiXj
1<:¢J]<n i=1 \j=1 Jj=i+l
n i-1
= Zx,xj + Z Z XiX;j
i=1 j=1 i=1 j=i+1
= Z XiXj + Z XiXj
1<j<i<n 1<i<j<n

Pourquoi pas avec des poin-

=2 XiXj. tillés. Expliquer les histoires
1<i<j<n des doubles produits.
Et donc
2
1 1|~ S,
fx1,x0, .0 x0) = = Z XiXj=| = X; —Zxk
2 L 2 |\ 4
I<i,j<n i=1 k=1
i#j
X1
. . X2 3
Soit M = (myj)i<i,j<n, €t soit X = | . | € My 1(R). Alors, par la formule du produit
Xn
matriciel,
n
(MX), = Z mi,jxj.
Jj=1
Et donc
n n
tXMX = Z Z m; jXiXj.
i=1 j=1

Si M est une matrice symétrique, on a alors m;; = mj;, de sorte que

IXMX = Z m;, ,x + Z m; jxixj + Z m; jXiXj

i<j i>j

= Z m;, ,x + Z m; jxixj + Z mj iXiXj

i<j Jj<i

Z m;, ,x + 22 m; jX;X;.

i<j

Ainsi, pour avoir

IXMX = Z xiszzn:Oxx +ZZ —XiX;

1<i<j<n i=1 i<j
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1 T
on peut prendre m; ; = 0 et m; j = 5 pour i #, Cest-a-dire

o 1 ... ... 1

—_

Ona M:%(]—I).

Ona

-1 -1 -1 n-1
= PDiag| —, —, ... = 22
BEl o T

(n—1) fois

'p,

-1 -1 -1 n-1
2727777727 2
—_———

(n—1) fois

Et donc on a| A = Diag

Notons que & est un fermé borné de R". Or, f étant continue sur #, car polynomiale,
elle y admet nécessairement un maximum et un minimum.
Drautre part, notons que pour (x1,x2,...,%,) € ¥, 0ona

n 2
S Xp) = %(le) —%.

i=1

f(xl,xz,--

Premiére méthode : «a la main».

2
n
1
Puisque (; xl-) > 0, on a toujours f(xi,...,xp) > ~5
1 1
V2© 2

Drautre part, pour (x1,x2,...,%p) = ( .. .,0) € &, on obtient

sl -4

Et donc -5 est le minimum de f sur &.

Drautre part, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée dans R, on a, pour tout
(x1,x2,...,xp) €S,

1 1

Lxp) < —h— =,

Et donc f(xy,..

De plus, il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz si et seulement si (x1,x2, .. ., x5)

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Pour passer d’une matrice
symétrique M 2 la forme qua-
dratique qn associée, nous
savons que le coefficient en
x2 est le coeficient diagonal
(i, i) de M et que pour i # j,
le coefficient en x;x; de gar
est la moitié du coefhicient
(i, j) de M.

Ici il s’agissait de retrouver M
a partir de gay.

Astuce ———

Pour toute matrice P inver-
sible, on a

I, = PI,P'.

Ce minimum est atteint

en de nombreux points,

il suffit que la somme des
coordonnées de x soit nulle,
et que la somme de leurs
carrés vaille 1.
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et (1,1,...,1) sont colinéaires, c’est-a-dire si et seulement si il existe 1 € R tel que
(x1,x2, ..., xn) = (LA, ..., Q).

Pour (x1,x2,...,%x,) € &, Cest le cas si et seulementsind’? =1 & A=+

sl

Soit si et seul tsi( )+(1 1)
oit si et seulement si (x,x2,...,x,) =t |—,..., —|.
" \n \n
Et alors pour ces deux points*, on a * Et seulement pour ces deux
points, puisque nous avons
£ ) 1 n—1 raisonné par équivalence.
X1,X2,...,Xp)= Nn— <= = .
2 2 2
. n-—
Et donc | le maximum de f sur & est
Seconde méthode : en utilisant la matrice A.
Y1
Soit x = (x1,...,xp) etsoit Y = [ : | = PX. Alors
Yn
flxi,...,xn) = 'XMX = 'X'PAPX = 'YAY
:_§y1 _"'_Eyn_1 + > Yn
1 5 2y, oo
Z—E(% +"'+yn)+§yn
Lop,no
= ——|IY|% + 242
SR+ 242
Mais si x7 + -+ + x2 = ||X|* = 1, alors
IY|? = {(PX)PX =X PP X = |IX|* = 1.
=1 Notons que nous avons ob-
tenu ici un majorant et un
Etalors 0 < y% < y% +--+ y%, <L minorant de f sur &, mais
1 n rien n’indique pour l'ins-
e B 5 que p
On en déduit que f(xi,...,x,) = -3 + >Yn et donc anc qu'il sagit du minimum

et du maximum, il reste a
n—1 prouver que ce sont bien des
2 valeurs atteintes.

< f(x1,...,xn) <

N =

D’autre part, si X = ‘P| . |, alors
: Puisque ‘P = P~ !estla
0 matrice de passage de la base
canonique de A, 1(R) 2
une base formée de vecteurs
propres de M, la condition
1 imposée revient 3 demander
f(xlsw-,xn):(l 0 ... O)&A& . :_5' é)?d’étreunvecteurpropre
=I =I : de M associé i la valeur
propre —3.
Et comme de plus ||[PX]| =
0 IX]l, ce vecteur propre sera
bien de norme 1 et donc dans

De méme, si X = ‘P| - |, alors .

f(xl,...,xn)z(l 0 ... O)PtPAPtP =

n—-1

. 1 :
Et donc | le minimum de f sur & vaut —7 et son maximum vaut

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

3.b.

42

ECRICOME 2017

Troisiétme méthode : par optimisation sous contrainte.

2

Notons que la contrainte & est non critique, car si I'on note g(x1,...,x,) = xf + 4,

alors Vg(x1, ..., xn) = 2(x1, .. .,x,) ne sannule pas sur &.
Dautre part, f est une fonction 6! car polynomiale sur R" et

S Xp) = % 2;xj—2xi = ;xj.

J#i

Vie[1,n], 0if(x1,..

D’aprés le théoréme des extrema liés, le maximum et le minimum® de f sous la contrainte
& sont nécessairement atteints en des points critiques de f sous la contrainte #. Or,
(x1,...,x,) €Y estun point critique de f sous la contrainte ¥ si et seulement si il existe
A € R tel que

x%+...+x%:1 X12+"'+X£=1

n n
in = 2Mx Z xi = QA+ 1)xy
i=2 i=1

n-1

Z x; = 2Axp,

i=1

in =(2A+ Dx,
i=1

En particulier, pour tout (i, j) € [1,n], ona A+ 1)x; = A+ 1)x; & 24+ 1)(x; —x;) = 0.
1
eSi2l+1=01=-=.

2
n
Alors dans ce cas » x; =0, et donc f(x1,...,x,) = —5
i=1
L e 11
Il est aisé de vérifier que de tels points® existent, par exemple | —,-—,0,...,0], et sont
V2 2
bien des points critiques sous la contrainte & car solutions du systéme avec A = -3
eSi2A+1#0 :alors pour tous i, j, x; = xj. Et donc les x; sont tous égaux a xi.
1
Etdoncxl+- - +xi=lenmi=16x =+—.
n
n n 2
n
Dans ce cas, on a alors in =+— = +Vnetdonc x;i| =n.
i=1 Vn i=1
n—1
Et donc f(x1,...,x,) = 5
n-—1

o . A - 1
Ainsi, |le maximum de f sous la contrainte & est et son minimum est —.

Puisque A est symétrique a coefhicients réels, elle est diagonalisable : il existe P € 4 ,(R)
orthogonale telle que

A = PDiag(1y, ... ,An)'P,

ot Ay, ..., Ay sont les valeurs propres de A, apparaissant éventuellement plusieurs fois.
Soit B = PDiag(\//I_, VAP

On a alors

B’ = (PDiag(War.. .., V7n)'P)” = P (Diag(yar, ... Vi) P = PDiag(hr,..., ))'P = A.

Notons que B est alors une matrice symétrique. Or, la base canonique de R" étant ortho-
normée pour le produit scalaire canonique de R”, cela signifie que v est un endomorphisme
symétrique pour le produit scalaire canonique de R™.

Notons que toutes les valeurs propres de A étant positives strictement, elles sont non nulles,

et donc A est inversible, de sorte que u est un isomorphisme”.

On a alors, pour (x,y) € (R")? :

Xy
IXAAT'Y
='XB*A7Y

(x,y)
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Le gradient de g peut s’an-
nuler si et seulement si

(x1, - -»xn)=0.

Mais le vecteur nul n’est pas
dans 7.

> Nous avons déja dit que ces
extrema existent.

6 Crest-a-dire des points de

n
S tels que Z x; = 0.
i=1

Le maximum et le minimum
sont forcément atteints en
des points critique (sous la
contrainte #) et donc ne

peuvent ValOiI’ que _71 ou

n-1

7 Et donc u~! existe bien.

M. VIENNEY
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=!'X'BBA"'Y
Y(BX)BA"'Y
(v(x), v(u™ (y))).
Ou encore, pour le lecteur préférant manipuler des endomorphismes que des matrices :
(x,y) = (x,u(u™(y)))
= (x, v’ ("' (y)))
= (u(x), v (y))).

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient donc

(x, )% = (), o™ ) < @I X o™ @I

Or, v étant un endomorphisme symétrique,

I = (0(x), 0(x)) = (©*(x),x) = (u(x), x).

De méme,

o™ @)IF = (o™ @), o@™ @) = @ y), > @ @) = @ @) u@ @) = @ @), y).

Et donc on a bien

(6, 9)% < (u(x), x) x (™ (y), ).

De plus, nous savons qu’il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz si et seulement si
les deux vecteurs sont colinéaires.

Ici, nous avons appliqué cette inégalité aux vecteurs v(x) et v(u~!(y)), donc il y a égalité si
et seulement si il existe A € R tel que v(u™)(y) = Av(x) = v(Ax).

Or, les valeurs propres de v sont YAy, . .., V4, et sont donc toutes non nulles, de sorte que
v est un isomorphisme.

Et donc v(u'(y)) = v(Ax) si et seulement si u™!(y) = Ax & y = u(Ax).

En particulier®, si , qui est non nul car x # 0 et u est injectif, on a bien v(x) et

v(u~(y)) colinéaires et donc
(x,y9)* = (u(x),x) x (' (), ).
En particulier, si 'on prend x = y dans I'inégalité précédente, on obtient
Il = ¢, )7 < Culx), %) X (™" (x), %)

Et donc pour ||x|| = 1, {u(x), x) X (u~'(x), x) > 1.

Donc I'ensemble des (u(x), x) x (u~1(x), x) est minoré par 1, de sorte que
ir}{fi (u(x), x) x (u™!(x), x) existe et est supérieur ou égal a 1.

lll=1

Drautre part, si x est un vecteur propre de u, associé A une valeur propre A, alors on a
-1 -1 1
ux)=Axex=u Ax)ou (x)= 7%

Et donc (u(x), x) = (Ax, x) = Al|x||%.
R 1
Et de méme, (u'(x),x) = 10X) = 1||x||2.
Or, il existe bien des vecteurs propres de u de norme 1 : il sufhit de prendre n’importe quel
vecteur propre de u et de le diviser par sa norme.
Et alors, pour un tel vecteur propre x de norme 1, on a

(u(x), x) x (W™ (x), x) = A x % =1.

Ainsi, on a

1 = min(u(x), x) X (u™(x), x).

[Ixll=1
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B est symétrique.

02 =u.
v est un endomorphisme
symétrique.

8 Ce qui précede est vrai
pour tout A € R, donc on
peut par exemple prendre
A=1.

Toute partie minorée de R
admet une borne inférieure
(mais pas nécessairement un
minimum).

Si x est un vecteur propre
d’un isomorphisme f, associé
3 une valeur propre A, alors
x est également un vecteur
propre de f~! associé a la
valeur propre A71.

Notons qu’on cherchait a
priori une borne inférieure,
mais nous venons de prouver
que cette borne inférieure est
une valeur atteinte : il s'agit
donc d’'un minimum.
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Les deux colonnes de A ne sont pas colinéaires, donc A est de rang 2 et par conséquent
inversible.
D’autre part, la méthode du pivot nous donne :

11]0(_}11
1 210 1 ) e\ 0 1

de sorte que Al = ( 2 _1) )

1 0 - 1 0] 2 -1
-1 1 ) er-,\ 0 1 |-1 1

-1 1

Un réel A est valeur propre de A si et seulement si A — AL n’est pas inversible, c’est-a-dire
si et seulement si det(A — AL) = 0.

Or, det(lg/l Zil) S(=DQ2-N)-1=A2-31+1.

Et donc A € Spec(A) & A2 =31 +1=0.

Le discriminant de cette équation du second degré est A = 9 — 4 = 5, et donc les deux
valeurs propres de A sont

_3+\/§e”_3—\/§
) 2T Ty

Puisque 3% > 5, on a donc 3 > V5 et donc A, > 0. Il est évident que A; > 0.

M

Ainsi, ‘ toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.

Notons u ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est A.
Alors pour x = (x1,x2) € R%, ona

X1 X1+ x2
(u(x),xy=(x1 x2)A (xz) =(x1 x) (x1 . 2x2) = X 4Hx100+X1X0+2x5 = X7 +2x5+2x1%2.

De méme, on a
(u_l(x),x) = (x1 xz)A_1 (2) = fo + x% - 2x1%2.
Et donc g(xq, x2) = (u(x), x) X (u™'(x), x).

Puisque la contrainte x2 + x2 = 1 n’est autre que ||x|| = 1, par le résultat de la question 3.c,
174
qui sapplique car A est symétrique et que ses valeurs propres sont strictement positives,

le minimum de g sous la contrainte x? + x5 = 1 est égal a 1. ‘

PROBLEME
Partie A.
La fonction g, est positive sur R, et elle est continue sauf éventuellement® en 0. 9 En fait un calcul de limites
De plus, pour A>0,0na prouverait qu’elle est conti-
nue en 0, mais puisqu’une
A A 2 ) 1A ) densité a droit 2 un nombre
t 2 _ = _AZ . . . .
f ga(t)dt = f e @ di=|-e2@| =12 — 1. fini de points de disconti-
oo 0 a? 0 A—+co nuité, inutile de perdre du

temps 2 le vérifier.

+00
Et donc f ga(t)dt converge et vaut 1.

00

Ainsi, | g, est bien une densité de probabilités. ‘
1 _x2
Une densité de N est f; : x e 222,
av2r

De plus, on a alors et par la formule de Huygens,
E(N%) = V(N) + E(N)? =

+o00 2 2
) . . [
Z, admet une espérance si et seulement si f —e 2 di converge.
0 a
+o00 2 2
Or, par le théoréme de transfert, E(N?) = f e 24 dt.
-0 aV2r
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i 2 2 ) L feo p2 2
La fonction t +— e 242 étant paire, on en déduit que e 242 dt converge
av2r 0 avV2n

feo 2 2 1 (™ 2 _2 1
f e zta?dt:—f e ztazdt:—az.
0 av2r 2Jw aV2r 2

roo g2 2 V2
Et donc f e dr = X222,
0 a 2

O 2 V2 [
On en déduit donc que f Zeadt=Lg=a,/Z.
0 (,12 2 2

Et donc Z, admet une espérance et | E(Z,) = a4/ g

et que

+00 +00 43 2
Z, admet un moment d’ordre 2 si et seulement si f t2ga(t)dt = f —e 2 dt
0 0o a

converge.
Procédons 2 une intégration par parties sur un segment de la forme [0, A], avec A > 0 en

2 .
posant u(t) = t* et v(t) = —e 22, qui sont deux fonctions de classe 6! avec u'(t) = 2t et

ro_2
V'(t) = e 242, On a alors

A3 p 214 A 2
2 5 L2 _2
f —e 2’ dt = [—t e 2a? +2f te 2a% dt
0o a 0 0

_ a2 A2
:—A2€ 2a2 +2f te 2a2 dt
0

A—+0c0 a

+00 t e
— 2a2f —e 22 dt = 24°.
0

Ainsi, Z, admet un moment d’ordre 2 et donc une variance, qui d’aprés la formule de
Huygens vaut

V(Z.) = E(Z2) - E(Za)? = 24° - %az |2 ; "2

Partie B.

Rappelons que floor((rand()*n))+1 simule une loi uniforme sur [1, n].

Et donc le programme choisit successivement les numéros des urnes dans lesquelles sont
placées les boules, et doit donc s’arréter dés qu'un numéro d’urne est tiré pour la seconde
fois.

Le contenu de chacune des urnes est représenté par le vecteur urnes qui au départ ne
contient que des 0 (car toutes les urnes sont vides) et chaque fois qu’une boule est placée
dans une urne, le 0 est remplacé par un 1.

1 function X = tirage(n)

2 urnes = zeros(1,n)

3 X =

4 choix = floor((rand()*n))+

5 while urnes(choix) <

6 urnes(choix) = urnes(choix)+
7 choix = floor((rand()*n))+

8 X = X+

9 end

10 endfunction

Avant la premiére entrée dans la boucle while, la variable choix contient le numéro de
l'urne dans laquelle sera placée la premiére boule, et avant la k-iéme entrée dans la boucle,
choix contient le numéro de 'urne dans laquelle doit étre placée la (k + 1)-iéme boule.
Si cette urne contient déja une boule (c’est-a-dire si urnes(choix) = 1), alors le pro-
gramme s’arréte.

Puisque la boucle while a alors été parcourue k fois, X vaut k + 1, et donc le programme
renvoie k + 1 qui est bien la valeur attendue de X,,.
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X est la variable certaine égale 4 2 : la premiére boule va dans I'urne 1, et nécessairement
la seconde boule va également dans I'urne 1.

Et donc ] E(X;))=1et V(X;) = 0. \

Lorsqu’il y a deux urnes, soit la seconde boule est placée dans la méme urne que la premiére,
et alors X, = 2; soit elle est placée dans l'autre urne, et alors nécessairement la troisiéme
boule va dans une urne déja occupée par une boule, de sorte que X, = 3.
Donc X»(Q) = {2, 3}. Notons U; le numéro de I'urne dans laquelle va la i-éme boule, de
sorte que U; suit la loi uniforme sur [1, 2].
Alors, par la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements
{[U; =1],[U; =2]},0ona
P(X> =2) = P([X> =2]n[U; = 1]) + P([X> = 2] N [U; = 2])

= P([Uy =1]n[Ux = 1]) + P([U; = 2] N [U> = 2])

= P(U1 = 1)P(U2 = 1) +P(U] = 2)P(U2 = 2)

11111

=--4+-===2.
22 22 2

1
Et alors nécessairement P(X, =3)=1—-P(X, = 2) = 5 Ainsi, ‘ X5 = U2, 3]). ‘Et donc

2+3 [5 G-2+12-1 [1
E(Xz) = 5 = Eet V(Xz) = T = Z

Il faut au minimum tirer deux boules avant que deux d’entre elles se trouvent dans la méme
urne, et dans le meilleur des cas, les n premiéres boules seront dans n urnes différentes,
mais alors la n + 1-iéme devra forcément aller dans une urne déja occupée.

Et donc]Xn(Q) = [2,n +1]. \

Notons que [X,, = k] est réalisé si et seulement si les k — 1 premiéres boules se sont réparties
dans k — 1 urnes différentes et que la k-iéme se trouve dans une urne déja occupée par une
autre boule.

Procédons par dénombrement :il'y a n choix pour I'urne dans laquelle se trouve la premiére
boule, puis n choix pour la seconde, etc, de sorte quil yanxnx---xn = n* maniéres de
placer k boules dans n urnes.

Pour réaliser [X,, = k], il y a n choix pour le placement de la premiére boule, puis (n — 1)
pour la seconde!®, puis n — 2 choix pour la troisieme, etc, (n — (k — 2)) choix pour la
(k — 1)-éme boule.

Et alors la k-i¢me boule doit aller dans une urne déja occupée, et donc il y a k — 1 choix

possibles.

|
Soitentoutnx(n—1)x---xX(n-(k=-2)x(k-1)= m& - 1) combinaisons
possibles.
Et donc, en divisant par le nombre total de placements possibles des k boules,
nl(k — 1)
P(X, =k)= —— )
( ) nk(n -k + 1)

X est une variable aléatoire 4 support fini, donc elle admet nécessairement une espérance.

n+1

(k-1

Par définition, E(X,) = Z kk(—).

—on (n—k+1)
Notons que [1 :n] a pour effet de créer un vecteur contenant les nombres de 1 4 n, et
donc prod([1 :n]) renvoie 1 X2 X --- X n =nl.
Les valeurs successives de n* sont calculées 4 la ligne 7 en remarquant que n* = n¥~! x n.
De méme, les valeurs successives de (n — k + 1)! sont calculées a la ligne 8 en remarquant
que

(n—(k-1+1)
A IV o G YV
(n—k+1) (n—k+2)
1
Le programme calcule donc les valeurs successives de k(k — 1) ———————, et les ajoute a
nk(n -k + 1)
n+1
la variable somme, qui 2 la fin de la boucle vaut kZ:Z k(k - 1)m.
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Une variable aléatoire est de
variance nulle si et seulement
si elle est certaine.

Uy et U, sont indépendantes.

C’est un argument classique
parfois appelé lemme des
tiroirs :si n + 1 paires de
chaussettes sont rangées dans
une commode 2 n tiroirs,
alors nécessairement 1'un au
moins des tiroirs contient

au moins deux paires de
chaussettes.

10 Qui peut aller dans n’im-
porte quelle urne, sauf celle
occuppée par la premiere
boule.

Si ’'on ne remarque pas ceci,
on peut remplacer la ligne 7
du programme par
puissance = n*k

La aussi, on pouvait s’en tirer
différemment, par exemple 2
laide de

facto = prod([1 :n-k+11)
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Puis la ligne 11 multiplie cette somme par facto qui vaut n!, permettant alors d’obtenir la
valeur de E(X,).

1 function E = esperance(n)

2 facto = prod([ nl)

3 fac = facto

4 somme =

5 puissance = n

6 for k= (n+1)

7 puissance = puissance*n
8 fac = fac/(n-k+2)

9 somme = somme + kx(k-1)/(puissancexfac)
10 end

11 E = facto*somme

12 endfunction

Partie C.

1
La fonction f : x = In(1 — x) est dérivable, et sa dérivée est x -1 = 1 qui est 05
—x x—

1
décroissante sur [0, 5]

Donc f est concave, et par conséquent est située en dessous de ses tangentes.
Or, la tangente 2 la courbe représentative de f en x = 0 est la droite d’équation y = —x. Et

1
— —x) < —x. .
donc pour tout x € [0, 2], In(1 -x) < -x Froure 1- La fonction f se

situe en dessous de sa
Pour lautre inégalité, introduisons une fonction g : x - In(1 — x) + x + x°. tangente en x = 0.

1
Alors g est dérivable sur [0, 5} avec

1 22_ 2x(x -1
g'(x) = —+1+2 *or ( 2).
-1 x—1 x—1

En particulier, g’(x) > 0 pour tout x €

1 . .
0, ~ | et donc g est croissante sur cet intervalle.

1
Et puisque g(0) = 0, g est positive sur [ 5]
1 2
Vx € ,5 ,In(1 —x) > —x — x~.
Sim< 2, alors our tout k € [0, m], k < " et donc k < L
mS aOnP b ES S n 2

Le résultat de la question précédente sapplique alors :

kLY R <Y (1__) L3

k=0

Soit

_m(m +1) B m(m+ 1)2m + 1) <

+1
: 2 <a(nm) < -+ D
n n

2n

Six <0, alors [vnx] <
Mais X, prend ses valeurs dans N*, de sorte que P(X,, = [ynx]) =0
Et donc

nl—iHloo P(X, = [Vnx]) =0
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Notons que y/nx — 1 < [ynx] et donc lirP [Vnx| = +oo.
n—+0oo
D’autre part, on a ynx — 1 < [vnx] < v/nx et donc

1 _ Lvnx]

1-—« <1

ﬁx X \/ﬁx = .

Par le théoréme des gendarmes, il vient alors

lim @zlc) |[Vnx| ~ +nx.
n—+oo \/ﬁx n—+oo

Nous savons que y/nx = 3

n—+oo

L) _

n—+oo

0.

Par conséquent, lim
n—+oo

2
Ainsi, il existe N € N tel que pour n > N,

@<1@[\/ﬁxj<

2

NSNS

Reprenons le résultat de la question 6.b :

nl(k —1)

e =0 = kv 1

=(k-1)

0 (g)etdoncl_\/ﬁsz 0 (E)

nn—-1)X---xX(n-k+?2)

Commencgons par noter que pour tout k > 2 et tout n >

s

><N| ~

k-2 ; k-2 ; k-2 i
[1(-4)=[Towfin(1- £)) =esp( 510 (1 - 1)) - xpatni- 2,

i=0 i=0 i=0

En particulier, pour tout n € N, on a

[Vnx]-2 .

i=0

exp (a (n, [ Vnx| - 2)) .

4
Pour n > max (N , —), il est possible d’utiliser le résultat de la question 8 avec m = [ ynx]-2,

2
et donc

_(Wnx] = 2)(1Wnx| = 1) (LWnx] = 2)([¥nx] - D(2[Vnx] - 3)

< aln, |[Vnx]-2) <

2n 6n2

Mais puisque [Vnx] — +oo, [ynx] — 2 o | Vrx) -~ Vnx.

—+400

Et de méme pour tous les autres termes en [vnx], de sorte que

(Wnx] - 2)(Wnx] - D@LVrx[ -3) - 26’ _ 5 1
6n2 note 6n2 T 3yfp noteo
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Pour tout réel y, on a

lyl<y<lyl+1.

Soit encore

y-1<lyl<y.

Siun ~ vy etov, = o(wy),
alors uy, = o(wy,).

C’est la définition de

[Vnx]
%
e=1.

— 0, ot1 on a pris

Notons que, contrairement
a ce que I’énoncé semble
indiquer, il n’y a pas besoin
ici de supposer n > N.

En revanche, il faut

4
[\/ij—2>0<:>n>f2
x

afin que a(n, [Vnx] — 2) soit
bien défini.

_(Wnx] - 2)(lnx] - 1)

2n
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Drautre part,

(Wix]=2)(Vix] -1 (P 2 &
2n n—-+oo 2n2 2 notoo 2 '

On en déduit donc, par le théoréme des gendarmes que

2

lim a(n, [Vnx] -2) = -=

Et donc, par continuité de lexponentielle,

exp e (m [Vix] =2)) — &%,

Enfin,
G

n—+oo n n—+oo

Et donc, par produit de limites,

lim VAPOKG, = (Vi) = xe ™%

Partie D.
Par définition de la partie entiére, on a
k k+1
nx]=kok<Vvnx<k+l—=|—=<x< .
| Vnx] vn 7 7

n+2

vn

2
Puisque P(X,, = k) = 0 pour k ¢ [2,n + 1], il vient f,(x) = 0six < ? ousix >
n

k+1
Drautre part, pour k € [2,n+ 1] et x € [— i ,ona fu(x) = VnP(X, = k). Et donc
Vi N
fn est constante sur [ kel
" Vo' N

Ainsi, f, est continue sur ces intervalles, et donc elle est continue sur R, sauf peut-étre en
k

les T, ke |[2,n + 2]]
n

Il est évident que f;, est positive, car une probabilité est toujours positive.
Enfin, on a

=2V T
n+1 k+1
= fkr VnP(X, = k)dt
=Yy
& k+1  k
=+n X, =k -—
Vi 2 B (5
n+l
= > P(X, =k)
k=2
=1. Rappelons que

Ainsi, | f,, est bien une densité de probabilités. ‘

Rappelons que la fonction de répartition de U est donnée par

0 sit<O
PU<t)=4t si0O<t<1.
1 sit>1

Xn(Q) = [2,n +1].
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Sik > [Vnx], alors vnx —k < |ynx] + 1 —k < 0 et donc P(U < vnx — k)
Si k < [Vnx], alors vnx —k > [Vnx] —k > 1, et donc P(U < vnx —k) =
Enfin, si k = [vnx], alors vnx — k € [0, 1[ et donc

P(U < vVnx —k) = vnx — k.

Notons que X, + U est 2 valeurs dans [2,n + 2] et donc que Y, prend ses valeurs dans
n+2

V' V]

En particulier, pour x < —

I'intervalle [

+2
P(Y x) = 0 et pour x > n —, P(Y, <x)=1.
\n

nt 2 . Appliquons la formule des probabilités totales au systeme

V'

complet d’événements {[X, = k], k € [2,n + 1]}. Alors

Soit a présent x € [

n+1
P(Y, <x)= ) P([Y, <x]N[X, =k])

k=2
& ([Xu+U ~

:;P( N <x] m[Xn_k])
W ([k+U

= P( <x|N[X, = k])
k=2 \/Z
n+1

= > P(IU < Vax = k] 0 [X, = k])
k=2
n+1

= Y P(U < vVnx —k)P(X, =k)
k=2
Lyax)-1

= D, 1XP(Xy =)+ P(U < Vix ~ [Vax))P(X, = [ Vx])

k=2

[Vnx]-1

= > PO = k) + (Vx - [Vnx]) P (X, = [ Vnx])

k=2

\F J k+1 \/;

f " futyde + f fultydt

f fu(t)dt
- f o

Si W, est une variable aléatoire possédant f,, comme densité, alors sa fonction de répartition

est x fx fa(t)dt.

—00
Mais alors W, est une variable 4 densité, donc sa fonction de répartition est continue sur R
et 6! sauf éventuellement en un nombre fini de points.
Et donc la fonction de Y, est également continue sur R et ‘6! sauf en un nombre fini de

points, de sorte que ‘ Y, est une variable 3 densité. ‘

De plus, la dérivée de Fyy, = Fy, coincide avec f, sauf éventuellement en un nombre fini

de points, et donc | f,, est également une densité de Y,,.

Utilisons le résultat admis dans ’énoncé.
Nous avons prouvé dans la partie C que pour x € R fixé,

0 i 0
lim_f,() = lim vap<xn=tv5xj)={ e OFS

xe 2

= g1(x)
six =0 J

ot g; est la densité introduite a la partie A.
Soit donc Y une variable aléatoire de densité g;. Alors :
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U et X, sont indépendantes.

Cest le résultat de la ques-
tion 12.a : les termes avec
k > |v/nx] sont nuls.

Chasles.

fn(t) est nul pour ¢ <

2
o

Le résultat donné par
I’énoncé (appelé lemme de
Scheffé) nous dit que pour
étudier la convergence en
loi d’une suite de variables
aléatoires a densité, au lieu
d’étudier la convergence
des fonctions de répartition,
il est possible d’étudier la
convergence des densités.
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*pour tout n, Y, admet une densité f;,;
*xY admet une densité gy ;

*pour tout x € R, lirP Fu(x) = g1(x).
n—+oo

.. £
Ainsi, | Y,, — Y.

. <L . P . £
SiX, — Xetsi¥, —c,ouceR alors X,, +¢c — X +c.

Pour ¢ > 0 fixé, on a

1
P(‘—% >g) :P(% >g) =P(U > Vne) =1 - P(U < Vne) = {0
Or, pour n suffisamment grand, on a vne > 1 et donc P (|—\%’ > e)

U
On en déduit donc que —— Zo.
n
Et alors, par le théoréme de Slutsky,
Xn ( U ) £
2yt [-— ] S,

N

ot Y admet g; pour densité.

—+/ne sivne <1

sinon

=0 — 0.
n—+oo
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Sujet : Calcul de la somme d’une série alternée Moyen

Abordable en premiére année : v Intérée :
Thémes du programme abordés : séries numériques, intégration sur un segment, développements limités
Commentaires : sujet assez progressif, plutot bien guidé. Nécessite un peu de familiarité avec les comparaisons

séries/intégrales ainsi que les suites extraites.

On pourra utiliser sans justification que 2 < e! < 3.
o T , ,Inn
On s’intéresse dans cet exercice a la série de terme général u,, = (-1)"— pour n > 1.
n

n

1
1. Onnote :VYn > 1, w, = Z Z —In(n).
k=1

. TP 1
a. Rappeler les développements limités & I'ordre 2 lorsque x tend vers 0 de In(1 + x) et I
x
1
n—o+co  2p2°
c. Montrer que la série de terme général (w,+1 — wy,) converge, puis que la suite (w,) converge vers un réel y
appelé constante d’Euler.

b. Montrer alors que :Wpil — Wy

L . : Int . .
2. Etudier les variations de la fonction ¢ : t = —— sur ]0, +oo[. Dresser le tableau de variations de la fonction ¢ en
précisant les limites aux bornes de son ensemble de définition.

3. On note pour tout entier n > 1,
n

Sn —Zuk

k=1

a. Montrer que les suites (Sz)n>2 €t (S2n+1)n>2 sont adjacentes.

b. Montrer que la série de terme général u, converge. Est-elle absolument convergente ?

2
Ink [In(n)]
4. On note pour tout entier n > 1, v, = - 5
k=1
a. Justifier que pour tout entier n > 3, on a :

In(n + 1) B f”“lnﬁd

n+1 t

b. En déduire que la suite (v,),53 est décroissante et convergente.

5. Montrer que pour tout entier n > 1,

1n(2k) 3 In(k)
22 —

puis que :

" In(2
=1n(2) Z % + v, — Vo — [ ( )] - In(2)In(n).
k=1

6. Démontrer alors que :

n In(2)?
Y B LGB LC)

n=1
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Sujet : Etude d’une fonction de plusieurs variables définie sur un ouvert de R” m

Abordable en premiére année : X Intérée :

Thémes du programme abordés : calcul différentiel d’ordre 1 et 2, diagonalisation, polyémes
Commentaires : sujet exigeant car mélangeant algébre linéaire et calcul différentiel et nécessitant de faire preuve
d’initiatives dans la rédaction. Demande beaucoup d’aisance avec les polyndmes. La question 3.d mériterait d’étre
davantage guidée, la dérivée logarithmique étant rarement rencontrée en ECS.

Ressemble beaucoup a I'exercice 2 I’ ECRICOME 2010 (qui est tout de méme plus facile).

Le but de cet exercice est d’étudier pour un entier n tel que n > 2 les points critiques de la fonction f définie sur le
domaine
Dp ={(x1,%x2,...,xp) ER" x1 <xp < -+ < xp}

par :
fx1,x0, ... x0) = in - Z In(x; - x;).
k=1

1<i<j<n

On admettra que 9, est un ouvert de R”™.

1. Pour tout polynéme P de R,[X], on note :
@(P) = 4XP'(X) — P"(X).

a. Montrer que Iapplication ¢ : P > ¢(P) définit un endomorphisme de R, [X].

b. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de R,[X].
c. Vérifier que le polyndme 3X — 4X> est un vecteur propre de ¢ pour une valeur propre a préciser.
d. Montrer que ¢ est diagonalisable et préciser la dimension de chacun de ses sous-espaces propres.

2. On s’intéresse dans cette question (et uniquement dans cette question) au cas n = 2. On a donc :
Dy ={(x,y) eR?: x <y}
et :

f:9 —-R
(x,y) — x> +y° —In(y - x)

a. Justifier que f admet des dérivées partielles premiéres et secondes sur 9, et les calculer.

1
b. Montrer que f admet un unique point critique : le point de coordonnées (_5’ 5)

c. Déterminer les valeurs propres de la matrice (_31 _31)
11
La fonction f admet-elle un extremum local en (_E’ 5) ?

On revient a présent au cas général avecn > 2.

3. Onnote u = (x1,X2,...,%,) € D,. On note S le polynoéme a coefhicients réels défini par : S(X) = H(X - xi) et
k=1
pour tout k € [1,n]], on note : Qi (X) = l_[(X —x;). On adonc :
i=1
itk

Vk € [[1”1]]7 S(X) = (X - xk)Qk(X)'

a. Calculer 8y f(x1,x2, . .., xg) pour tout k € [1,n].

b. En déduire que :

o1
u est un point critique de f &= Vk € [1,n]], 2x) — Z
i=1
itk

=0.

Xk — Xi

c. Montrer que pour tout k € [1,n], ona : S"(xx) = Qk(xx) et S (xx) = 20y (k)
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d. ]ustiﬁer que pour tout k € [[1,n] et pour tout x € R\ {x;,1 <i<n,i#k},ona:

1

X=X

Q4x) = Qi) )

ik
e. En déduire que :
u est un point critique de f < Vk € [1,n], S” (xx) — 4xS"(xx) = 0.
f. Montrer que u est un point critique de f si et seulement s'il existe A € R tel que :
$7(X) - 4XS'(X) = AS(X).
En observant le terme dominant de S, montrer plus précisément que :

u est un point critique de f < §”(X) — 4X5'(X) + 4nS(X) = 0.

4. a. Alaide des résultats des questions 1.d et 3.f, montrer que la fonction f admet au plus un seul point critique
sur 9,,.

b. Dans le cas spécifique ot n = 3, montrer, en utilisant le résultat de la question 1.c que f admet un unique
. C q : q q q
point critique sur %3 que 'on déterminera.

Sujet : Etude de Iévolution du contenu d’une urne de Polya

Abordable en premiére année : v (sauf question 10) Intérét :

Theémes du programme abordés : probabilités discrétes, variables a densité, convergence en loi, Scilab
Commentaires : le théme est plutot intéressant, mais demande beaucoup d’habilité dans les calculs. Sujet assez
progressif, méme si comme souvent 4 Ecricome, la derniére partie semble plus étre 13 pour flatter les enseignants
que pour réellement classer les étudiants.

La partie de Scilab est trés jolie, tout 2 fait dans 'esprit du programme 2015.

Partie A
Pour tout (a,b) € N?, on note I, , le réel défini par :

1
Lo =f x%(1 = x)? dx
0

et on note f, j la fonction définie par :

a+b+1) .
¥x € R, fop(x) = %xa(l_x)b six€[0.1]
’ 0

six ¢[0,1]
1. a. Calculer I, pour tout a € N.
b. A laide d’'une intégration par parties, montrer que :
. b
Y(a,b) e NXN* I, = ——Is1.p-1.
’ a+1 ’
c. En déduire que :
al x b!
Y(a, b Nz, I,p=—.
(a.0) € N Las = ooy

d. Justifier que pour tout couple (a,b) € N2, f,  est une densité de probabilité.

2. Dans toute la suite de cette partie, on fixe (a, b) € N? et on considére une variable aléatoire réelle X admettant f,
pour densité. On dit que X suit la loi beta de parameétres a et b.

a. Montrer que X admet une espérance et que :

a+1

EX)= ——.
0 a+b+2
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b. Montrer que X admet une variance et que :

(a+ DB +1)

V(X) =
X) (a+b+3)a+b+2)2
c. Soit F la fonction définie par :

0 six <0

a+b+l g a+b+1-k
_ x (1 -x) .
VxER,F(x)— (a+b+1)! Z m s1x€[0,1]

k=a+1

1 six>1

Montrer que F est la fonction de répartition de X.

Partie B
Soient a et b deux entiers strictement positifs. Une urne contient initialement a boules rouges et b boules blanches. On
effectue une succession d’épreuves, chaque épreuve étant constituée des trois étapes suivantes :

* on pioche une boule au hasard dans l'urne,
* on replace la boule tirée dans I'urne,
* on rajoute dans I'urne une boule de la méme couleur que celle qui vient d’étre piochée.
Aprés n épreuves, 'urne contient donc a + b + n boules.
Pour tout n € N*, on note X, le nombre de boules rouges qui ont été ajoutées dans 'urne (par rapport a la composition
initiale)  I'issue des n premiéres épreuves.
Pour tout n € N*, on notera R, I'événement «on pioche une boule rouge au n-iéme tirage».
3. Donner I'ensemble X, (Q) des valeurs prises par la variable aléatoire X, en fonction de n.
4. On souhaite simuler I'expérience grice 2 Scilab .

a. Compléter la fonction suivante, qui simule le tirage d’une boule dans une urne contenant x boules rouges et y
boules blanches et qui retourne la valeur 0 si la boule est rouge et 1 si elle est blanche.

function res = tirage(x,y)
r = rand()
if o then
res =
else
res=1
end
endfunction

b. Compléter la fonction suivante, qui simule n tirages successifs dans une urne contenant initialement a boules
rouges et b boules blanches (selon le protocole décrit ci-dessus) et qui retourne la valeur de X,

function Xn = experience(a,b,n)

X = a
y=b
for k=1 :n
r = tirage(x,y)
if r ==0 then
X = i
else
end
end
Xn = ........
endfunction

c. Ecrire une fonction Scilab d’en téte :

function loi = simulation(a,b,n,m)
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qui fait appel m fois  la fonction précédente pour estimer la loi de X,,. Le paramétre de sortie sera un vecteur
contenant les approximations de P(X,, = 0), P(X, = 1),...,P(X,, = n).
5. On s’intéresse ici au cas ot a = b = 1. On utilise la fonction simulation avec des valeurs de n entre 1 et 5 et on
affiche a chaque fois l'estimation de la loi de X,, sous forme d’un diagramme en «batons».

-=> bar(simulation(1,1,1,100000))

o_o_ o o o
CLLCRNCLLRCH

S LGOI R nG
T T T T T T T T

w
—
S

--> bar(simulation(1,1,2,100000))

0.35
0.3
0.25 |-
0.2
0.15 |-
0.1}
5.-1072 |
0

--> bar(simulation(1,1,3,100000))

0.3
0.25 |
0.2
0.15 |
0.1}
5-1072 |
0

--> bar(simulation(1,1,4,100000))

DN~ O\ oo
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--> bar(simulation(1,1,5,100000))

N B O\ oo

1 2 3 4 5 6

a. Alaide de ces résultats, conjecturer la loi de X,,.
b. Déterminer la loi de Xj.

c. Soient k et n deux entiers tels que 0 < k < n. Déterminer les probabilités conditionnelles suivantes :
P[X,,:k](Xn+1 =k), P[Xn=k](Xn+1 =k+1), P[Xn:k](Xn+1 ={)avec ¢ ¢ {k,k + 1}.

d. En raisonnant par récurrence sur n, prouver la conjecture émise au 5.a.

6. On revient au cas général ot a et b sont deux entiers strictement positifs.
a. Soit k € [1,n]. Calculer la probabilité suivante :

P(RiNRyN -~ N R N Ryt NRkg2 N -+ Ry).

b. Justifier alors que :

Vk € [0,n], P(X, = k) = (”)(“+k—1)!(b+n—k—1)!(a+b_1)!

k (a-DB-Da+b+n-1)!

c. En déduire que :

a+k-1\(b+n-k-1
a-1 b-1

Vk € [[0,n]l, P(X, = k) = atbin_1
( a+b-1 )

na

d. Calculer E(a + X,), puis en déduire que : E(X,) = e

Partie C
On admettra dans cette partie que si a,b et n sont trois entiers strictement positifs, alors pour tout entier naturel

pelaa+b+n—-1],ona :
Sla+k-1\(b+n-k—-1 _“fl p\(a+b+n—1-p
4\ a-1 b—1 B i)\ a+b-1-i /)

i=a

p

a~
Il

On reprend pour tout n € N* la variable aléatoire X, étudiée dans la partie précédente, et on note X,, = —
n

On note F, la fonction de répartition de Y,,.
7. a. Soit x < 0. Que vaut F,,(x) ?
b. Soit x > 1. Que vaut F,(x) ?

8. On fixe x €]0, 1[. Pour tout réel y, on note |y] la partie entiére de y, c’est-3-dire le plus grand entier m tel que
m < y. On rappelle qualorsonay -1 < [y] <y.

a. Justifier que F,(x) = P(X, < |nx]).

b. A l'aide de la formule sommatoire admise en début de la partie C, prouver que :
afl [nx]+a\(b+n—-1-|nx]
i a+b-1-i

i=a
a+b+n-1
at+b-1
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c. Pour j € N fixé, déterminer un équivalent simple de (']") lorsque m tend vers +co.

d. Déterminer la limite de F,(x) lorsque n tend vers +co (On obtiendra alors un résultat sous forme d’une somme
qu’on ne tentera pas de calculer).

9. Déterminer F,(0) puis sa limite lorsque n tend vers +co.

10. Déduire de ce qui précéde que la suite (Y,,) converge en loi vers une variable aléatoire suivant une loi Beta dont on
explicitera les paramétres.

11. A laide du résultat de la question 6.d de la partie B, déterminer la limite lorsque n tend vers +oo de E(Y,) et
commenter ce résultat 2 la lumiére de la question précédente.
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ECRICOME 2016 : CORRIGE

ExERrcICE 1
Ona

2
In(1+x)=x- S oo(x2) et

1
Tox =1—x+x2+xgo(x2).

Par définition de w,, on a

n+1

1 1 1 1 1
Wil —Wp = ; E—ln(n+1)+; £ +In() = ——~In(n+)+In(n) = ;——~In (1 + ;) .

1 1 1
Or, ona =— avec — — 0, donc
1+4n n1+% n
| (1)) (-3 (e))
Wpel — Wp = — 1——+ - — === +o|=
n n n n
! VAT 1 1
n?  2n2 n2| = 2n2 n2 )| no+eo 2n2°

Par critére de comparaison de séries  terme général de signe constant!, la série de terme
général w,41 — w, converge.
Or, pour N € N, on a

N N N
Z(Wk+1 - W) = Z Wies1 — Z Wi = WN+1 — Wi.
k=1 p k=1

N +00

Et donc wyy1 = Z(Wk+1 —wp)+wp — Z(Wk+1 - Wg) + wy.
e N—+oo pe

Ainsi ‘ la suite (wp)n>1 converge. ‘ On note y sa limite.

1 - In(t)
2

La fonction ¢ est dérivable sur ]0, +oo[, de dérivée égale 2 ¢’(t) =

Etdonco’(t) >0 1-In(t) >0 t<e
De plus, on a lin01 ¢@(t) = —oo et par croissances comparées, tlim p(t) =0
t—0* —+00

Le tableau de variations de ¢ est donc donné par

t 0 e +00
@'(1) + 0 -
-1
(1) —oo ¢ T 0
Ona
2n 2n+2 k
_ _ < (“D)FIn(k) (=1)*In(k)
Son = Sa(n+1) = San — Son+2 = Z — % Z —
k=1 k=1
In2n+1) In(2n+ 2)
T Ton+d - YentD-eCns2)
Mais pour n > 2, ona2n+1 > 3 > e. La fonction ¢ étant décroissante sur [e, +ool, il vient
e(2n+1) = e(2n + 2) et donc Sz, — Sonsz = 0 1 (San)us2 est décroissante.
De méme,

Son+1 = San+1)+1 = @(2n+3) —@(2n+2) <0
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— & Danger !
Un piége grossier dans lequel
il ne faudrait pas tomber
serait d’utiliser la question
précédente pour obtenir des
4 développements limités de

T In(1 + n). On ne

peut utiliser directement
la question précédente car
n — +co.

Siup = v, + o(vy), alors
Un ~ Up.

1 On ne connait pas le signe
de wy41 — Wy, mais —=— est
2n

de signe constant.

On sait assez peu de choses
de y, si ce n’est que

y =0,5772.

On ignore par exemple si y
est ou non un nombre ration-
nel (méme si I'on suspecte
que ce ne soit pas le cas).

0.5
(&
-0.5
-1
-1.5
FiGURE 1- Représentation graphique
de .
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et donc (Srp+1)n>2 €st croissante.

Enfin,
2n+1

In(2n
Sontt — Szn—Zuk—Zuk—u2n= (@n) 0.

2n n—>+oo

Ainsi, | les suites (Sap)ns2 et (S2n+1)ns2 sont adjacentes. ‘

Deux suites adjacentes sont convergentes et de méme limite, donc les suites (S2,)n>2 et
(S2n+1)n>2 convergent vers une méme limite ¢.

Or, il s’agit des suites extraites des termes d’ordre pair (resp. impair) de la suite (Sp)n>4-

Celle-ci est donc convergente, de limite ¢.
Mais (S,,) est la suite des sommes partielles de la série de terme général u,,, qui est donc

convergente.

In(n) 1

On a [u,| = ——. Et donc pour n > 3, |u,| >
n

. L. , o, .1 . . .
Puisque la série de terme général — est divergente?, il en est de méme de Z |t
n

Ainsi, ‘ la série de terme général u, n’est pas absolument convergente. ‘

La fonction ¢ est décroissante sur [3, +oo[, donc pour tout t € [n,n + 1], p(t) > @(n + 1).

Alors, par croissance de I'intégrale,

n+1 n+1
f q)(t)dt?f p(n+1)dt > p(n+1)

mm+1)<jwﬂgigd

n+1

et donc

Pourn>3,0ona
n+1 2 n ’
o = szfmm mm;n]_ lﬁm+m€ﬂ
_In(n+1) [ln(n)]2 —[In(n + 1)]2
T o+l * 2

n+1 n 2 n 2
<j; lnTtdt+ [In(n)] [Zln( +1)]

) [[m t]T“ [l = [Inge + O
2 . 2

< 0.

Donc | la suite (vy,)n>3 est décroissante. ‘

. . ) In k k1 n ¢
Comme 3 la question 4.a, on prouve que pour tout entier k > 3, ona — - dt.
k

Et alors, pour n > 3, on a
U_'l@f_ﬂmmf

o k 2

b2 ek (aop
2 P k 2

n k+1 2

>1n_2+zf ln_td B [In(n)]

2 T4 2

2 [n@e+DP _ [h@P [P
o T2 T T2 T2
_In2 [P

2 2
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pn+1)

Une suite (1) converge si et
seulement si les suites (u2,,)
et (upp+1) convergent vers
une méme limite.

Ce n’est plus vrai si ces
limites sont différentes,
comme le prouve la suite

tn = (—1)".

2 S¢rie de Riemann avec
a=1.

n n+1

Ficure 2- L'intégrale, qui est aire de la
¢ partie colorée est plus grande que l'aire
de la partie hachurée, qui vaut ¢(n + 1)
(c’est I'aire d’un rectangle de largeur 1 et
de hauteur ¢(n + 1)).

Ona

On reconnait donc une
fonction de la forme u’'u,
dont une primitive est alors

2
donnée par ¢ - [In 7] .

M. VIENNEY
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Ainsi, la suite (vy,),>3 est minorée, et par le théoréme de la limite monotone, elle est donc

Convergenr&

Partons de 'expression proposée :

5 Z1n(21<) iln}(ck) _ z":lnéik) _Zn:ln(Zk) "len;ik:ln
=0

k=1 k=1 k=1

@k S InEk+ 1)
; 2k kZ‘) 2k + 1
Z( 1) In(k) 5

On en déduit alors que

n 2n
S=3 In(2) +In(k) 3" In(k)

k=1 k k=1 k
~In (2)2 Z In(k) Z 1“%
k=1 k=1 k=1

| [In(m)]” [In(2n)[?
=In2) ) —+v, + —Uyy = —————
; k 2 2 2

- ln(2) Z % +Up — U2 t+ ln(fl)z _ (11’1;2) + 11’1(}’1))2
k=1

1) Z": 1 fo o+ In(n)? - In(2)? + 221n(2) In(n) — In(n)?

n 2
) % & @1, — i, 2 ) ) — [lnzz] .
k=1

De la derniére égalité, il vient

n

2
o =In(2) (Z .- ln(n)) LS

k=1 2

Mais si 'on note A la limite de la suite (vy,), il vient alors, en passant 2 la limite® dans cette
égalité

DFIn(k In(2)] In(2)]
Jim S5, _Z( )* In(k) S In@)y + A - [ (2)] ~ |y i) - [ (2)] |
EXERCICE 2
Notons que (p est bien 2 valeurs dans R, [X] car si deg P < n, alors deg P’ < n— 1 et donc
deg(4XP’) <

Puisque degP” n, on a bien deg ¢(P) <
Soient P,Q € R,[X] et A € R. Alors, par hnearité de la dérivation, on a

P(AP+Q) = 4X(AP+Q)'(X)—(AP+Q)"(X) = 4AXP'(X)+4X Q' (X)+AP"(X)+Q"(X) = Ap(P)+¢(Q).

Ainsi, ¢ est linéaire, et donc | est un endomorphisme de R, [X].

Il est facile de constater que ¢(1) = 0 et p(X) =
Pour k € [2,n],on a

o(XF) = axXkX ! — k(k - 1)X*2 = 4kx* — k(k — 1)X*2.
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On a séparé la seconde
somme en deux sommes,
formées respectivement des
termes d’ordre pair et des
termes d’ordre impair.

3 Tous les termes admettent
une limite lorsque n — +oo,
donc le passage 2 la limite est
bien justifié.

La limite de (S5,,) est la
limite de (Sp,), c’est-a-dire la
limite de la suite des sommes
partielles de la série de terme
général uy,.

Cette limite est donc égale 2

Z Z (= 1)k ln(k)

k=1

M. VIENNEY
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Et donc la matrice de ¢ dans la base canonique est

0 0 —2 0 0
0 4 0 -12
0 8
0
0 -n(n-1)
: 4(n-1) 0
0 0 4n

Ona @(3X — 4X7) = 4X(3 — 12X?) + 24X = 12X — 48X> + 24X = 12(3X — 4X°).
Puisque 3X — 4X? # 0, c’est donc un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre 12.

La matrice de ¢ dans la base canonique est triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres
sont ses coeficients diagonaux, c’est-a-dire les 4k, k € [0, n].

En particulier, cette matrice posséde n + 1 valeurs propres distinctes, et est une matrice
carrée de taille n + 1 : elle est donc diagonalisable, et chacun de ses sous-espaces propres
est de dimension un.

Et donc | ¢ est diagonalisable, avec des sous-espaces propres de dimension un.

La fonction (x,y) - x> + y* est de classe 6 car polynomiale.

De méme, (x,y) — y—x est 62 sur P, a valeurs* dans R%. Puisque la fonction logarithme
est 62 sur R%, on en déduit que, par somme et composition de fonction €2, f est 62 sur
%,. Et donc elle admet des dérivées partielles premiéres et secondes.

On a alors, pour tout (x,y) € %>,

d1f(x,y) = 2x + O2f (x,y) = 2y -

y-x’ y—-x

De méme, on a

La question n’a pas de sens
pour n = 2 puisque 3X —
4X3 ¢ Ry[X).

® !
& Danger !

Attention 2 la dimension de
R, [X] : cestbienn + 1 et
non n. Par conséquent, la
matrice d’'un endomorphisme
de R,,[X] est un élément de
M,+1(R) et non de M, (R).

1 1
G flny) =2+ omss, B fley) = 85, f(0y) =~ 0 ftey) = 2+

_ 1t
(y—x)?

(x,y) est un point critique de f si et seulement si
2x+-1-=0 2x +2y =0 S - _
2y—— =0 2y=yTx 2y=z 4y =1
Puisque x et y sont de signes opposés et que 'on doit® avoir y > x, nécessairement y > 0.

Et donc la seconde équation implique que y = 5>

11
Ainsi, | I'unique point critique de f est (—5, 5)

Notons que 9 est un ouvert, et que donc la nature locale des points critiques est donnée
par le signe des valeurs propres de la hessienne.

Un réel A est valeur propre de A = (_31 3

soit si et seulement si det(A — AL) = 0.
Or, det(A—Ab) = (3-21)? =1 =22 =61+ 8 = (A - 2)(1 — 4). Et donc Spec(A) = {2, 4}.

. . 11 , :
Or, la matrice hessienne de f en (_5’ 3 est précisément A. Puisque toutes ses valeurs

) si et seulement si A — AL, n’est pas inversible, g

4 Notons que cela tient au
fait que si (x, y) € D», alors
x <y,doncy—x>0.

> (x,y) € Dy, donc y > x.

sur I'ouvert 9, (représenté en

1 Fi¢UrE 3— Le graphe de la fonction f
) orange).

propres sont strictement positives, on en déduit que| f posséde un minimum local en (—5, 5/
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Notons que dans la somme Z In(x; — x;), les termes faisant apparaitre xj sont les®
1<i<j<n

In(xj — xx), avec j > k et les” In(xy — x;), avec i < k.

Autrement dit, il est possible d’écrire

n

n k-1
fx1,x0, ... x0) = lez - Zln(xk - xi) — Z In(x; = xx) + g(x1, . . ., xp)
i=1 i=1

Jj=k+1

ol g est une fonction ne dépendant pas de x.

On a alors
k-1
1 $ 1
8kf(x1,x2,...,xn)=2xk—zx s P
o kT ST Tk
Soit encore,
k-1
1 ¢ 1 S
akf(X1,...,xn):2xk—Zx —X'_ Z o — 1 = ZXk_Zx o
=1 kT O T it k=4

On en déduit directement que u est un point critique de f si et seulement si

Vx € [1,n], 8 f(u) = 0 &> Vk € [1,n]], 2x — Z !

i=1
izk

=0.

Xk — Xi

Ona §'(X) = (X - xx)Q}(X) + Qk(X) de sorte que ] S"(x) = Ok (xx). \
En dérivant de nouveau, il vient $”(X) = (X — x)Q;/(X) + Q,(X) + Q; (X) et donc
8" (xx) = 20y (xk).

Notons que si x n’est égal 4 aucun des x;, i # k, alors Qk(x) # 0.

I s’agit donc de prouver que pour un tel x, g];—g; = ; . _1Xi .
itk
x .y
est la dérivée de In(Qx(x)).

Qk(x)
On a donc In(Qx(x)) = In (

Mais on sait que

n
n(x - xi)) = Z In(x - x;), et en dérivant cette égalité sur
itk —
i#k
I'ouvert
R\ {x;,1 <i<n,i#k},ilvient

1

X=X

R o € BN : S
¥Yx e R\ {x;,1 <i<ni#k}, Qi(x)zgx_m — Qk(X)sz(X);

itk itk

n
En particulier, en prenant x = xi, on a Q; (xx) = Qx (xx) Z p—
Xk~ X
1
izk
Et donc, en utilisant les résultats des questions 3.b et 3.d, u est un point critique de f si et
seulement si

Qp(x)
Orlxx)

Sl/
Vk € [1,n], 2x; — - 25((2’;)) = 0 = [5"(x) = 45" (xx)) = 0.

0 &= 2x

La condition précédente s’écrit encore : Vk € [1, n], (S)(xx) = 0.

Donc u est un point critique de f si et seulement si ¢(S) posséde pour racinesles x;, 1 < i < n.

Or ¢(S) posséde les x;, 1 < i < nsi et seulement si il existe Q € R[X] tel que ¢(S)(X) =
n

Q) [ Jx = xi) = REOS(X).
Puisqil_e1 deg(¢(S)) < n et que deg(¢(S)) = degR(X) + deg S(X) = deg(R(X)) + n, on en
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6 Dans le cas o1 i = k.

7 Dans le cas ott j = k.

Si l'on a correctement ré-
pondu 2 la question précé-
dente, cette question peut
sembler déroutante car trop
facile.

Mais elle permet en réalité
aux candidats n’ayant pas su
répondre 2 la précédente de
«raccrocher» et de continuer.

@(S) est un polyndme, et
@(S)(xx) est la valeur de ce
polyndme en xy.

A ne pas confondre avec
@(S(xg)) = S(xg) est un
nombre (qu’on peut voir
comme un polynéme
constante), et @(S(xx)) est
I'image de ce polynéme
constant.
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déduit que deg R(X) = 0 : R(X) est une constante.

Donc u est un point critique de f si et seulement si il existe une constante y € R telle que
0(S) = 1S & §”(X) = 4XS'(X) = —uS(X).

En posant A = —p, on obtient le résultat souhaité.

Le coefhicient dominant de S est X”, et donc S(X) = X* + P(X), avec P € R,,_1[X].

On en déduit que

S”(X) = n(n — D)X" 2 —4X(nX" ' + P'(X)) = —4nX" + n(n — 1)X" % — 4XP'(X).

€R,1[X]

Donc le terme dominant de S”(X) — 4XS’(X) est —4nX".
Par identification des termes dominants dans ’égalité S”(X) — 4XS’(X) = AS(X), on obtient
alors A = —4n, et donc

u est un point critique de f & §”(X) — 4XS"(X) + 4nS(X) = 0.

D’aprés la question 3.f, u est un point critique de f si et seulement si ¢(S) = 4nS, c’est-a-dire
si et seulement si S est un vecteur propre® de ¢ associé 2 la valeur propre 4n.

Or, nous avons prouvé 2 la question 1.d que E4,(¢) est de dimension un, et donc contient
un unique polyndme unitaire’. Notons P ce polynéme unitaire. Alors :

—si P posséde n racines distinctes x; < x < -+ < Xy, alors (x1,x2, ...
point critique de f.

., x,) est I'unique

—si P ne posséde pas n racines distinctes, alors f ne possede pas de point critique sur %,,.
Dans tous les cas, f posséde au plus un point critique sur Pouvert %,,.

Sin = 3, nous avons prouvé a la question 1.c que

P =3X - 4x° :X(3—4X2):—4X(X—g)(x+§)

est un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre 12 = 4 x 3.

-1 3 3
Donc S = - P=X (X - %) (X + £) est un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre

2

12, et il est unitaire, scindé a racines simples.

V3

Donc f admet un unique point critique, et ce point critique est (—7, 0, = )

PROBLEME
Partie A
Pourae N,ona
1 xa+1 1 1
Io= f x%dx = = .
’ 0 a+1l], |a+1

a+1

+1
[0, 1], avec u/(x) = x% et v’(x) = —b(1 — x)b~!. Alors, par intégration par parties,

x . .
Posons u(x) = et v(x) = (1-x)?, qui sont deux fonctions de classe ‘6 sur le segment!”
a

a+1 11

x
a+1

1 1
b
Loy = f u'(x)o(x) dx = [(1 -x)" f X (1-x)P dx = Io+1,6-1
’ 0 0 a+1 >

o a+1

=0

Soit (a,b) € N2.Si b = 0, alors le résultat a été prouvé 2 la question 1.a.

b b-1 b-k+1

Supposons donc b > 0, et montrons par récurrencesurk < bque I, , =

a+la+2 a+k

Pour k = 1, il s’agit du résultat de la question précédente.

b b-1 b—k+1
Supposons donc que I, = o e ey Iovk -k €t que k + 1 < b. Alors, en
appliquant le résultat de la question précédente!!,
Lo b b=l bkl b b-l bkl bk
“b = i la+2 a+k URVRT i a2 a+k a+k+1 @rkrlbokd
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8 Notons que S est toujours
non nul.

9 Unitaire = de coefficient
dominant égal a 1.

1l peut y avoir plusieurs rai-
sons au fait que P ne posséde
pas n racines distinctes :
soit il posséde des racines
complexes non réelles, soit il
posseéde des racines multiples
(et les deux cas peuvent se
produire simultanément).

Notons qu’il existe un vec-
teur propre de ¢ unitaire et
scindé  racines simples si

et seulement si il existe un
vecteur propre de ¢ scindé &
racines simples. En effet, di-
viser un tel polynéme par ce
coefficient dominant (comme
nous venons de diviser P
par —4) donne toujours un
vecteur propre de ¢ scindé

a racine simples, et qui est
nécessairement unitaire.

10 Notons qu’ici on a affaire
3 des intégrales de fonctions
continues sur un segment,

et qu’il est donc inutile de

se poser la question de la
convergence, ou de procéder
au calcul de ces intégrales par
passage 2 la limite.

lovk,b-k-

1 Qui s’applique car
b -k eN*.
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b-(k+1)+1
a+(k+1)

b b1
Ta+la+?2

Lokt b-(k=1)-
Ainsi, la propriété est vraie au rang k + 1, et donc est vraie pour tout k < b.

En particulier, pour k = b, on obtient

b b-1
a+la+?2

b-b+1, _ b!
a+b T G D@+ 2) -

I,y = I .
a,b (a+b) a+b,0

et donc en multipliant numérateur et dénomi-

1
Or, l ion 1.a, I, = —,
r, par la question 1.2, Iotp0 = ————

nateur par a, il vient

a! X b!
(a+b+1)"

b! x a! 3
alx(@a+1)a+2)...(a+b)a+b+1)

Ia,b =

La fonction f, 5 est une fonction continue sur R sauf éventuellement en 0 et en 1, et elle
est positive car pour x € [0,1], x > Oet 1 —x > 0.
On a alors

oo Ya+b+1)
f_m fa,bu)dt:fo arbr Ve

fab est une densité de probabilités. ‘

(@a+b+1)

1) dt = Do lab =

Ainsi,

X admet une espérance si et seulement si l'intégrale

+00 1
B (a+b+ 1) 1
j: tf(t)dt = . Tl (1

00

£)b dt

converge!2. Clest le cas puisqu'il s’agit de I'intégrale d’une fonction continue sur un segment.
Et alors

(a+b+1) _(a+b+ 1) (a+ 1! xb

E(X) - f (a +b+ 1) a+1(1_t)b dt =

Taxb Ixbl NPT TN (a+ b+ 2)

Par le théoréme de transfert, X admet un moment d’ordre 2 si et seulement si I'intégrale

+00
f t* f,.p(t) dt converge, ce qui est le cas pour les mémes raisons que précédemment.

Or:oa alors
+00 1
N ’ 3 (a+b+ 1 40 b, (a+b+1)
b0 = [ epawd= [ e a= T,
_(@a+b+ 1Dl (a+2)!xb! (a+2)(a+1)
T oalxb (a+b+3)  (a+b+3)a+b+2)
Par la formule de Huygens, on a alors
5 2 (a+2)a+1) (a+1)?
VX) =EX7) - BX)” = (a+b+3)a+b+2) (a+b+2)?

:(a+2)(a+l)(a+b+2)—(a+1)2(a+b+3) _

Notons qu’on aurait égale—
ment pu se passer de récur-
rence et donner le résultat
«avec des pointillés» en ex-
primant I, j, en fonction de
Ia+1,b-1, puis Ig42, p-2, etc.

12 Absolument, mais puis-
qu’il s’agit d’une fonction
positive, la convergence est
équivalente 2 la convergen
absolue.

_ a+1
Tla+b+2°

(a+1D)((a+2)a+b+2)—(a+1)a+b+3))

(a+b+3)a+b+2)>

| (a+ 1) +1)
l(a+b+3)a+b+2)>?

(a+b+3)a+b+2)2

Notons que F est continue sur | — oo, O[, sur [0, 1] et sur ]1, +oo[, et qu’elle posséde en +oo
les limites d’une fonction de répartition.
OnaF0)=0= lin(} F(x) et

x—0"

atb+l k|, na+b+l-k
1* %0 1
F)=(a+b+ 1)'k:Za+1 Ka+b+1-k)! (a+b+1)'(a+b+ - xl1_r)r11+p(x)
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— & Danger !
On aurait vite fait de
conclure que F(1) = 0si
l’on ne se souvient pas que,
par convention, 0° =1, de
sorte que le terme correspon-
dantd k = a+ b + 1 est non
nul (et cest le seul).
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Ainsi, F est continue en O et en 1 et donc est continue sur R.

F est évidemment 6! sauf éventuellement en 0 et en 1, et on a F'(x)
F'(x)=0six > 1.

=0six <Oet

a+b k(

)a+b+1 k
Pour x €]0, 1[, notons que F(x) = (a+ b + 1)'( Z k'(

xa+b+1
a+b+1-K! @xrb+D))
)a+b+1 K_(a+b+1-kxk( -

x)a+b+1—k est kxk—1(1 _ )a+b k.

que la dérivée de x*(1
Alors on a

a+b kxk 1(1 )a+b+1—k

_ (a +b+1- k)xk(l _ x)a+b—k

(a+b+1)xe*?

Astuce

Puisque F est continue sur
[0, 1], elle est continue a
droite en 0, et donc le calcul
de la limite 4 gauche en 0
suffit 3 garantir sa continuité
en 0.

Filx)=(a+b+1) Ka+b+1—k)

a+b k 1(1

=(a+b+1) Z (k Di@a+b+1-k) k=za+1

x)a+b+1—k a+b xk(l

_ x)a+b—k xa+b
Ka+b—k!  (a+ b)!)

(a+b+1)!

|

a+b—1 l(l
=(a+b+1)'( Mavbil 21

)a+b i a+b k(l _x)a+b—k xa+b
+
Kla+b-k)!  (a+Db) i=k-1
a+b-1 _; a+b—i atb-1 a+b-k a+b a+b
1- 1-
=(a+b+1)' %— x (1= x) — +
. il(a+b-i) kla+b-k) (a+b) (a+D)
k=a+1
a(l x)b xa+b xa+b
=(a+b+1)
(a M=o~ @vol T @ro)
(a+b+1)
= xa ~x)b = fup(x).
Puisque f; 5 est une fonction positive, on en déduit que F est croissante sur [0, 1], et d’aprés
ce qui a été dit précédemment, il s’agit donc de la fonction de répartition d’une variable 2 Méthod
— Méthode

densité.
Et alors f, , en est une densité, puisqu’elle coincide avec F’ sur R privé d’un nombre fini
de points.

Par conséquent, | F est la fonction de répartition de X |, puisque cette derniére posséde f, »

comme densité.

Partie B

A chaque tirage, il est possible d’obtenir une boule rouge ou une boule blanche. Donc,

dans le meilleur des cas, on n’obtient que des boules rouges, soit n boules rouges, et dans
le pire des cas, on n’obtient que des boules blanches, soit 0 boules rouges. Et tous les cas

intermédiaires sont possibles, de sorte que | X,(Q) = [0, n].

Il s’agit de remarquer que la probabilité d’obtenir une boule rouge est i (nombre de
x

boules rouges divisé par le nombre total de boules), et donc on peut proposer le programme
suivant :

1 function res = tirage(x,y)
2 r = rand()

3 if r<x/(x+y) then

4 res=

5 else

6 res=

7 end

8 endfunction

A chaque étape, si r = 0 (si la boule tirée est rouge), alors on rajoute une boule rouge dans
I'urne, donc on augmente x de 1.

Au contraire, si la boule tirée est blanche, on augmentera y de 1.

A la fin, X, est le nombre de boules rouges ajoutées dans l'urne : c’est la différence entre
le nombre final de boules rouges (stocké dans la variable x) et le nombre initial de boules
rouges (stocké dans la variable a).
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o

Notons qu’ici, rien ne per-
mettait de garantir que F
est une fonction de répar-
tition. On ne peut donc se
contenter de vérifier qu’elle
est continue et 6! sauf en
un nombre fini de points, il
faut également s’assurer de
ses limites, et, plus dur, de sa
croissance.

Il est siirement possible de
raisonner comme d’habitude
en calculant la fonction de
répartition de X, définie par

Fx= [ " fus(Dde

mais le calcul n’a rien
d’agréable, et il est délicat
de tomber sur 'expression
proposée dans 'énoncé.

M. VIENNEY
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1 function Xn = experience(a,b,n)
2 X =a
3 y=b
4 for k=1 :n
5 r = tirage(x,y)

6 if r==0 then
7 X = x+

8 else

9 y = y+
10 end

11 end

12 Xn = x-a

13 endfunction

Notons que X, peut prendre n + 1 valeurs différentes (de 0 a n), et que donc le vecteur loi
va devoir étre de taille n + 1.

Puisque dans Scilab les éléments d’un vecteur sont numérotés 2 partir de 1 et non de 0,
on stockera P(X,, = k) dans la (k + 1)*™ colonne du vecteur loi, de sorte que P(X,, = 0)
corresponde 2 1oi (1), P(X, = 1) corresponde 4 Loi(2), etc.

1 function loi = simulation(a,b,n,m)
2 loi = zeros(1,n+1)

3 for i = m

4 u = experience(a,b,n)

5 loi(u+1) = loi(u+1)+

6 end

7 loi=loi/m

8 endfunction

Notons que sur les figures proposées, la loi de X, semble étre a valeurs dans [1,n + 1] et
non dans [0, n]l, mais ceci est du a la convention que nous avons adoptée pour stocker la
loi de X, dans un vecteur (voir question précédente).

Au vu de la régularité de ces figures, il semble raisonnable de conjecturer que X, suit la loi
uniforme sur [[0, n].

On a X;(Q) = [0,1] et [X; = 1] = By, de sorte que P(X; = 1) = P(By) = %

1
Et donc | X; suit la loi de Bernoulli % (5), qui n’est autre que la loi uniforme sur [0, 1].

Sachant que [X,, = k] est réalisé, c’est qu’on a ajouté k boules rouges, et donc n — k boules
blanches lors des n premiers tirages.

Lors du n + 1-iéme tirage, 'urne contient donc n + 2 boules, dont n — k + 1 blanches, de
sorte que

—_— n—k+1
P[Xn=k](Xn+1 =k) = P[Xn=k](Rn+1) = W
R k+1
De méme, on a Pix,=k](Xn+1 = k + 1) = Pix,=k](Rn+1) = T
n+1
Et puisqu’on doit!? avoir Z Pix,=k](Xn+1 =€) = 1 et que
=0

Pix,=k|Xns1 = k) + Pix, =) (Xns1 = k+1) =1, alors nécessairement

\p[xnzk](x,,+1 =0)=0si¢¢{kk+1}

Pour n = 1 le résultat a été prouvé a la question 5.b.

Supposons donc que X, suit la loi uniforme sur [0, n].

Pour ¢ € [0,n + 1], la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet
d’événements {[X, = k], k € [0, n]} nous donne

n
P(Xps1 =€) = ) P(Xp = k)Pix,zk)(Xns1 = ).
k=0
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Puisque 'énoncé nous in-
dique qu’on souhaite des fré-
que q
quences, on n’oublie pas de
diviser le vecteur loi par le
p
nombre total de répétitions.

Bien entendu, cela peut-
étre un simple hasard, dfi a
un tirage particuliérement
heureux (et peut-étre trés
peu probable) si les simula-
tions nous font penser 2 des
lois uniformes. Donc une
simulation n’autorise que
des conjectures et ne prouve
strictement rien !

B Les [Xp1 = 2],

0 < ¢ < n+ 1forment
un systéme complet d’évé-
nements, donc la somme de
leurs probabilités (pour la
probabilité P comme pour
la probabilité conditionnelle
P[Xn:k]) vaut 1.
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Si ¢ = 0, alors seul reste le terme correspondant 4 k = 0 et donc

1 on+l 1
n+ln+2 n+2

P(Xp+1 =€) = P(Xy = 0)P[x,=0)(Xn+1 = 0) =

De méme, pour { =n+1,0ona

1 n+1 1

PXpt1 =n+1)=P(Xy = n)Px,=n)(Xns1 =n+1) = T ini2 ni2

Enfin, pour ¢ € [1,n]], les termes k = £ et k = £ — 1 sont non nuls et alors

P(Xne1 =€) =P(Xp = € = 1)Px,=¢-1(Xns1 = ) + P(Xp, = O)P;x,=¢)(Xn+1 = )
1 ¢ 1 on+l-C 1

:n+1n+2+n+1 n+2  n+2’

Et donc X, suit bien la loi uniforme sur [0, n + 1].
Par le principe de récurrence, on en déduit que | pour tout n € N*, X,, < U([0, n]).

D’aprés la formule des probabilités composées, on a

P(Ry N RN+~ N R N Ryt NRgs2 N+ Ry) =P(Ry)PR,(R2) - * * PryRon--Re_y (Ri)PRyARo AR, (Ricr1) 'PRngmmmm(R_n)

_a a+1 a+k-1 b b+1 b+(n-k)-1
“a+ba+tb+1 a+b+k-la+tb+ka+b+k+1  a+b+n—1
J@+k-Dlb+n—k-1) (a+b-1)

7 (a— Db -1)! (@a+b+n-1)

Nous venons de calculer la probabilité de tirer k boules rouges, puis n — k boules blanches
lors des n premiers tirages.

Or, si I'on se fixe un autre ordre dans lequel tirer k boules rouges et n — k boules blanches,
nous trouverons la méme probabilité. En effet, I'urne contiendra toujours successivement
a+bboules, puis a + b + 1, etc, a + b + n — 1. Donc les dénominateurs restent les mémes.
Au moment de tirer la premiére boule rouge, I'urne en contiendra toujours a, puis a + 1

1l existe de nombreuses ma-
niéres de rédiger une telle
question, la difficulté étant

au moment de tirer la seconde, etc, a + k — 1 au moment de tirer la k-iéme. Et de méme de trouver Iéquilibre entre

pour les boules blanches, donc le numérateur est le méme. Pintuition expliquée par des
n phrases, et le calcul rigou-

Enfin, ilya k maniéres de choisir les numéros des tirages auxquels sortent les boules reux. L'important écant de

montrer qu’on a bien com-
pris la situation a laquelle on
est confronté.

rouges, de sorte que

P(X,,=k)=(”)(“k‘l)!(“"—k—l)! (a+b-1)

k (a-DI(b-1) @+b+tn-1

En utilisant [ __m il vient
e VT

nl (a+k-Db+n-k-1)! (a+b-1)
kl(n—k)! (a-DI®-1)! (a+b+n-1)
(a+k-DIb+n-k-1)! nl(a+b-1)
T kla-1)! m-K\b-1D'(a+b+n-1)

P(X, = k) =

a+k-1\(b+n-k-1

fa+k-1\(b+n-k-1 1 B ( a—1 )( b-1 )
_( a-1 )( b-1 )a+b+n—l B a+b+n-1
( a+b-1 ) ( a+b-1 )

Notons que quels que soient les valeurs de a et de b, {[X,, = k], k € [0, n]}} est un systéme
complet d’événements et donc

pro=o=te R ()N e
k=0 k=0
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D’aprés le théoréme de transfert, on a
a+k-1\(b+n-k-1
a-—1 b-1
at+b+n-1
a+b-1

1 z a+k-1\(b+n-k-1
:(a+b+n—1)z(k+a)( a—1 )( b1 )

E(X, +a) = i(k + Q)P(Xy = k) = Zn:(k +a)
k=0 k=0

k=0
a+b-1
1 & (a+k)(b+n—k—l)
= a .
at+b+n-1 par a b-1
a+b-1

Mais en changeant a en a + 1 dans équation (), il vient
g q

Z":(azk)(b+r;:l;—l)=(a:i;-n)

k=0
et donc
a a+b+n (a+b-=Dln! (a+b+n)! ala+b+n)
E(X = = =
X+ a) a+b+n-1 ( a+b ) a(a+b+n—1)! nl(a + b)! a+b
a+b-1
Et donc' @rben) aash)
al@a+b+n) ala+ na
E(X,) = E(X, —a= - = .
(Xn) Xn +a)—a a+b a+b a+b
Partie C
12
7.a. Xp est 3 valeurs dans [0, n]}, donc Y, prend les valeurs 0, FERTERE 1.

En particulier, si x < 0, alors F,(x) = P(Y, < x) =
7.b.  Pour les mémes raisons, si x > 1, on a F,(x) =

X
8.a. OnaF,(x)=P(Y,<x)=P (—n < x) = P(X,, < nx).
n

Mais X, ne prend que des valeurs entiéres, de sorte que [X,, < nx] = [X,, < [nx]].

Et donc | Fy(x) = P(X,, < [nx J).\
8.b. Onadonc
a+k-1\(b+n-k-1
e L’”‘J( a-1 )( b1 )
Fa(x) =P(Xy < [nx)) = ) PXn =F) = ),
k=0 k=0

at+b+n-1
a+b-1

1 i lnx|+a\(b+n—-1-|nx]
(a+b+n—1) Z ( i )( a+b-1-i )

i=a
a+b-1

mm—-1)---(m—-j+1)
J! '

8.c. On a, par définition, (m) =
J

Or, 4 j fixé, m(m—1)---(m— j + 1) est un polynéme en m, équivalent a son terme de plus

haut degré, a savoir m/.
Et donc

m m/
j ] moteo _]' ’

a+b+n-1 (@a+b+n—1)+b1 na+b-1
at+b—1 | no+o (a+b-1) mo+oo (a+b— 1)

8.d. Par ce qui précéde, on a
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Nous avons ici affaire 3 une
variable aléatoire  support
fini, donc il n’est pas be-
soin de se préoccuper de la
convergence des sommes qui
apparaissent : ce sont des
sommes finies.

() =)

M Enfin!

Il n’y a pas d’entier dans
ILnx], nx[, donc si X,, prend
une valeur (nécessairement
entiére) inférieure ou égale
A nx, elle prend donc une
valeur inférieure ou égale 3
Lnx].

On souhaite avoir

lnx]=p-a

donc il s’agit d’appliquer
la formule de I'énoncé avec
p=a+|nx].
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Puisque nx — 1 < [nx] < nx, par le théoréme des gendarmes, on a lim |nx| = +co.

n—+oo

I est donc légitime d'utiliser ’équivalent obtenu a la question précédente :

vie [a.atb-1]. ([nxj + a) (b +n-1- Lnxj) - (Lnx] + a)' (b +n—1— [nx])+b-1-

a+b-1-i i! (a+b-1-1i)

Or,ona|nx]+a~ |nx].

nx—1 nx nx L nx
De plus, on a < tnx] nx et donc par le théoréme des gendarmes, il
nx  nx nx n—-+oo
de sorte que [nx| ~ nx.
n—+oo

De méme, on a

b+n—1—nx<b+n—1—LnxJ b+n—-1-(nx-1)
n(1l - x) n(1l - x) = n(l-x)

b -1-
+n—|_nxj — letdoncb+n-1-|nx] ~ n(l-x).
n(l - X) n—+oo n—+oo

On en déduit donc que

(I_nxj + a) (b +n-1- Lnxj)

et donc

. i a+b—-1-i (a+b—1)(nx)" (n(1 - x))+b-1- xi(1 = x)erb-1-1
Vi€ [[a, a+b-1], ~ = (a+b-1)—— 2
i € [a,a+b-1] a+bin—1 notoo  patb-l il (a+b-1-1) (a+b-1) (a+b-1-1i)
a+b-1
En particulier, on a
([nx] + a) (b +n-1- Lnxj)
i a+b—-1-i xi(1 — x)arb-1-1
Vi La+b-1], b-1)—=———.
i€fa,a+ 1 Py — n:)()()(a+ ) @rb-1-0)
a+b-1
— AEquivalents

Et donc par somme de limites '
Une grave erreur serait de

sommer 3 un moment les

) | i sl = gt it équivalents, alors qu’on ne
1_121 Fu(x)=(a+b-1)! Z m peut sommer que les limites.
n 0 — — )
iza @ b Notons que ceci n’est pos—
sible que parce que le

On a Fy(0) = P(Y, < 0) = P(X,, < 0) = P(X,, = 0). nombre de termes de la

somme est fixé.

Et donc
(b +n- 1)
b-1 b-1 +b-1)! +b-1)1
Fy=—~2-1L /o oonm (@rbo b laxb-i1
a+b+n—1\ no+eo (b—1)! pa+b-1 no+oo  (b—1) n?% no+e
a+b-1
Notons F, ,(x) la fonction de répartition d’une loi Beta de paramétres a et b.
Alors, d’aprés la question 2.c, on a en particulier,
a+b-1 g +b—k—1
x*(1 = x)*°
Vx € [0,1], Four p— =(a+b-1) _
x € [0.1] Fartpi () = (@ + b= 1) kz P
Soit x € R. Six < 0, alors F,(x) = 0 " 0=0=Fuq,p-1(x).
n—+oo
Six =0, alors F(x) - 0 = F4-1,5-1(0) d’aprés la question précédente.
n—+oo
Si x €]0, 1[, alors F,(x) " Fa—1,p-1(x) par 8.d.
n—+oo

Enfin, si x > 1, alors Fu(x) = 1 vl 1= Faoq,p—1(x). Notons que Fy_1 p1 étant
Ainsi, continue sur R tout entier,

V¥x € R, F(x) — Fa_qp_1(x). il est indispensable d’avoir la

n—+oeo ' convergence pour tout x (=

On en déduit que (Y,) converge en loi vers une variable aléatoire Y suivant la loi Beta de en tout point de contiuité de

N Fa1,p-1)-
parametresa— 1 et b — 1. a-1.5-1)
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11.

CORRECTION 71

EXn,) a a

Ona E(Yy) = n  a+bnotoa+b’

a-1+1 _a
a-1+b-1+2 a+b’

D’autre part, d’aprés la question 2.a, on a E(Y) =

Donc on a lir}} E(Y,) = E(Y).
n—+oo

Ce résultat n’est pas trés surprenant, mais n’était pas pour autant prévisible : X, =N X

n’implique pas nécessairement!® E(X,,) — E(X). 15 B¢ méme si un tel résultac
n—+co était vrai, il serait un peu

cavalier de Paffirmer sans

preuve alors qu’il ne figure

PX,=0)=1- l et P(X, = n) = l’ pas dans le cours !
n n

Par exemple, si I'on considére la suite de variables aléatoires X,, définies par

. ., £
alors il est aisé de prouver que E(X,) = 1 et que X,, — 0, alors que E(0) = 0.

Le probleme était assez long et [...] fut finalement traité partiellement, stirement en raison de la longueur du sujet,
les candidats ayant peut-étre perdu un peu de temps sur I'exercice 2. Nous invitons les candidats 4 davantage prendre

le temps de bien lire le sujet en entier au début d’épreuve et de bien repérer les questions abordables.

& Méme si ce nest peut-étre pas totalement satisfaisant intellectuellement, le but d'une épreuve en temps limité est bien de traiter
le plus de questions possibles afin de se démarquer des autres candidats, et non d’essayer de faire jusqu’au bout tel ou tel exercice.

Exercice 2

2.a — Méme si c’était explicitement demandé par la question, peu de candidats justifient l'exitence des dérivées

partielles. On attendait l'étude de (x,y) — x> + y? et (x,y) — In(y — x) séparément, l'une étant polynomiale, I'autre
étant une composée 2 exhiber.

& Pour les fonctions de plusieurs variables, il n’est pas question de vérifier le caractére 6! /62 par une formule magique du type
«par opérations sur les fonctions usuelles».

1l faut systématiquement revenir 2 des fonctions polynomiales (les seules fonctions de plusieurs variables dont on sait qu’elles sont
61) et exhiber les opérations réalisée a partir de ces fonctions.

Ce type de question n’est pas trés difficile (c’est toujours la méme chose !), mais les différentes rédactions que I'on peut rencontrer
dans les copies sont trés révélatrices d’'une mauvaise compréhension du sujet.

2.d — Nombreux sont ceux qui affirment que toute matrice triangulaire est diagonalisable.

& Une erreur récurrente. Rappelons que pour une matrice triangulaire A € A, (R), si les valeurs propres sont bien les coefficients
diagonaux, la dimension du sous-espace propre associé  la valeur propre A n’est pas égale au nombre de fois ol A apparait sur la

diagonale, mais seulement inférieure ou égale. Et donc on n’a pas toujours n = Z dim E; (A).
A€eSpec(A)

On pourra par exemple penser 3 A = (g (1)) qui ne posséde que 0 pour valeur propre, mais avec dim Ey(A) = 2 — rg(A) = 1.

3.a — Peu de candidats ont réellement calculé les dérivées partielles d’ordre 1 de f, se contentant de recopier le

résultat de la question suivante. Ces candidats-1a n’ont alors pas eu de points sur cette question.

& Voir qu'un résultat est donné dans la suite de 'énoncé permet de vérifier ses résultats, mais difficilement de bluffer, le correcteur
étant trés conscient que le résultat figure 2 la question suivante !

Bluffer ainsi est dangereux : il y a toutes les chances que le correcteur s’en rende compte, et qu’il soit donc plus vigilant dans la
suite et moins enclin 4 donner des points lorsque certains arguments manquent.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

ECRICOME 2015

Sujet : Autour des polynémes d’Hermite.

Abordable en premiére année : X Intérét :

Theémes du programme abordés : algébre bilinéaire, polyndmes, diagonalisation.

Commentaires : exercice plutdt classique, 4 I'exception de la question 4 qui exige une compréhension approfondie
des concepts d’algebre.

Soit n un entier naturel et soit E = R,[X] l'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal i n.
Pour tout polynéme P de E, on pose : ¢(P) = P” — 2XP’.

1. a. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
b. Déterminer la matrice associée a ¢ dans la base canonique de E.
c. Montrer que ¢ est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
2. Pour tout (P, Q) de E?, on note :

(P,Q) = f_ P(1)Q(t)e™" dt.

a. Montrer que pour tout (P, Q) € E2, (P, Q) est bien défini.

b. Montrer que (P, Q) +— (P, Q) définit un produit scalaire sur E.
3. Montrer que ¢ est un endomorphisme symétrique pour le produit scalaire (-, -).
4. On définit une famille (Py, Py, ..., P,) de polynémes de E par :

p;, x*k
Py=1letVke{1,2,...,n}, Pr = X¥ - Z<<P”P>>

a. Montrer que (Po, Pi, . . ., P,) est une base orthogonale de R, [X].

b. Montrer que la base (P, Py, .. ., Py,) est constituée de vecteurs propres de ¢.
Sujet : Approximation de 7 par la méthode de Snellius
Abordable en premiere année : v Intérét :

Thémes du programme abordés : analyse réelle, trigonométrie, polynomes,suites réelles, Scilab .

1. On note pour touter:]O,%[ :

1 _ 3sin(x)
flx)= 3 (2sin(x) + tan(x)) et g(x) = >+ costx) o5’
a. Factoriser le polyndme P(X) = 2X° — 3X? + 1 dans R[X].
b. On pose u(x) = f(x) — x pour tout x € I.
. L sy _ Plcos(x))
Justifier que u est dérivable sur I et que pour tout x € I, u’(x) = 3 o)’

c. En déduire les variations de u sur I.

(o

. On pose v(x) = x — g(x) pour tout x € I.
. N . . yoon . Q(cos(x))
Justifier qu’il existe un polyndme Q de R[X], de degré deux, tel que pour tout x € I, v'(x) = 2t cosn?”

e. En déduire les variations de v sur I.
f. Montrer que :
Vx €1, g(x) < x < f(x).

2. a. En utlisant le faic que = = = -~ calcul () (”) ()
a n utiisant le rait que 12 4 6,ca culer cos 12 sm 12 et tan 12

b. Déduire de la question 1.f un encadrement de 7.
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3. On pose pour tout entier naturel n,

) et bnzcos(

— o1 T
an = sin ( o)

s
3 x2n
a. Justifier que pour tout réel 0,

cos(20) = 1 — 2sin’ (6),

et en déduire que pour tout entier naturel n,

-b 1+b
an+1 = 5 z (%) et bpy = :

(%)

b. Montrer que pour tout n € N,

An

2+ b,

9x2" <n<2"(2an+a—").

bn

c. Justifier que les deux termes de 'encadrement précédent tendent vers = quand n tend vers I'infini.

d. Compléter la fonction Scilab suivante afin qu’elle retourne, a I'aide des relations (x) et (%x) et de la question
3.b, une approximation x de 7 4 e prés, ainsi que le nombre k d’itérations qui ont été nécessaires.

1 function [x,k]=h(e)

2 k =

3 a = sqrt(3) /

4 b=1/

5 while ..........

6 P> I I
7 b= ... ...
8 K= ..........
9 end

10 X = i

11 endfunction

e. On souhaite étudier I'évolution du nombre d’itérations nécessaires en fonction de la précision souhaitée. Ecrire
une fonction Scilab qui prend comme paramétre d’entrée un entier p et qui retourne un vecteur de taille p qui
contient les nombres d’itérations nécessaires pour les précisions 107, pour k € {1,2,...,p}.

£. On utilise la fonction précédente avec p = 30 et on représente graphiquement les valeurs obtenues. On obtient
le graphe suivant :

T i S S S S S S

Commenter ce graphe.
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Sujet : Espérance d’'un maximum/minimum de variables aléatoires i.i.d Moyen

Abordable en premiére année : X Intérée :

Thémes du programme abordés : variables aléatoires discrétes, variables aléatoires 4 densité, lois de max/min
Modifications apportées au sujet d’origine : une erreur d’énoncé a été rectifiée a la question 11.
Commentaires : probléme intéressant, méme si trop long comme souvent 4 Ecricome. Les quatre premiéres
parties sont de difficulté raisonnable, les deux derniéres étant réservées a de trés bons candidats.

Toutes les variables aléatoires introduites dans ce probleme sont toutes définies sur un méme espace probabilisé (Q, o/, P).
Dans tout le probleme, on considére X une variable aléatoire 4 valeurs positives, et (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires
mutuellement indépendantes, de méme loi que X.

On note pour tout entier n > 2, Y, = inf(X1,Xo, ..., X,), autrement dit :

Yo € Q, Yy(w) = min(Xy(w), Xo(w), . . ., Xp(w)).

On dit que la loi de X est implosive si X n’admet pas d’espérance et s'il existe un entier m > 2 tel que Y, admet une
espérance.
Silaloi de X est implosive, on appelle indice d’implosion de X le plus petit entier m > 2 tel que Y,, admet une espérance.

On notera F la fonction de répartition de X et F, la fonction de répartition de Y, pour tout entier 2 < k < m.
Dans le cas ot X (respectivement Y,,) admet une densité, on la notera f (resp. f;,).

Partie A - Résultats préliminaires
1. Montrer que pour tout entier n > 2, la fonction de répartition de Y, est donnée par :

Vx €R, F,(x)=1-(1-F(x))".

2. On suppose dans cette question que X admet une densité f. Montrer que pour tout entier n > 2, Y, admet une
densité f, et que :
Vx € R, ful(x) = nf(x)(1 - F(x))"".

3. On souhaite prouver dans cette question que pour une variable aléatoire positive V admettant une densité ¢ continue
sur R* et dont on note la fonction de répartition ®, on a '’équivalence suivante :

+o00
V admet une espérance = f (1 — ®(t)) dt converge,
0

et quon a dans ce cas :
+00
E(V) = f (1 —@(t)) dt.
0
a. Montrer que :

Vx > 0, j(;x to(t)dt = fox(l —®(1)) dt — x(1 — d(x)).

b. On suppose que V admet une espérance.
Montrer que x (1 — ®(x)) tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.

+00
En déduire que f (1 - ®(t)) dt converge.
0

+00
c. On suppose que f (1 = ®(t)) dt converge. Montrer que V admet une espérance.
0

d. Conclure.

On admet que le résultat de la question 3 reste vrai si la fonction ¢ est continue sur R* sauf en un nombre fini de points.

Partie B - Quelques exemples
4. On suppose dans cette question que X admet pour densité la fonction f définie par :

six <0,

fo) = six > 0.
1+x

a. Déterminer le réel a.
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b. Donner la fonction de répartition F de X.
c. Déterminer la fonction de répartition F, de Y5 et justifier que Y> admet une densité f>, que I'on calculera.
d. Montrer que pour tout réel x strictement positif,

Arctan(x) + Arctan (1) _—
x 2

e. En déduire un équivalent de f> en +oo.
f. En déduire que la loi de X est implosive et donner son indice d’implosion.

5. On suppose dans cette question que X est une variable aléatoire discréte a valeurs dans N telle que :

1 1
REN PX == S s

a. Vérifier que +Z P(X =k)=1.
k=0
b. La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?
c. Pour tout entier k € N, donner la valeur de F(k) = P(X < k).
d. Déterminer la loi de Y,. Admet-elle une espérance ?
e. Déterminer la loi de Y3. Admet-elle une espérance ?

f. Laloi de X est-elle implosive ? Si oui, quel est son indice d’implosion ?

Partie C - Loi implosive d’indice fixé
On souhaite dans cette partie répondre  la question suivante : « Existe-t-il, pour tout entier naturel m > 2, une loi qui est
implosive et d’indice d’implosion égal am ? »

6. Soita > 1.

a. Déterminer un réel a tel que la fonction f définie par :

six <1

six > 1

0
fx)=1 a
xlx
soit une densité de probabilités.

b. Dans la suite de cette partie, X est une variable aléatoire admettant f comme densité.
Déterminer la fonction de répartition F de X.

c. Discuter, en fonction de a, I’existence de I'espérance de X.
d. Discuter, en fonction de n et de a, 'existence de I'espérance de Y.

e. Répondre 4 la question posée.

Partie D - Lois non implosives
On souhaite dans cette partie répondre 2 la question suivante : « Existe-t-il des variables aléatoires positives qui n’admettent
pas d’espérance et dont la loi n'est pas implosive ? »

7. a. Déterminer un réel a tel que la fonction f définie par :

0 six <2
f)=9__4 six>2
xIn(x)
soit une densité de probabilité.

b. Dans la suite de cette partie, X est une variable aléatoire admettant f comme densité.
Déterminer la fonction de répartition F de X.

c. La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?
d. Discuter I'existence de I'espérance de Y,,.

e. Répondre 2 la question posée.
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Partie E - Variables implosant sur une autre
Soit Y une variable aléatoire positive admettant une espérance. On dit que la variable aléatoire X implose sur Y si X est
implosive et si, en notant m son indice d’implosion, Y,, est de méme loi que Y.
8. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles et soit n un entier supérieur ou égal a 2 tel que Y, a la méme loi que Y.
A Tl'aide de la formule de la question A.1, exprimer la fonction de répartition de X en fonction de celle de Y.
9. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p €]0, 1[. A I'aide de la question précédente,
montrer qu’il n’existe aucune variable aléatoire X implosive qui implose sur Y.
10. Soit m un entier tel que m > 2. Montrer qu’il existe une variable aléatoire Y admettant une espérance et une variable
aléatoire X implosive d’indice d’implosion m qui implose sur Y.
(on pourra s'inspirer des résultats de la partie C).

11. Soit Y une variable aléatoire positive admettant une densité g. On note G sa fonction de répartition.
Soit m un entier tel que m > 2. Montrer que sil existe une variable aléatoire X implosive, d’indice d’implosion m,
qui implose sur Y, alors pour tout entier k tel que 2 < k < m, il existe une variable aléatoire implosive, d’indice
d’implosion k, qui implose sur Y.

Partie F - Variables explosives
On pose pour tout entier n > 2, Z, = sup(X1, X, . .., Xp), autrement dit :

Yo € Q, Zy(w) = max(Xj(w), Xo(w), . .., Xn(w)).

On dit que la loi de X est explosive s7il existe un entier m > 2 tel que Z,, n"admet pas d’espérance. Si la loi de X est
explosive, on appelle indice d’explosion de X le plus petit entier m > 2 tel que Z,, n’admet pas d’espérance.
12. Pour un entier m donné, existe-t-il des variables aléatoires de loi explosive dont I'indice d’explosion est m ?

13. Existe-t-il des variables aléatoires positives qui ne sont pas explosives ?
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1.b.

2.b.

CORRECTION 77
ECRICOME 2015 : CoRrRRIGE
ExERcICE 1
Soit P € R,[X]. Alors deg P < n, de sorte que degP’ < n—1etdegP” <n-2.
Et alors deg(XP’) < n de sorte que
deg ¢(P) = deg(P"” — 2XP’) < n.
Ainsi, ¢ est bien une application de R,[X] dans lui-méme.
Soient P,Q € R,[X] et A € R. Alors
@(AP + Q) = (AP + Q)" = 2X(AP + Q) = A(P"" = 2XP") + (Q"" — 2XQ") = Ap(P) + ¢(Q).

Donc ¢ est une application linéaire de R,,[X] dans lui-méme : c’est| un endomorphisme de R, [X].
Onap(1) =0, (X) = =2X, et pour k € [2,n], o(X*) = k(k - 1)X*2 = 2k X, de sorte que
la matrice de ¢ dans la base canonique de R,,[X] est

0 0 2 0 0

0 -2 0 6 0

M= : € M1 (R).
n(n—1)
- .

0 0 -2n
La matrice M est triangulaire supérieure, et ses coefficients diagonaux sont(0,-2,-4,...,-2n.
Ce sont les valeurs propres de M qui sont alors au nombre de n + 1.
Ainsi, M est une matrice carrée de taille n + 1 possédant n + 1 valeurs propres distinctes :
elle est diagonalisable.
Et puisque M est la matrice de ¢ dans la base canonique de E, | ¢ est diagonalisable.
La fonction ¢ — P(t)Q(t)e™” est continue sur R, donc les éventuels problémes de conver-
gence de l'intégrale sont en +oo. On peut supposer ax. et b;
Notons aiX* le terme dominant de P(X) et b; X’ le coefficient dominant de Q(X) non nuls carsi P = 0 ou
Alors au voisinage de oo, on a Qo Z 0, alors le résultat est

évident.

2 S . 2
2 P()Q()e " ~ tPapt’bitie™ ~ apbit*t e — 0.

t—+o00

1 +00 dt +
Donc P(1)Q(t)e™"" = o (t—Z), et puisque f —3 converge, il en est de méme de f
1 1
-1 -1 +0o0
dt
De méme, f P(t)Q(t)e’t2 dt converge carf ) converge, et donc f P(t)Q(t)e’t2 dt

converge.
Ainsi, | pour tout (P, Q) € E?, (P, Q) est bien défini.

Commengons par remarquer que (-, -) est bien une application de R,,[X] X R,[X] dans R.

Soient P,Q,R € R,[X] et A € R. Alors

(AP + Q,R) f +oo(/1P(t) + Q(t)R(t)e " dt

o0

2 f +mP(t)R(t)e_t2dt+ f - O(t)R(t)e™" dt

o0

AP.R) +(Q.R)
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ECRICOME 2015

Ainsi, (-, -) est linéaire par rapport a la premiére variable.

Pour P,Q € R, [X],

(P.Q) = f P(OQ()e " dt = f O()P(1)e™" di = (Q. ).

(o]

Donc (-, -) est symétrique, et par conséquent bilinéaire symétrique.

. . 2 . .. e e e,
Si P € R,,[X], la fonction t > P?(t)e™"" est continue et positive sur R, donc par positivité
de I'intégrale,

+00
<P’P>=f P2(t)e " dt > 0.

+00
Enfin,si(P,P) =0 & f PX(t)e" dt = 0, puisque la fonction ¢ P2(t)e~t est continue
et positive sur R, on a

Vi € R, PX(t)e™ =0 & Vit € R, P(t) = 0.

Et donc P = 0.

Ainsi, (-, -) est un produit scalaire sur R,[X]. ‘

Soient P,Q € E2. Alors

+

(@(P).Q) = f (PO di = f (P"(t) — 2P/ (1)Q(De" di

(o)

Soient A < B. Alors

B B B
f (P"(t) - 2tP’(t))Q(t)e‘f2 dt = f P"(t)Q(t)e_tz dt — f 2tP'(t)Q(t)e_t2 dt
A A A
Procédons 2 une intégration par parties dans la premiére intégrale en posant u(t) = P'(t)
et (t) = Q(t)e ", qui sont deux fonctions de classe 6! sur [A, B], avec u’(t) = P”(t) et
o'(t) = (Q'(t) — 2tQ(t))e~t". Alors
B > 5 B 2
[ wro-2roene @ =roene i - [ roeeta
A A
B B
+ f 2tP'(H)O(t)e™" dt — f 2tP'(H)O(t)e " dt.
A A

Lorsque A — —oo, alors P(A)Q(A)e™™ - 0 de sorte que

B 2 2 B 2
f_ (P”(t) - 2tP'(£))Q(t)e~"" dt = P'(B)Q(B)e " — f P'(H)Q(t)e™" dt.

Puis en faisant tendre B vers +o0, il vient

w0 = [ eo-aroeneta=- [ Poenear

De méme, en inversant les rdles de P et Q, on a

(P, 0(Q)) = (¢(Q). P) = —I Q'(B)P'(t)e™"" dt = (p(P), Q).

Ceci prouve donc que | ¢ est un endomorphisme symétrique de R, [X].

Montrons par récurrence sur i < n que (P, ..., P;) est une famille orthogonale de E.
Pour i = 0, le résultat est évident : toute famille formée d’un seul vecteur non nul est
orthogonale.
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1 est important de mention-
ner 2 la fois la positivité et la
continuité de I'intégrande.
En effet, le résultat

f_:of(t)dt =0

o VteR, f(1)=0

nécessite ces deux hypothéses,
et n’est plus vrai dés que
I’'on enléve une des deux

hypothéses.

Si P est un polynéme, alors
au voisinage de +o0, P(t) est
équivalent 4 son terme de
plus haut degré, qui est de la
forme at™.

Et alors, en posant, x = ¢,

2 2
onaP(t)e™? ~at"e ' et
n_—t2 n/2_-x
at”e =ax"“e — 0
X—+00

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

4.b.

1.a.

CORRECTION

79

Supposons donc que (P, . ..
Pour tout j € [[0,i], on a

, P;) est orthogonale.

(Piat. By) = <X’“ ZUJ"’XH i, > x’“P)—Z@’ (pr. ).

(Pe, Pe) (Pe, Pr)

Pour ¢ # j, alors (P¢, P;) = 0 par hypothése de récurrence.
Ainsi, il ne reste qu’'un terme non nul dans la somme, correspondanta ¢ = :

< ]’ z+1>

(P;, Fj)

P; :lafamille (P, ..., Pi1) est orthogonale.
, P) est une famille orthogonale de E.

(Pis1, Py = (XM, Py = —Z——(P;, P;) = (X", Py = (X, P;) = 0

Ainsi, P;, est orthogonal 4 Py, . . .,
Par le principe de récurrence, (P, . ..

Une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul est nécessairement libre, donc
(Po, ..., Py) est une famille libre de E, de cardinal n + 1 = dim E : c’est une base de E.

Nous avons donc bien prouvé que | (P, . .., P,) est une base orthogonale de E.

Remarque : le procédé de construction des P; ressemble 4 un procédé de Gram-Schmide,
appliqué a la famille (1, X,...,X").

Il en differe toutefois légérement en ceci que, & chaque étape, on ne normalise pas le vecteur
obtenu en le divisant par sa norme. Nous venons de montrer qu’on obtenait alors une
famille orthogonale, mais non nécessairement orthonormée, puisque les vecteurs n’ont pas
de raison d’étre de norme 1.

P
Notons que (—O, R ) est une base orthonormée de R,,[X].
[ Poll (1Pl

P, P,
Mieux : pour tout k € [0, n], B = (ﬁ, el ||P_k||) est une base orthonormée de Ri[X].
0 %

De plus, il est aisé de prouver par récurrence que Py est de degré k, donc dans Ry [X].

Enfin, Rg[X] est stable par ¢ car Vi € [0, k], o(X") € Ri[X].
Donc ¢(Px) € Ri[X] et alors la décomposition de ¢(Px) dans la base orthonormée % est

k
_ (p(Pg), P)
“’(P")‘;<“"( o ) T Z )

Puisque ¢ est symétrique, alors

P P;
(P = Z e

Pour 0 <i < k-1, ¢(P;) € Re_1[X], et donc ¢(P;) est orthogonal & Py.
Ainsi, dans la somme précédente, seul le terme correspondant a i = k est non nul et donc

(Pr, ¢(Pr))

ey Lk

o(Py) =

(Pr, (Pr))

Ainsi, siAx =
(Pr> Px)

€ R, ¢(Pr) = APy, prouvant que | Py est un vecteur propre de .

Une étude un peu plus poussée prouve qu’en fait Ay = —2k.

EXERCICE 2

1 est une racine évidente de P, donc on peut factoriser P par X — 1 :
PX)=2X>-3X>+1=(X-1D2X*>-X-1).

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

(Pe, X1y

(P¢, Pr)
On peut donc les sortir du
produit scalaire par linéarité a
gauche.

Les sont des réels.

Les P; sont non nuls car
deg P; = i, ce qui se prouve
aisément par récurrence sur
i.

Si(eyq, ..., e) est une base
orthonormée de E, alors pour
tout x € E,

n
X = Z(L e;)e;.
i=1

Rétrospectivement, la valeur
de Ay n’a rien de surpre-

k
nant : pour tout endomor-
phisme f, si x est un vecteur
propre associé 2 la valeur
propre 4, alors

(x, f(x)) = (x, Ax) = Mx, x).

(e f)

Et donc A T

M. VIENNEY
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Mais les racines de 2X? — X — 1 sont 1 et —1 de sorte que 2X> =X — 1 =2(X — 1) (X + 1).
Et donc

Attention a ne pas oublier
1 i i _
P(X) = 2(X — 1)2 (X n _) ) le foeﬂ;ment. dominant lc:rs
2 qu’on factorise un polyndéme
qui n’est pas unitaire !

La fonction sin est dérivable sur R et tan est dérivable sur I, donc f est dérivable sur I.
Puisque x > x est dérivable sur R, la fonction u est dérivable sur I comme somme de
fonctions dérivables sur I. On a alors

cos? x

1 2cos’x —3cos’x+1| P
Vx € Lu'(x) = - (2cosx + _ o 2o X T ocos X _ P(cosx)
3 3cos? x 3 cos2 x

La factorisation de P obtenue
précédemment permet d’en
Sur I, cos(x) €]0, 1[, et donc P(cos(x)) > 0 déduire son signe : il est
Par conséquent, u’(x) > O sur I, et donc ‘ u est croissante sur I. ‘ positif sur | — 1, +oof et
négatif sur | — oo, ——]

v est dérivable car somme et quotient de fonctions dérivables, avec Vx € 1,2 + cos(x) # 0.
On a alors

, 3cos(x)(2 + cosx) + 3sin’x (2 + cosx)? — 6 cos(x) — 3 cos?(x) — 3(1 — cos(x))
Vx e ,v'(x)=1- =

(2 + cos x)2 - (2 + cos(x))?
1 —2cos(x) + cos*(x)
(2 + cos(x))?
QO(cos x)

Si on pose Q(X) = X? — 2X + 1 € Ry[X], alors Vx € I,v'(x) =

(2 + cos(x))?”
On a Q(X) = (X — 1)?, de sorte que Vx € I, Q(cos(x)) > 0, car cos(x) < 1.
Donc v’ est strictement positive sur I, et donc \ v est strictement croissante sur I. \

Ona lin}) u(x) = 0, et u est croissante strictement sur I de sorte que ¥x € Lu(x) > 0 &
X

f(x) > x.

De méme, v est strictement croissante sur I et lirr(l) v(x) = 0, de sorte que
xX—

Vx € Lv(x) >0 & g(x) < x.

Ainsi,
‘Vxel,g(x) <x <f(x).‘

Ona
cos(”)—cos(ﬂ ﬂ)—cos”cosﬂ+sinﬂsinﬂ—\/E\/g+\/§1— V2+ V6

T \4 6] 4776 4776 2 2 22 | 4
De méme,

sinﬁ—sinﬂcos”—cosﬂsinﬂ \/_\/_—\/_1 Vo2

2 46 76T 22 T 227 T Méthode

Pour simplifier des frac-

On en déduit que tions avec des racines au
dénominateur, on pensera

e sin % ~ \/6 _ \/z ~ (\/6 _ \/z)(\/g _ \/z) (\/_ \/_)2 8 — 4\/_ a multiplier par la quantité

tan — = conjuguée.

127 cos 5 V6+V2 (V6+VD(V6-V2) VB - 2

De la question 1.f, on déduit que

o(53) < </ (53)

soit
1
VD x (6,
8+ \/_ 6+ \/_ 3 2
et donc Un calcul numérique donne
5 — 2 3.14151 < 7 < 3.14242
u <z <2V6- 2V2 + 8 — 44/3. comparer avec 7 =~ 3.14159.
8 + V6 + V2
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Pour tout réel 6, on a

cos(26) = cos(6 + 0) = cos*(0) — sin’(0) = 1 — sin?(f) — sin(0) = m

On en déduit que pour tout entier naturel n,

bn—COS(3 ZH)_COS(ZXW)_l_ZSIH (W)—1—20n+1.
1-b
. 2 _ n
Soit encore a; | = >
Mais 0 < 3% o < %, de sorte que ap+1 = cos(352n) > 0 et donc
1-b,
an+1 = 5 -
De plus, onla aj';“ +l17'21+1b: cosz(3;2n) + sin® (3;2’1) =1 soit
2 _ ~—Y%n _ + 0n
by, =1- =—
Mais b, :sin(?)jZn) > 0car 0 < 352n < 7 et donc
1+b,
bpy1 = 5 -

En utilisant le résultat de la question 1.f, on a, pour tout entier naturel n,

(5%3) < 523 </ (553)
I\3%2m) < 3% < \3xm

soit

an T 1 an an aﬂ
3 < < =|(2a,+ —|©|9x2" < 2" 2a, + — .
2+b, 3x2n 3(“" b,,) 246, " (a" bn)

Lorsque n — +oo, — 0, de sorte que

T
3 x2n

in ( dd ) ad tb 1
a, =si ~ etb, — 1.
3X 2" ) noteo 3 X 21
On en déduit que
a T 1
9x2n " ~ 9x2" =~
2+ b, n—+e 3x2n3
2b, +1
De méme, 2a, + an _ an— ~  3a, de sorte que
bn bn n—.+oo

2"(2an+@) ~ 2"x3aq, ~ 3%x2"
n—+oo n o0

~ T
bn —+ 3 X 2" no+oo

Donc les deux termes de 'encadrement de la question précédente tendent bien tous deux

Vers it lorsque n — +oo,

.d.

1 function [x,k] = h(e)
2 k=0

3 a = sqgrt(3)/2

4 b =1/2

5 while (2*kx(2xat+a/b) - 9x2%kxa/(2+b))>e
6 a = sqrt((1-b)/2)
7 b = sqrt((1+b)/2)
8 k = k+1

9 end

10 x = 2%k *(2xata/b)
11 endfunction

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

signe pour enlever le carré.

D
& Danger !
Ne pas oublier d’étudier le

Détails

b, — 1, desorte que
be% — 3.
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Expliquons rapidement ce programme : tant que la différence entre les deux termes
extrémaux de I'inégalité précédente est supérieure a e, nous calculons le terme suivant.

Le programme sarréte lorsque la différence entre les deux est inférieure 2 e, et alors

nécessairement ’écart entre 7 et 2% (2a;c + Z—:) est lui aussi inférieur 2 e.

On retourne alors x = 2% (2ak + Z—:) (qui est une approximation par exces de 7).

Il s’agit d’exploiter le programme précédent en donnant 2 e les valeurs successives
1071,1072,...,1077, et a chaque fois, de conserver non pas 'approximation de = ainsi
obtenue, mais le nombre d’étapes qui ont été nécessaires, c’est-a-dire la valeur k renvoyée
par la fonction h.

1 function v = precision(p)
2 v = zeros(1,p)

3 for i = p

4 [x,k] = h(10*(-1)) ;
5 v(i) = k;

6 end

7 endfunction

On observe que pour gagner une décimale en précision, jusqu’a la 16¢ décimale, il faut
globalement ajouter une itération au programme précédent.

En revanche, 2 partir de la 13¢ itération, approximation de 7 obtenue est correcte au
moins jusqu’a la 30¢ décimale.

En fait, une étude plus poussée semble prouver que les 300 premiéres décimales de 7 ainsi
obtenues sont bonnes ! En réalité, seules les 16 premiéres le sont, mais Scilab ne travaille
qu'avec 16 chiffres significatifs, et donc considére que deux nombres sont égaux dés qu'’ils
ont 16 chiffres en commun.

La conclusion est que Scilab n’est probablement pas le logiciel le plus adapté pour calculer
un grand nombre de décimales de 7.

PROBLEME

Partie A : Résultats préliminaires
Soit x € R. Alors

=

[V, >x] = |[Xi > x]
i=1

de sorte que, par indépendance des X;, il vient

n

P(Y, > x) = P(ﬂ[x,- > x]) = ]—[ P(X; > x) = 1—[ (1-P(X; <x))=(1-Fx)".
i=1 i=1

i=1

Et donc en passant & I'événement contraire,

Fa(x) = P(Yy < x) = 1= P(Y, > x) =1 - (1= F(x))" .|

Si X admet une densité, alors F est continue sur R et 6! sauf (éventuellement) en un
nombre fini de points. Il en est donc de méme de F,, et donc Y, admet une densité.

De plus, [2 ot F,, est dérivable, alors sa dérivée est donnée par Fj(x) = nF’(x)(1 — F(x))"'.
Puisque la dérivée de F’ est égale A f sauf éventuellement en un nombre fini de points,
alors, sauf en un nombre fini de points,

Fp(x) = nf(x) (1 = F(x))"™".

Ainsi, la fonction f, : x = nf(x) (1 — F(x))"™" ne differe de F;, qu’au plus en un nombre

fini de points : ‘ C’est une densité de Y,,.

Soit x > 0. Procédons 2 une intégration par parties sur le segment [0, x], en posant u(t) = ¢,
u(t) = ®(t) — 1, qui sont 6! sur R% et vérifient u'(t) = 1 et v'(t) = o(t).

Notons que le programme
retourne en fait deux
nombres : x qui est l'ap-
proximation de 7, et k qui
est le nombre d’itérations
qui ont été nécessaires pour
obtenir cette approximation.

On fera systématiquement
apparaitre égalité d’événe-
ments
n
[¥n > x] = [)X; > ]

i=1
soit toute seule telle que nous
venons de le faire, soit dans
les probabilités.

On ne peut se contenter
décrire

P(Y, > x) = [ | P(Xi > x).
i=1

Puisque ¢ est continue et que

2t = [ "y,

par le théoréme fondamental
de lanalyse, @ est ¢! sur Ret
Y = p.

fo to(t)dt = [t(@(t) — D]} - fo (@(1)-1)dt = fo (1-0(t)) dt+x(®(x)~1) = fo (1 — ®(t)) dt — x(1 — B(x)).
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+00
Notons que 1 — ®(x) = P(V > x) = f o(t) dt.
X
Mais si A > x, alors ¥Vt > x, t(t) > x¢(t) et donc

A A
0< xf o(t)dt < f to(t)dt. Cette derniére intégrale
X X

converge car V admet une
espérance et donc

j::o to(t)dt

+oo +oo
0< xf o(t)dt < f to(t)dt. converge.
x x

Lorsque A — +o0, il vient alors

+00
Mais, f to(t)dt — 0, et donc par le théoréme des gendarmes,
x X—+00 Si cette derniére intégrale

tend vers 0, c’est car il sagit
lim x(1 - ®(x)) = 0. du reste d’une intégrale
ot convergente.
+o00

+00
Si V admet une espérance, alors f to(t) dt converge absolument et donc f to(t) dt
0

—00

converge. Par conséquent,

fx(l —®(t))dt = fx to(t) dt + x(1 — O(x))
0 0

admet une limite finie lorsque x — +co, et donc

+00
f (1 — @(t))dt converge.
0

fx tf(t)dt + x(1 - d(x)) = fx(l —®(1))dt
0 0

et puisque 1 — ®(x) > 0, alors
L Réféchir en terme daire, A

x x oo Iaide d’un dessin, pour s’en
wxo [Cywars [Ca-ewa< [ a-oma
0 0 0

x 0.6 T

La fonction x f tf(t)dt est croissante! sur ]0; +oo[, car f est positive.
0
Puisque nous venons de montrer qu’elle est majorée, par le théoréme de la limite monotone, 0.4
elle admethooune limite en +oco. o
Ainsi, f tf(t) dt converge, et puisque ¢ — ¢ f(t) est une fonction positive, f tf(t)dt = 0.2
0 —0

+00

tf(t)dt converge absolument : ’ V admet une espérance. ‘ 11 0 1 2 3

FiGURE 1- La densité f

0
+00
D’aprés les deux questions précédentes, f (1 — ®(t)) dt converge si et seulement si V
0

admet une espérance.

. . Si f est une fonction positive,
De plus, on a alors prouvé a la question 3.b que dans ce cas, f P

continue sauf en un nombre
fini de points, et telle que

+00 +oo
[ a-oenar= [ rpwar = rw. [~ rwa
converge, alors il existe une
Partie B : Quelques exemples seule constante k telle que

kf soit une densité. Cette
constante vérifie

A A A . 1 oo
j:mf(x)dxzj(; f(x)dx:aj(; mdx:aArctan(A) PavAlir E:f_m f(nde.

—+00

Pour A>0,0na

Clest la seule constante qui
rende Daire totale sous la
courbe de kf égale a 1.

Donc si X admet f pour densité, nécessairement | a =

71"
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Pour x > 0, nous venons de prouver que F(x) = aArctan(x) = %Arctan(x).
Et pour x < 0, alors

F(x)=P(X<x)=fx f(t)dtzfx f(t)dt = 0.

Donc la fonction de répartition de X est donnée par

Fx) six <0
xX) =
%Arctan(x) six >0

D’apreés la formule prouvée 4 la question 1, la fonction de répartition de Y> est donnée par

0 six <0
Fy(x)=1-(1-F(x))?* =
2(x) ( 2 {1 -(1- %Arctan(x))2 six >0
Par la question 2, Y, admet une densité, et une de ses densités est
0 six <0
= 2 1 2
f2() 2= 1 — —Arctan(x)| six>0
T+ x2 T
Soit g la fonction définie sur ]0, +oo[ par g(x) = Arctan(x) + Arctan (1).
Alors g est dérivable, et on a
1 1 1 1 1
’ = - — = — =0.
9'(x) 1+ x2 x21+# 1+x2 x2+1
Ainsi, g est constante sur |0; +oo[. De plus, ona
) 2 s
xl_1)r£10° g(x) = 5+ Arctan(0) = 5
de sorte que g est la fonction constante, égale a Z. Ainsi
1 T
Vx > 0, Arctan(x) + Arctan | — | = 5
x
D’aprés la question précédente, on a
T 1
Vx > 0, — — Arctan(x) = Arctan (—) .
2 x
Or, pour x > 0,0on a
8 1 T 8 1 1
fz(x) = pm (E - Arctan(x)) = pmArctan ()_C) .

Au voisinage de 0, on a Arctan(x) ~ x, et donc au voisinage de +oo, Arctan (%) ~
alors

=
ws!
=)

S~ ==

X—+00 ;'[2 X + x3 X—+00 7[2 x3 ’

2t 21
Onatf(t)== ~ =2
natf(t) Tl 412 toreo gt

+00
Mais f n diverge, et donc par le critére de comparaison pour les fonctions positives,
1

+00
f tf(¢)dt diverge. Ainsi, X n’admet pas d’espérance.
0
La fonction t +— tf5(t) est continue et positive sur [0;+oo[, et au voisinage de +oo,
8 +00
tH(t) ~ —, desorte que t f>(t) dt converge (par comparaison 3 une intéerale
O, = — que | tfa(t) ge (p P g

de Riemann convergente). Et donc elle converge absolument car ¢ f5(t) est positive.

-1 0 1 2 3

FIGURE 2— La densité f>

Pour déterminer la constante
3 laquelle g est égale, on
peut également évaluer g en
x =1

—— Arctan(x)
Arctan(1/x)

On sait qu’au voisinage de 0,
Arctan(t) ~ ¢.
. 1
Et puisque i 0 lorsque

x — +o0, on a bien l'équi-
valent indiqué.

Donc Y, admet une espérance, ce qui prouve que| la loi de X est implosive, d’indice d’implosion égal 4 2.
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Pour NeN,ona

NP L A 1
kzz;) b= )_kZ::‘) k+1_Vk+2
e . o
=(1-—"%£])+|-~.- +--- 4 - + -
2] \N2 AB N YN+1] \yN+1 +VYN+2
1

Ainsi, la série de terme général P(X = k) converge et on a

ip(x =k)=1.
k=0

Par définition, X admet une espérance si et seulement si la série de terme général kP(X = k)
converge?.Or

Kk k
VE+1 Vk+2 Vk+1Vk+2

Mais Vk + 2 — Vk + =\/E(1/1+%—,/1+%).
1

Et alors, puisque — — 0, il vient
k +00

k—
2 1 1 1 1 1
\/“z‘\/“z—(“z+k£+m(z))‘(“ﬁnfm(z))
1

a 2k k—)o+oo k

kP(X = k) = (Vk+2-Vk+1) ~

k—+00

Vk+2-Vk+1.

1
k—+oo 2k '
On en déduit donc que kP(X = k) \/Ei - L
9 B k—+c0 2k h 2\/E

Puisque la série de terme général T dhverge3 , par critére de comparaison pour les séries &
k

termes positifs, Z kP(X = k) diverge, et donc ‘ X n’admet pas d’espérance.
k

Le calcul a été fait au cours de la question 5.a : pour tout k € N,

k
k)=P(X <k)= =i)=|1- .
F(k) = P(X < k) ;p(x =1 —

On a, d’aprés la question A.1,

1
Vk e N, Fy(k)=1-(1-F(k))>=1- ——.
€ 2(k) ( (k)) )
Notons d’ailleurs que cette formule reste valable pour k = —1. Mais pour tout k € N,
1 1 1

P(Yy = k) = P(Y2 < b)=P(Y2 < k=1) = ()= Fa(k=1) = - = 5 = TEEEYS

kK K 1
(k + 1)(’( + 2) k—+o0 k2 k—+00 k

Mais la série de terme général Z est divergente, et puisqu’il s’agit de séries a termes positifs, il

On aalors kP(Y, = k) =

en est de méme de la série de terme général kP(Y> = k).| Ainsi, Y» n’admet pas d’espérance.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

4
Les termes en o (?) ne se

2 Absolument, mais il s’agit
d’une série A termes positifs.

Pour x au voisinage de 0,

\/1+x:1+f+o(x)
2

— A Attention !

1

simplifient pas, tout sim-
plement car ils n’ont pas de
raison d’étre égaux, on sait
uniquement qu’il s’agit de
deux quantités négligeables

1

devant .

3 Clest une série de Riemann
avec a < 1.

Y, étant 2 valeurs dans N,

[V < k] =
[Y2 < k-1]U[Y> = k]

et ces événements sont évi-
demment incompatibles.
Notons que pour une va-
riable qui ne prendrait pas
que des valeurs entiéres, puis-
qu’elle serait alors suceptible
de prendre des valeurs entre
k—1etk.
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De méme que précédemment, on a

3
VkeN,Fg,(k):1—(1—F(k))3=1—( L )

et alors

3 3
VkeN,Pm=k>=F3<k>—F3<k-1>=( ;H) _( ! ) |

Pour N € N,on a

k
Z kP(Ys = k) = Z .
k= o \/ 1) =0 (\/k + 2)
i Ny
3 C=k+1
k=1 ) =2 (\/{’ + 1) *
_ i N
= 3
k=1 (Vk + ) ( N + 2)
Maijs —— et donc par critére de comparaison pour les séries 4 termes
T 15 B
1
positifs, la série de terme général 5 converge. 2 wn o7 ot une série de
liemann convergente car
VE+1 N &

3/2> 1.

Et puisque 0, alors la série de terme général kP(Y3 = k) converge, et

N
_— —
(*/N+2)3 N—+oo

donc Y3 admet une espérance.

De ce qui préceéde, on déduit que‘ la loi de X est implosive, et que son indice d'implosion est égal 4 3.

Partie C : Loi implosive d’indice fixé |
Pour a > 0, la fonction f est positive et continue sauf en x = 1. De plus, pour A> 1, 0n a
2 4
A A A
a 1 1 a 1 a
t)dt = —dt=a|——— = 1-—] — .
ﬁmf() ﬁ 1 |:1—0(t‘1_1]] 0{—1( Aa_l)A—>+o<>1—0( 11
+00
Donconaf fdt=1ea=a-1. } ; ‘
. = — : 0 1 2 3
Ainsi, ‘ f est une densité si et seulement sia = a — 1. ‘ -
FIGURE 3- La densité f pour
Pour x > 1, nous avons montré précédemment que quelques valeurs de
x 1
F(X)ZP(ng)Zf f(t)dtzl—m.
—00
Et pour x < 1, alors
X X
Fx)=P(X <x) = f f(®)dt = f 0dt =
Ainsi, la fonction de répartition de X est La loi suivie par X est alors
appelée une loi de Pareto.
0 six <1
F(x) = 1 .
-—— six>1
xa—l
+00
X admet une espérance si et seulement si f tf(t)dt converge4, soit si et seulement si # absolument, mais il sagic
+oo —co d’une fonction positive, donc
tf(t) dt COHVerge. la conve\rgence est equl—
1 valente 4 la convergence
absolue.

. a-1 . e . .
Mais pour t > 1,tf(t) = —aor qui est d’intégrale convergente si et seulementsi o — 1 > 1.

‘ Donc X admet une espérance si et seulement si a > 2. ‘
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Draprés la question 2, une densité de Y, est

0 six <1 0 six <1
fa@) =nf(x)1-Fx)"' =1 a-1 ( 1 )”‘1 . =ynla-1)
n six > 1 — six>1
x& xa—l xrwc—n+1

+00
Donc Y, admet une espérance si et seulement si f tf»(t) dt converge. Mais il s’agit 12
1

d’une intégrale de Riemann, qui converge si et seulement si

1
a-1"

1
no-n>lea>1+-n>
n

Soit m > 2. Soitalors @ = 1 + ﬁ, et soit f la densité correspondante.
Alors X n’admet pas d’espérance car a < 2, et Y, admet une espérance si et seulement si

1
a—-1

n> =m-lonzm

En particulier, la loi de X est implosive, et son indice d’implosion est égal a m.

Donc pour tout m > 2, il existe une loi implosive d’indice d’'implosion m.

Partie D : Lois non implosives
Pour a > 0, la fonction f est positive et continue sauf en x = 2.
De plus, pour A>2,0na

A 4 g 174 1 1 a
[ rwa= | TR [_EL - (E - 1n<A>) Are @)
+00
Donc f f(t)dt =1 © a=In(2).
On en déduit que pour (qui est bien positif), f est une densité de probabilité

Pour x < 2,ona

X

F(x)=P(X<x)=f f(t)dtzf 0dt =0.
Et pour x > 2, alors

F(x)=f ln22 dl‘=1n2(L L ):1 In2
2

tIn’ ¢ 2 Inx/ = Ilnx

Ainsi, la fonction de répartition F de X est donnée par

Fx) = {0 .

" Tnx

six <2
six > 2

+00 1
X admet une espérance si et seulement si f l—zdt converge.
2 nt

) 1 . ..
La fonction ¢ — —— est continue sur [1, +oo[, et au voisinage de +co,

In’t
1 1 2
7 nt
L " _5 0
1 t t—+o00
In®¢
1 1
desorteque - = o [——|.
t t—+o00 lnzt
+eo T dr
Ainsi, si f l—zdt converge, il en est de méme de f —ce qui est absurde.
> In"¢t 2

Par conséquent, ‘ X n’admet pas d’espérance. ‘
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— Mdéthode

On n’a certainement pas
choisi ce a au hasard.

On cherche A déterminer sil
existe une loi telle que Yy,
admet une espérance, et pas
Yim-1.

On veut donc ﬁ >m-1
mais ﬁ < m.

Il y a plusieurs valeurs de

@ qui conviennent, mais le

plus simple est de prendre
o_ 1

a-1" m-1-
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D’aprés la question 2, Y, admet pour densité la fonction f,, définie par

1 0 six <2 0 six <2
Ja(x) =nf@)(1=F)"™ =1 1 ( In2 )"_1 x>0 —"lnnfz) six >2
xIn?(x) \In(x) xIn™ ! (x)
. . Y i *° nln"(2)
Ainsi, Y, admet une espérance si et seulement si f tfa(t)dt = f let converge.
2 2 In" ()

Mais comme précédemment, on prouve que

1 1
2o o [—
t t—+00 lnn+1(t)
reodt
et donc f ————dt diverge.
2 In" ()
Ainsi, Y, n’admet pas d’espérance, et ce quel que soit n > 2.

Nous venons de prouver qu’il existe bien une loi n’admettant pas d’espérance et non
implosive.

Partie E : Variables implosant sur une autre

Notons Fx la fonction de répartition de X et Fy la fonction de répartition de Y.

Si Y, et Y ont méme loi, alors elles ont méme fonction de répartition, et donc d’aprés la
question A.1

Vx € R Fy(x) = 1 - (1 - Fx(x))" & |Vx € R Fx(x) = 1 - (1 - Fy(x))'/".

Rappelons que la fonction de répartition de Y vérifie Fy(x) = 0six < 1 et
Pour une variable 2 valeurs

_ dans Z, on a
[x] [x)-1 1-(1 _p)LxJ _

Vx > 1,Fy(X)=Z:p(1—p)k_1 =p 2(1—10)" =p 1-(1-ptl P(X < x) = P(X < |x)).
k=1 k=0

Et cette derniére probabilité
peut se calculer 2 I'aide d’une

Supposons que X implose sur Y, avec m pour indice d’implosion, alors
somme.

Vx > 1,Fx(x) = 1= (1 = Fy(x))!/™ = 1= (1 = p)tnd/m,

Mais on reconnait® alors la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant une loi 3 Car on vient de calculer la

géométrique de parameétre 1 — (1 — p)!/™. Ainsi, X suit une loi géométrique de parametre lfOTlCE}OH de répartition d’une

1-(1-p)l/m (qui est bien compris strictement entre O et 1), et en particulier admet une O! geometrique, On nest pas
, o, L , tenu de la connaitre sinon !

espérance, car toute loi géométrique admet une espérance.

Par conséquent, la loi de X n’est pas implosive, et il n’existe donc pas de variable aléatoire

X implosive et implosant sur Y.

Le résultat a déja été prouvé 2 la partie C : soit X une variable aléatoire implosive d’indice
d’implosion m.

Soient X1, . . ., Xp, des variables indépendantes, de méme loi que X, et soit Y = min(Xj, . . ., Xpm).
Alors Y admet une espérance (car m est I'indice d’implosion de X) et X implose sur Y par
définition.

Soit X une variable implosive, d’indice d'implosion m qui implose sur Y.
Alors nous avons prouvé a la question 8 que

Vx € R, Fx(x) = 1 — (1 - G(x))'/".

Soit 4 présent k € [2,m]. Si Z est une variable aléatoire implosive, d’indice d’implosion k
implosant sur Y, alors sa fonction de répartition doit vérifier

Vx € R, Fz(x) = 1 — (1 - G(x))"/*.

Définissons donc une fonction H par H(x) = 1 — (1 — G(x))/*.
Alors H est continue sur R et de classe ‘6! sauf éventuellement en un nombre fini de points
car G lest, elle est croissante car G lest et

lim Hx)=1-(1-0)"* =0et lim Hx)=1-(1-1)"*=1.
X——00 X—+00
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Donc H est la fonction de répartition d’une variable aléatoire 4 densité.
De plus, Vx <0,

Hx)=1-(1-Gx)"* =1-1-0* =0
de sorte que H est la fonction de répartition d’une variable aléatoire positive.
Notons Z une variable aléatoire de fonction de répartition H, et soient Zi, ..., Z; des
variables indépendantes de méme loi que Z.
Pour i € [1, k], posons

U,' = min(Zl, ce ,Z,’).

Nous savons que Uy a méme loi que Y puisque par définition de H, Uy a méme fonction de
répartition que Y. Par conséquent, Uy admet une espérance car Y admet une espérance.
Prouvons 2 présent que Ug_; n’admet pas d’espérance.
La fonction de répartition de Ug_; est

Fy_, ix—1-(1-Hx) ' =1-(1-Gx)*F
De plus, le résultat de la question 3 nous indique que Ui_; admet une espérance si et
seulgoment si .
(1 — Fy,_,(x))dx converge, c’est-a-dire si et seulement si f (1- G(x))% dx
0

0
converge.
Mais m étant I'indice d’implosion de X, Y,,_1 n’admet pas d’espérance. Or la fonction de
répartition de Y,,_1 est

x5 1= (1= Fx()™ = 1= (1 - G)“
+00
donc f (1- G(x))mT_1 dx diverge.
0
Notons que k < m donc

m-1_ k-1
P

\%

—kz-me -k+mkz-m+mkeokm-1)z2mk-1) o
Alors pour tout x > 0, on a
0<GE) <1=0<1-Gx)<1=0<(1-Gx)% <(-Gx)F.
Et donc comme £+w(1 - G(x))mT_1 dx diverge, il en est de méme de £+w(1 - G(x))%dx.

Par conséquent, Uy_; n’admet pas d’espérance.

Enfin, pour i € [2,k — 1], U; > Ux_q > 0, et puisque Uy_; n’admet pas d’espérance, il en
est de méme de U;. Ceci achéve de prouver que Z est implosive, d’indice d’implosion k, et
implose sur Y.

I existe donc une variable aléatoire implosive, d’indice d’implosion k, implosant sur Y.

Partie F : Variables explosives
Supposons que X soit explosive d’indice d’explosion m > 2.
Alors 0 < Xi < Zp—1. Et puisque Z,,_1 posséde une espérance, il en est de méme de X;.
Mais alors
0< Zm < X1+ + X

et toutes les X; posseédent une espérance, car de méme loi que Xj. Alors X + -+ + X,
posséde une espérance, et donc par domination, Z,, posseéde une espérance, ce qui est
absurde.
Ainsi, | il n’existe pas de variable explosive d’indice d’explosion m > 2.

Le raisonnement de la question précédente prouve que si X admet une espérance, alors
pour tout m € N*, Z,,, posséde une espérance.

Donc toute variable aléatoire positive possédant une espérance n’est pas explosive. Autre-
ment dit, si les (X;) sont i.i.d. et de méme loi, possédant une espérance, alors pour tout
n € N, la variable Z,, = max(Xj, ..., X,) posséde une espérance.
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Pour a €]0, 1], la fonction
x - a est décroissante.
Pour s’en convaincre, on
peut remarquer que

a

X

:exlna

etquelna < 0.

L’énoncé n’est pas totalement
clair quant 2 la définition
d’explosive. Doit-on supposer
que X admet une espérance

ou non ?
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Une rédaction correcte comportant des justifications convenables ainsi que la vérification, ou au minimum le rappel
des hypothéses nécessaires a I'application d’un théoréme utilisé forment une part extrémement importante de la

note attribuée a toute question.

& Lorsque ces hypothéses sont faciles A vérifier (par exemple la continuité d’une fonction usuelle lors d’une application du théoréme
de la bijection, ou du caractére € n+1 Jors de lapplication de I'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre n), on ne perdra pas de temps
a détailler les raisons pour lesquelles elles sont vraies, mais on n’oubliera pas de le mentionner, afin de prouver qu’on connait les
hypotheses d’application du théoréme.

Rappelons que les questions informatiques sont assez largement valorisées au sein du baréme de I’épreuve et que,
plus des deux tiers des candidats y répondent de fagon sufhisamment satisfaisante.

& L’informatique devrait progressivement prendre une place de plus en plus importante dans les années 2 venir, et le message est
clair :ily a des points faciles a prendre, et de nombreux candidats y arrivent, donc ne vous laisser pas doubler sur ce terrain !

Exercice 2

Utilisant principalement des résultats élémentaires d’analyse, cet exercice a été plutot malmené par les candidats qui
semblent étre peu a I'aise avec les manipulations de polynémes ou de formules trigonométriques simples.

& Concernant la trigonométrie, peu de formules sont 4 savoir si on est un peu dégourdi. En pratique, la connaissance des trois
relations :

2 2

* cos“x+sin“x =1

* cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
* sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
suffit 4 retrouver en deux minutes toutes les formules de trigonométrie au programme, notamment les expressions de cos(2x) et

sin(2x) en fonction de cos(x) et sin(x).
Notons que des méthodes utilisant les complexes (via les formules d’Euler) ont également été vues en premiére année.

1.a — Cette question a, de maniére surprenante, été mal traitée par de nombreux candidats, ou alors de fagon
incompléte. Certains candidats ne savent pas ce que signifie factoriser : ainsi certains candidats ont proposé
P(X) = X (2X? - 3X + %) ou encore P(X) = X(2X? — 3X) + 1. Une large majorité de candidats a bien remarqué
que 1 était racine évidente mais se contentait alors de factoriser par (X — 1). Ceux qui ont continué ont souvent
oublié le coefficient dominant du polyndme dans la factorisation finale.

& Facroriser un polynéme, c’est Pécrire comme produit de deux polyndmes. Or, une expression contenant des X n’est pas un

polynéme, donc ne saurait convenir.

Meéme si la formulation «factoriser» n’est pas complétement claire, en général on entend par 13 «décomposer en produit de polynémes
irréductibles», et donc il ne faut pas s’arréter a I'obtention d’une racine.

L’erreur concernant le coefficient dominant est classique :si P € Rp[X] admet n racines Ay, . . ., Ap, alors on n’a pas nécessairement
n n

P= 1_[()( - A;), mais plutdt P = A H(X — 1), ot1 A est le coefficient dominant de P.

i=1 i=1

2.a — Une part non négligeable de candidats ne connait pas les valeurs remarquables de cos et sin, ce qui les

empéche de répondre 2 cette question.

& Aucune excuse, il s'agit de valeurs qui devraient étre connues depuis la terminale !

. . , 1 V2 V3 . T . o
Savoir que les trois valeurs possibles sont 3 <5 < etsavoir placer 5 703ty surun cercle trigonométrique permet de
retrouver toutes les valeurs usuelles en une minute.

Probléeme

Le probléme proposait ici ’étude de variables aléatoires dont la loi est implosive (ou explosive), nouvelle notion
définie dans I’énoncé. Le but était donc ici de tester la réactivité des candidats face a I'appropriation d’une définition
nouvelle, et la bonne mobilisation des connaissances pour retrouver des schémas déja vus dans le cours de probabilités
du programme.

Parties E et F — Trés peu de candidats ont abordé ces derniéres parties, destinées A terminer le sujet sur des
5
questions plus ouvertes pour éventuellement départager les excellentes copies.
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& Pas de panique si on n’a pas le temps d’aborder la fin du probléme, les concepteurs ont volontairement proposé un sujet long, et
ces parties serviront probablement 3 départager des candidats ayant 18 ou plus. Ceci arrive fréquemment 4 ECRICOME : la fin du
probléme est probablement bien plus dure que le reste, et, sauf si 'on a traité tout le reste du sujet, mieux vaut ne pas y consacrer
trop de temps.
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Sujet : Etude d’un endomorphisme d’un espace de fonctions de dimension finie.

Abordable en premiére année : v/ (questions 12 4) Intérét :
Theémes du programme abordés : algébre linéaire, fonctions d’une variable, diagonalisation.

Soit n € N*, on note E 'ensemble des fonctions f : R — R telles qu’il existe deux polynémes P, Q appartenant 3 R,,_1[X]
avec :
Vx € R, f(x) = xP(x) + x In(x)Q(x).

Pour tout entier k € {1,...,n}, on pose :

uk:{R+ — R et vk:{R+ — R

x +— xk x +— xFln(x)

Pour toute fonction f appartenant 4 E, on note ¢(f) la fonction définie sur R} par :

R o= 1 [

et on note ¢ l'application qui & f € E associe ¢(f).

1. Prouver que E est un R-espace vectoriel et que E = Vect(u1,v1, ..., un, vy) (Cest-d-dire que E est espace vectoriel
engendré par les fonctions uy,vi, . .., un, Up).
On admettra que la famille % = (uy, vy, ..., uy, v,) est une base de E. ‘

2. Justifier que chaque fonction f de E se prolonge en une fonction continue sur R, et, pour tout k € {1,...,n},

calculer g(ur) et p(vy).
Démontrer que ¢ est linéaire. En déduire que ¢(f) € E lorsque f € E.
Ecrire la matrice de ¢ dans la base %.

L’endomorphisme ¢ est-il bijectif ? Quelles sont ses valeurs propres ?

(= NS L B )

Soit f € E un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A. On suppose que A est non nul et on considére la
fonction g définie sur R} par :

Vx € R%, g(x) = x*Wf f(t)dt.
0

X
Montrer que g est constante sur R}. En déduire I'expression de la fonction x f f(t)dt puis celle de f.
0

7. Pour chaque valeur propre A de ¢, déterminer la dimension de I'espace propre de ¢ associé i la valeur propre A.
L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

Sujet : Calcul de la somme d’une série 4 l'aide de la fonction T. m

Abordable en premiere année : X Intérét :
Thémes du programme abordés : séries numériques, intégrales impropres, inégalité de Cauchy-Schwarz.

On rappelle que la fonction I' d’Euler est définie sur ]0, +oo[ par :
+00
VYx > 0, I'(x) = f t*le~t dt.
0
On admettra que T est de classe C* sur ]0, +oo[ et que :
+oo
Vk € N, Vx €]0, +oo], r'®(x) = f (n(t))ke ¥~ dr.
0
On pose pour tout x €]0, +oo :

I"(x)
I'(x) "
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+0o
. Justifier que, pour tout x > 0 et tout k € N, I'intégrale f (In(t))*e " +*7" dt est convergente.
0

2. Exprimer I'(x + 1) en fonction de x et de I'(x). En déduire que :

Vx €]0, 400, P(x+1)-¥(x)= %

puis préciser la valeur de ¥(n + 2) — ¥(n) pour n € N*.

3. A laide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, établir que :

2
V(x,A) € (R)?, ( fo ! In(t)e ¢! dt) < ( fo A(ln(t))ze-f:x—1 dt) ( fo ! e_ttx_ldt).

4. Démontrer que :
Vx €]0,+o0[,  (I'(x))> < T(x)I"(x)
puis justifier que la fonction ¥ est croissante sur ]0, +col.
5. Soit a €]0, 1].

a. Prouver que pour toutn > 1 :

S| 1 1
;m=Z—a(‘}’(l+a)—\l’(1—a))—Z—a(‘I’(n+1+a)—‘P(n+l—a))
et :

0<¥n+1+a)—¥(n+1-a)<¥(n+2)—¥(n).

e L 1 - .
b. Etablir que la série Z —— est convergente et calculer sa somme Z >— en fonction de ¥ et de a.
n>1 n-—a n=1 n-—a
Sujet : Etude d’une suite de duels 2 pile ou face. Moyen
Abordable en premiére année : v Intéréc :

Thémes du programme abordés : Scilab , probabilités discrétes, suites et séries, algébre linéaire.
Informatique : les questions de Turbo Pascal du sujet original ont été traduites en questions de Scilab.

La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Modifications apportées au sujet d’origine : ajout du coeflicient dominant de Q dans la factorisation en produit
de facteurs de degré un (question 14).

Commentaires : assez calculatoire, on comprend assez peu ce que I'on fait. Nécessite de prendre des initiatives
de rédaction en probabilités discrétes.

Soient p un réel appartenant a I'intervalle ]0; 1[ et N un entier naturel supérieur ou égal 3 3. On pose g = 1 —p.

On considére un tournoi réunissant une infinité de joueurs Ao, A1, As, ..., Ay, ... qui saffrontent dans une série de duels
de la fagon suivante :

o A et A; saffrontent durant le duel numéro 1. Le perdant est éliminé du tournoi, le gagnant reste en jeu;

e Le gagnant du premier duel participe au duel numéro 2 durant lequel il affronte le joueur A,. Ce duel se déroule de
maniére analogue et ne dépend du duel précédent que par I'identité du joueur affrontant A. Le perdant est éliminé
du tournoi, et la gagnant du jeu participe au duel numéro 3 contre le joueur Aj et ainsi de suite;

e Pour tout k € N*, le joueur Ay participe au duel numéro k, qu’il peut remporter avec une probabilité p, son
adversaire durant ce duel pouvant remporter le duel avec la probabilité g = 1 - p.

e Est désigné gagnant du tournoi, le premier joueur, s'il y en a un, qui gagne N jeux successifs lors du tournoi.

Pour tout entier naturel n, on considére 'événement E,, : «le gagnant du tournoi n’a pas encore été désigné a I'issue du
duel numéro n».

Partie I : Ecude d’un cas particulier

1

5.

1. Simulation des duels. Rappelons que la commande rand() crée aléatoirement un réel appartenant a l'intervalle
[0; 1] (qui suit en outre la loi uniforme sur [0; 1]).

On suppose dans cette partie que N=3 etp=qg=
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a. Ecrire une fonction Scilab duel() qui simule un duel en simulant une loi de Bernoulli de paramétre 3.

b. Ecrire une fonction Scilab test_victoire(a,b,c) qui prend en paramétre trois nombres a, b, c et renvoie 1
si les trois sont égaux, et 0 sinon.

c. Ecrire une fonction Scilab tournoi() qui simule un tournoi et renvoie le nombre de duels nécessaires pour
que le tournoi dispose d’un vainqueur (c’est-3-dire un candidat ayant remporté trois victoires successives).
Indication : Si on souhaite, on pourra utiliser les fonctions duel() et test_victoire() en les répétant convenable-
ment jusqu’a ce que test_victoire() sur trois duel() consécutyfs renvoie 1.

. Donner la liste des gagnants possibles pour chacun des trois premiers duels.

Déterminer les probabilités P(E;), P(E>), P(E3). Vérifier que :

P(E3) = %P(Ez) + %P(El)

. En considérant le nombre de victoires déja obtenues par le vainqueur du duel numéro n, démontrer que pour tout

entier naturel n > 3,on a :
1 1
(#1) : P(En) = SP(En1) + 7 P(En-2).

Justifier I'existence de quatre réels A, p, ry, r> tels que
Vn > 2, P(E,) = Ar{ + prj.

Le calcul explicite de A et p west pas demandé.
Calculer lit}} P(E,,).

+o00

. Que vaut la probabilité P (m En)? Quelle est la probabilité de 'événement e tournoi désignera un vainqueur »?

n=2

Partie II : Etude du cas général
On revient au cas général : p désigne un réel quelconque de ]0; 1[ et N est un entier supérieur ou égal 2 3. On considére
le polynéme Q défini par :

10.

11.

N-1
Q(X) = (Z qu”xk) -1
k=1

. Pour tout entier k € {1,...,N — 1}, on note AE{") I'événement : «a l'issue du n-iéme duel, le vainqueur du n-i¢me

duel a obtenu exactement k victoires».
Justifier 'égalité :
Vn > N, PA(kn)(En) = P(E,—g).

Etablir que pour tout n > N, on a
N-1
(R2) : P(E) = ) pq" " P(En-s).
k=1

. Calculer P(Ey), ..., P(En-1). En déduire que :

P(EN)=1-¢N7L.
Soit n > N. Démontrer la relation
(%3) : P(En) = P(Ens1) = pg" ™' P(Ep_n+1)-

Prouver que ’équation Q(x) = 0 posséde une unique solution sur I'intervalle [0, +col.
On note désormais ry cette solution. Justifier que :

rny > 1et Q’(FN) > 0.
A laide de la relation (%2) (question 7), établir que :

1 n-N
Vn>1,  P(E,) < (—) .
N
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12. Btablir la convergence de la série Z P(E,) puis, en sommant la relation (%3) (question 9) sur tous les entiers n > N,

n>1

donner la valeur de Z P(E,).
n=1

13. On définit X la variable aléatoire égale au nombre de duels qui ont eu lieu au moment de la proclamation du
vainqueur du tournoi. On conviendra que X = 0 si le tournoi n’a pas de vainqueur.

a. Soit n > 2. Justifier que les événements (E,—1 N E,) et (X = n) sont égaux.
+00
b. Démontrer que X admet une espérance et exprimer E(X) en fonction de Z P(E,). En déduire la valeur de

n=1

E(X).

Partie III : Calcul de P(E,).
Les hypothéses et définitions introduites 4 la partie II sont conservées. Les résultats de la question 10 pourront étre utilisés
librement (méme si la preuve n’a pas été effectuée).

N-1yN

14. On considére le polynéme : R(X) =1-X + pq et on admet que :

(gX = DO(X) = R(X) et XR'(X) = NR(X) = (N = 1)X - N.
Soit z un complexe tel que Q(z) = 0 et Q’(z) = 0.
Montrer que R(z) = 0 et R’(z) = 0. En déduire que z € [0, +oo[ puis obtenir une contradiction.

Par conséquent chaque racine complexe de Q est de multiplicité 1 donc, d’aprés le théoréme de d’Alembert Gauss, il
existe N — 1 complexes non nuls et distincts z1, .. ., zn-1 tels que :

QX) = pgNA(X = z1) -+ (X — zn-1).
15. On considére Iapplication linéaire

Cno2[X] — CN-1

A ot

ol z1, ..., zy_1 sont les N — 1 racines distinctes de Q.

a. Prouver que f est un isomorphisme.
b. Exprimer sa matrice A dans les bases canoniques de Cy_»[X] et CN=!. Expliciter ‘A (la transposée de A).

c. En déduire que le systéme :

X1+ +xy-1 = P(E1)
. ﬂ 4o+ IN-1 = P(Ez)
(y) . zZ1 ZN-1
A bt s = P(En-1)
(z1)N~2 (zn-1)N72
admet une unique solution (ay, ..., an).
16. Soit (a1, . . ., ay) Punique solution du systéme () (cf. question 15.c), on considere la suite (uy)n>1 définie par :
a aN_1 N-1 1 n—1
N-—
L. R\ = B a-(—) .
()] (zn-1)" ! ; "z
Montrer que pour toutn > N :
N-1
Un = qu_lun—k
k=1
En déduire que pour toutn > 1 :
P(E,) = uy.
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ECRICOME 2014 : CORRIGE

EXERCICE 1

Nous allons prouver que E est un sous-espace vectoriel de 'ensemble des fonctions continues
sur RY.

E est clairement formé de fonctions continues, donc inclus dans ‘6°(R*, R), et la fonction
nulle est dans E : elle correspond 3 P = Q = 0.

Soient f, g deux éléments de E et A € R. Il existe donc quatre polynémes Py, P>, Q1, Q> de
R,,—1[X] tels que pour tout x € R%,

f(x) = xP1(x) + xQ1(x) In(x) et g(x) = xP2(x) + xQ2(x) In(x).
Et donc, pour tout x € R, on a
(Af +9)(x) = x(AP1(x) + P2(x)) + x(AQ1(x) + Q2(x)) In(x).

Puisque AP; + P> et Q1 + Q5 sont encore dans R,_1[X], on a bien Af + g € E.
Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de 6 (R*,R), et donc est un espace vectoriel.

n—1 n—1
Si f € E, soient P = Z arXFetQ = Z biX* deux polyndmes de R,,—1[X] tels que
k=0 k=0

Vx € R%, f(x) = xP(x) + xQ(x) In(x).

Alors, pour x € R}, on a

n—1 n—1 n—1 n—1
flx)=x (Z akxk> +x (Z bkxk)ln(x) = Z Apps1(x) + Z brvgs1(x).
k=0 k=0 k=0 k=0
n—1 n-1
Donc f = Z gl + Z brogs1 € Vect(ug, vy, ..., Uy, On).
k=0 k=0

Et donc E c Vect(ug,v1, ..., up, Un).

Inversement, pour tout k € [1,n], il est clair que ux € E et vy € E, de sorte que
Vect(uy,vq,...,u,,vy) CE.

On a alors?, ‘ E = Vect(uy, vy, . . .

7un,vn)‘ ‘

n n
Soit f = Z arup + Z brvi € E.
k=1 k=1
Pour tout k € [1,n], ona lim uy(x) = 0 et par croissances comparées, lim vg(x) =0
x—0* x—0*
Ainsi, lirg+ f(x) =0, et donc f se prolonge par continuité en 0.
X

Puisque f est continue sur R en tant que combinaison linéaire de fonctions continues, f
est donc prolongeable par continuité en une fonction continue sur R,.
Pour k € [1,n] etx e R}, ona

x k+1
p(ur)(x) = lf e = [ !
xX Jo X

xk

1
o k+1 _k+1uk(x)'

k+1

De méme, pour A €]0,x[, par une intégration par parties, en posant u(t) = In(z) et

k+1
t ) 1 g
u(t) = 7 duisont de classe 6! sur [A, x], avec v’(t) = et v'(t) = t*, il vient

¥ ¥k g+t * x gkl
fA vk(t)dtzfA t ln(t)dtz[ 1n(t)] —fA k+1?dt
k+1
- In(4) - f —dt

+1 Ak+1
(k + 1)2 (k+1)2°

ln(x) A ln( ) —
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VN

— Méthode
A priori, pour prouver qu’un
ensemble E est un espace vec-
toriel, il faudrait vérifier les
huit propriétés d’un espace
vectoriel (les connaissez-vous
les huit ?).
Ceci est trés fastidieux, et
en pratique, dans les sujets
de concours, il est toujours
possible de s’en passer en
montrant que E est un sous-
espace vectoriel d’un espace
vectoriel de référence.
Ici E est inclus dans I'en-
semble des fonctions conti-
nues sur R%, dont nous sa-
vons déja que c’est un espace
vectoriel. Nous nous conten-
tons donc de prouver que E
en est un sous-espace vecto-
riel, ce qui ne nécessite de
vérifier que trois propriétés.

Rappelons que
Vect(uy, v1, - - -, Un, Un)

est ’ensemble des com-
binaisons linéaires de
Ui, V15 - . -, Un, Up.

1 par double inclusion.

Notons que ceci justifie la
convergence de I'intégrale
définissant ¢ : il s’agit d’une
intégrale faussement im-
propre, donc convergente.

On ne sait procéder 4 une
intégration par parties que
sur un segment. Or la fonc-
tion ¢ - ¥ In(#) n’est définie
que sur ]0, x|, qui n’est pas
un segment (intervalle ouvert
en 0). Et donc on ne peut
faire une IPP directement
sur Pintervalle ]0, x] : on
commence donc par la faire
sur un segment [A, x|, puis
on fait tendre A vers 0.
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Lorsque A — 0%, il vient, par croissances comparées,

x ) x xk+1 xk+1
\f; Uk(t) dt = 1}1_1'}014r L ’Uk(t) dt = kT 1 ln(x) - m

On en déduit que

1 xk+1 k+1 1 1
p(vr)(x) = o ( In(x) - (k+ 1)2) k+ 1vk(x) - m%(’d
Et donc | p(ug) = Jp— .
t donc | ¢(ug 1uket(p(vk (k+1)2uk+k+1vk

Si f,g € E,et A € R, alors ¥x € R%,

00490 = 1 [COf@rgndr =2 [ wdes [ gorde =200 oo,

On a donc p(Af +9) = 29(f) + 9(g) :

n
, i des réels tels que f = Z(Aiui + iv;).

i=1

Si f € E, alors il existe A,...,A, et i, ...

Par linéarité de f, on a alors

o(f) = Z (i) + pig(v))

1
_ZA Z“’( T (i+1)2ui)

i Hi _
_Z( I (1+1)2)u +;mvieVect(ul,v1,...,un,v,,)—E
D’aprés les calculs effectués a la question 2, on a
1 1
I 0 0
0 3 0 0 0 0
1 1
0 0 3 7%
0 0 0 1
Matgg () = N
0 0
4 __1
n+l (n+1)2
0 0 0 L

La matrice de ¢ dans la base % est triangulaire supérieure, et tous ses coefhcients diagonaux

sont non nuls, donc elle est inversible :| ¢ est bijectif.

Puisque Matg (¢) est triangulaire, ses valeurs propres sont ses coefhicients diagonaux :

Spec(p) = { , kell, n]]}

Notons que si f est un vecteur propre de ¢, alors ¢(f) = Af, de sorte que

Vx € RY, Af(x) = %fxf(t) dt.
0

La fonction x — x~1/4 est €1 sur R¥, et par le théoréme fondamental de Ianalyse, il en est
+ Y

de méme de x — f f(¢)dt, qui posséde f pour dérivée.
0
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Deux fonctions sont égales
sur R% si et seulement si elles
prennent la méme valeur en
tout x € R}.

Et puisque pour tout x € R},
ona

P(Af + g)(x)
= Ao(f)(x) + p(g9)(x)

on en déduit que

P(Af +g) = Ao(f) + o(9)-

Ceci prouve que ¢, qui est
définie sur E prend égale-

ment ses valeurs dans E (a
priori, on savait uniquement

que @ prenait ses valeurs
dans ’ensemble des fonctions
définies sur R%).

Et comme de plus ¢ est
linéaire, ceci prouve que c’est
un endomorphisme de E.

Rappelons que si f~ est conti-
nue sur un intervalle I conte-
nant a, alors

F:xHfo(t)dt

est une primitive de f sur I.
Autrement dit, F est €7 et
F=f.

1l s’applique ici car nous
avons mentionné que f est
prolongeable par continuité
en 0.
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Donc g est dérivable sur R car produit de fonctions dérivables, et on a

X172
——Af(x) =0,

Vx € R, g'(x) = x A f(x) - %x-““ fx f@)dt = x V' f(x) -
0

Ainsi, | g est constante sur R.

X
Si on note p la valeur de la fonction constante g, alors ¥x € R*, f f(t)dt = px''*, et en
0

dérivant cette relation, il vient

Vx e R}, f(x) = I/—{x“’l_l.

D’aprés la question précédente, pour k € [1,n]], le sous-espace propre associé a la valeur

k. cest-a-dire Vect(uy).

propre A = est inclus dans I'espace engendré par x — x

k+1
1
I est donc au plus de dimension 1. Puisque 1

est bien valeur propre de ¢, ce sous-espace

propre est de dimension au moins 1, et donc est exactement de dimension 1
Ainsi, on a

n
Y, dimEi(p)= ) dimE . (p)=n.
A€Spec(p) k=1 AI;/

Puisque dim E = 2n > n, on en déduit que‘ ¢ n’est pas un endomorphisme diagonalisable.

EXERCICE 2

Notons que pour k = 0, 'intégrale étudiée n’est autre que I'(x) dont nous savons déja

qu’elle converge.

Pour x > 0 et k € N*, la fonction t — (Int)ke~*#*~! est continue sur ]0, +oo[, donc les

éventuels problémes de convergence sont en 0 et en +oo.

Au voisinage de +co, on a, par croissance comparée, lim (Int)*t™! = 0et lim e™'#**2 =0
t—+00 t

Stoo
de sorte que
PInt)ke ! = (np)kr et — 0.
e tot

—0 — 0
t—+co t—ooo

. 1
Ainsi, (Int)ke 1 = o (—)
t—+0co t2
+00 +0o0
Puisque f —3 converge absolument, il en est de méme de f (no)ke ' 1 dr.
1 1
Alternative : on peut aussi noter que puisque (Int)* = o ¢, alors
t—+00
(np)krlet = o (t%e7).

t—+o00

+00 +00
Or lintégrale f t*e~" dt converge car C’est le cas de f t*e7tdt =T(x +1).
+00 1 0
Donc f (Int)*t*~'e~" dt converge.
1

Au voisinage de 0, nous pouvons commencer par remarquer quesix > 1 & x—1> 0, alors
(In t)ks-1 = 0 par croissances comparées, et donc t > (Int)¥t*~1e* est prolongeable
t—

1
par continuité en 0. Et donc f (Int)*e't*! dt converge.
0

En revanche, si x < 1, ce raisonnement n’est plus valable car 1 5 too.
t

—0*

1
Cherchons alors un a < 1 tel que (Int)*+*~le™? = o (t_“)
t—0*
On a alors

ta(ln t)ke—ttx—l — tx—1+a(1n t)ke—t ~O+ tx—1+a(1n t)k.
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Notons que nous n’avons

pas seulement déterminé la

dimension de E_ 1 (¢), nous
k+1

venons méme de prouver
qu'il est égal & Vect(uy).

— Méthode

Commencer systématique-
ment ’étude d’une intégrale
impropre par l'étude du
domaine de continuité de
Iintégrande permet d’iden-
tifier rapidement les bornes
ott une étude de convergence
s'impose.

o
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Par croissances comparées, nous savons que pour x — 1 + a > 0, ceci tend vers 0 lorsque
t — 0.

Etdoncsia vérifiedlafoisx—1+a>0o a>1-xeta < 1, alors
1 Udt
ntket= o [—]et — converge.
t—0+ \ t% o 1%

1
Et donc dans ce cas f (Int)*e~*+*~' dt converge.
0

Il reste juste & remarquer qu’il existe bien des a vérifiant 1 — x < a < 1, car x > 0 et donc

1-x<1.
1-x+

On peut par exemple prendre a = 1, le milieu de P'intervalle ]1 — x, 1].

+00
Et donc f (Int)*e*+*~ dt converge.
0

Nous savons que ‘ I'(x +1) = xI'(x). ‘Et donc en dérivant cette relation, il vient, pour tout
x>0,T(x+1) =T(x) + xI'"(x).
Ainsi,

W+ 1) — U(x) = I"(x+1) B I"(x)  T(x)+xI"(x) B I'(x) 1

Fx+1) T(x) xT(x) L(x) x
En particulier, pour n € N*, on a
¥Y(n+2)-¥(n)=¥n+2)-¥n+1)+Fn+1)-¥n) = nj- 7 %

D’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales, on a, pour tout A € R}, pour
tout B €]0, A[ et pour tout x € R},

A 2 A 2
(f In(¢)e <! dt) = (f (1n(t)e_t/2t(x_1)/2) (e_t/zt(x_l)/z) dt)
B B

A A
2 —t.x—1 —t,x—1
<(fB (In(t))%e "t dt)(fB e tt dt).

Mais lorsque B — 0%, on a, puisque toutes les intégrales qui suivent sont convergentes
d’apres la question 1 :

A A A A
f Inte t*1dt — Inte tp*! dt,f (nt)e ' tdt — f (nt)’e ' dt
B B—0+ 0 B B—0* 0

A A
etf et dt — et dt.
B B—0* 0

Et donc, par conservation des inégalités par passage a la limite, il vient

A A
(fOA In(t)e~t+*~! dt) < (fo (n(t))?e 1< dt) (fo et dt).

De méme, en faisant tendre A vers +oco dans I'inégalité précédemment obtenue, on obtient

+00 2 +00 +00
—t,x—1 2 —t,x—1 —t,x—1
(fo In(t)e™*t dt) < (j; (In(t))7e 't dt) (fo e 't dt).

Soit encore ’ (I"(x))* < I (x)I(x). ‘

La fonction ¥ est dérivable sur R* car T est de classe 6 et donc I est dérivable, de méme

T7(x)T(x) — T (x)?
I(x)?

Et donc ’ ¥ est une fonction croissante sur R%.

2

> 0.

queT,etonaVx >0, ¥'(x) =

1
Pour toutk > 1,0n a =

YR
k2-—a> (k—a)k+a) 2a\k—-a k+al

Et donc il vient

< 1 1 v 1 1 v 1
;kz—cﬂ:Z—a;k—a_Z_aék+a
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Mieux : la limite est nulle si
et seulementsi x—1+a > 0.
Eneffet,six -1+ a < 0,
alors pX~ 1+«

donc le produit tend vers oo
(suivant la parité de k) .
Lecasoux — 1+ a = 0est
encore plus facile : il ne reste
que (In ).

— A Bornes
1l s’agit de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz pour le

produit scalaire

A
(f.9)= fB Flhg(tyde

défini sur 6°([B, A], R).
Notons que sur 6(]0, A]),

ce produit scalaire n’est pas
bien défini, car il se peut que
l'intégrale diverge. Nous
avons donc obligation de
commencer par travailler sur
un segment, puis de passer i
la limite.
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1.b.
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=zik2(\y(k—a+1) \P(k—a))——;(‘lf(k+a+1) W(k + a))
:%(_ (k—a+1)—Z‘P(k—a)—Z‘P(k+a+1)+Z‘F(k+a))
=2i<+\y(l—a) ch—a) f\?(waﬂZW(kw)) ikt

‘I’(n+1—a) Y(1-a)-¥(n+1+a)+¥(1+a))

= %(‘F(l+a)—‘I’(1—a))—%(‘I’(n+l+a)—‘}l(n+1_a)).

Etant donné que a €]0,1[,onan+1+a<n+2etn+1—-a > n Par croissance de la
fonction ¥, il vient donc ¥(n+ 1 +a) < ¥(n+2) et ¥(n + 1 — a) > ¥(n). On en déduit
donc que

¥Y(n+1l+a)—¥(n+1-a) <¥(n+2)-¥n).

Enfin, toujours par croissance de ¥, on a évidemment

Yn+l+a)z2¥n+l-aeo¥n+l+a)—¥(n+1-a)>0

1
Drapreés le résultat de question 2, nous savons que hm ¥Y(n+2)-¥(n) = lim —+ =0,
n
et donc par le théoréme des gendarmes, lim ‘I’(n + 1 +a)-¥(n+1-a)=
n—oco

On en déduit que

n—+oo

< 1
llm Emzz(w(l+a)—‘l’(l—a))

: , . . 1
Ceci prouve que la série de terme général SR est convergente, et que

+00

21%:2%(\1/(1+a)—‘11(1—0))-

n=

PROBLEME
Dans toute la suite, on note B} I'événement «le joueur Ay a remporté le duel numéro n.»

Partie I : Etude d’un cas particulier
Simulation des duels

Cest trés classique : une variable suivant la loi uniforme sur [0, 1], simulée avec rand()

. TN qog 1
prend une valeur supérieure ou égale 2 5 avec probabilité 5>

1 function y = duel()

2 y =

3 if rand()>0.5 then
4 y=

5 end

6 endfunction

I suffit de vérifier si les trois nombres sont égaux :

1 function y = test_victoire(a,b,c)
2 y=

3 if (a==b) & (b==c) then
4 y=

5 end

6 endfunction
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Une série converge si et
seulement si la suite de ses
sommes partielles converge.
La limite de cette suite est
alors la somme de la série.

Il s’agit de la méthode d’in-
version vue dans le TP2 dans
le cas trés particulier d’une loi
de Bernoulli.
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1.c. Pour qu'un joueur gagne le tournoi, il faut qu’il gagne trois duels successifs. On peut donc
utiliser la fonction duel jusqu’a ce qu’elle donne trois fois de suite le méme résultat.

1 function k = tournoi()

2 a=-1;

3 b=-1;

4 c = duel() ;

5 k=1;

6 while test_victoire(a,b,c)<>
7 k = k+1 ;

8 a=>b;

9 b =c;

10 if duel() == then
11 c =k

12 end

13 end

14 endfunction

Les variables ¢, b et a servent 2 stocker respectivement le vainqueur du dernier duel, de

l’avant dernier et de I'antépénultiéme?. 2 Pas facile a placer dans une
Au départ, le vainqueur du premier duel est obtenu avec duel(), qui vaut donc 0 ou 1. copie !

Puis, jusqu’a ce que le gagnant des trois derniers duels soit le méme, on effectue un nouveau

duel (le k-eme) :si c’est le joueur entré en jeu® qui le gagne, c prend la valeur k. Sinon, la % Clest-a-dire Ay.

valeur de ¢ ne change pas : le joueur qui vient de gagner ce duel est celui qui avait gagné
le précédent.

2. Les listes des gagnants possibles des trois premiers tournois sont :
(Ao, Ao, Ap), (Ao, Ag, A3), (Ao, Az, Ad), (Ao, Az, A3), (A1, A1, A1), (A1, A1, Az), (A1, A2, Ar), (A1, Az, A3).

I est évident qu’il ne peut y avoir de gagnant a Iissue du premier duel, ni a Iissue du
second duel, car alors aucun joueur n’a gagné trois duels de suite.

Donc \ P(Ey) = P(E) = 1. \
Enfin, on ne peut avoir un gagnant lors du troisiéme duel que si le gagnant du premier
duel a également remporté les deux suivants. Donc

P(Es) =P ((BynBiNB}) U (B nBinBY)).

Mais les deux événements (B(l) N B(z) N Bg) et (Bl nB2N B%) sont incompatibles, de sorte que — & Danger !
L’indépendance des duels
o 1~ B2 A RS 1~ B2~ R3 :
P(E3) =P (Bo NByN Bo) +P (B1 NBiN B1) . n’implique pas que les B
soient indépendants.
Or, par la formule des probabilités composées, on a Par exemple,
1 P(B2NBY)=0
1 2 3\ _ 1 2 3 _ &
P (BO n BO n BO) =P (BO) PB‘% (BO) PB%QB(Z) (BO) B 23" I car si lejoueur Ap a gagné
1 le premier duel, alors Aj ne
De méme, P(B% n B% N B?) = — et donc disputera pas le second et
8 donc ne pourra pas le gagner.

Pourtant chacun de ces deux

3 3
— 1 1 1 événements est de probabilité
P(E3) = (E) + (_) = Z non nulle.

Et donc P(E3) = 1 — P(E3) =

On a donc bien | P(E;) = %P(Ez) + %P(EQ.

3. Notons A(i") I’événement «e vainqueur du n®™ duel a gagné i duels a Iissue du n®™ duel».
Alors {A(l."), iet, n]]} est un systéme complet d’événements. ot .
Puisqu’il n’y a pas de vain-
D’aprés la formule des probabilités totales, on a alors queur A Pissue du né™ duel,
celui qui a gagné ce duel ne
peut en avoir déja gagné plus

n
P(En) = ) Pyn(En) = P (AL”) Py (Ba) + P (AS”) Py (En). de deu.
i=1
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Or, A(ln) = B" et donc P (A(l)) =P(B") = 1

Et sachant que A, a gagné le n®®< duel, il n’y a pas de gagnant au bout de n duels si et
seulement si il n’y en avait pas au bout de n — 1. Et donc P A (E,) = (n)(En 1).

Mais E,,_; et A(I") sont indépendants, de sorte que P (En_1) = P(En_l).
1

1
De méme, on prouve que P (A(Z")) =37 et que PA(n)(En) = P(Ep-2). Et donc
2

P(En) =

1 1
EP(En—l) + ZP(En—Z)-

La relation précédemment obtenue montre que la suite (P(E,,))n>1 est une suite récurrente

1 1
linéaire d’ordre 2, de polyndéme caractéristique X2 — EX -7

1
Le discriminant de ce polynoéme est i 1>0.

Et donc le polynome caractéristique posséde deux racines réelles distinctes ry = et

1-+5

r = , et alors il existe deux réels A et y tels que

Vn > 2, P(E,) = Ar{ + pr3.

Notons que 2 < V5 < 3, de sorte que rq et rp sont toutes deux dans ] — 1, 1[.
Etdonc| lim P(E,) =

n—+oo

+o00
Pour toutn > 2, 0on a ﬂ Ex c E,. Et donc

k=2
+00
< P(ﬂ Ek) < P(Ey).
k=2

Ainsi, en faisant tendre n vers +oo, il vient

P(kﬁjEk> =0

+00
Or, I'événement ﬂ Ej est Pévénement «le tournoi ne désigne pas de vainqueur». Et donc,
k=2
par passage a I'événement contraire, le tournoi désigne un vainqueur avec probabilité 1.

Partie II : Ecude du cas général.

Sachant que le joueur qui a remporté le n®m duel a remporté les k dernier duels, avec k < N,
il n’y a pu y avoir de gagnant du tournoi lors des duelsn -k + 1,n—k+2,...,n+1,n.
Et donc E,, est réalisé si et seulement si il n’y avait pas non plus de gagnant du tournoi lors
des n — k premiers duels.

Et donc PA(kn) (Eyp) = PA(kn)(En_k).

Or, les événements A;") et E,_x sont indépendants car E,,_j ne dépend que des résultats des

(n — k) premiers duels, alors que Ag{") de dépend que des résultats des duelsn—k +1,...,n
(n) (k)
P(A" NE,.) P (AP)PE, 1)
Et donc P, (Ent) = (4 5 k) = (4) 5 = P(Eng).
‘ P(4) P(4)
Ainsi, on a bien
Py (En) = P(Ep)-
Pour k > N,ona
Notons que {A(") ke, n]]} est un systéme complet d’événements. P ) (En) = 0
Par la formule des probabilités totales, on a
car si un joueur a gagné
L N= k > N duels, le tournoi a
P(E,) = Z p (A(n) A(n)(En) = Z A(n) A(n)(En). désigné un vainqueur.
k
k=1 =

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

10.

CORRECTION

103

Mais A(n) Bn —k+1 N B k+2 N---NB"*

+1 n—k+1 n—k+1° 3
Et donc par la la formule des probablhtes composées,

P(AEC")) = (BZ ll:}) PB;‘:’,:l (BZ iﬁ) ©+ Pk gnks2ny . gn-t (BZ—k+1)‘

n—k+1 n—k+1 n-k+1

Etona P(Bz:’g}) = p car le joueur A,_j4q est rentré en jeu lors du (n — k + 1)*™ duel, et

toutes les autres probabilités conditionnelles valent g.
Et donc P(Ag(")) =pg~ .
On en déduit donc que

N-1

N-1
P(En)= ) pd" " Py (En) = | Y 94 P(Ener).
= k=1

Comme 2 la question 2, il ne peut y avoir de vainqueur du tournoi en strictement moins
de N duels, donc

|P(E\) = P(Ep)=--- = P(En-1) = 1.]

On en déduit, en utilisant la relation (%,), que

N-1 N-1 N-2 g~
P(Ex)= Y. pd" =p ) @ =p ). ¢ L _[1-g"
k=1 k=1 i=0
Utilisons la relation (%) :ona
N-1 N-1
P(Ey) = P(En1) = ) pd" ' P(Eni) = " pg" ' P(Ens14)
k=1 k=1
N-1
= > pg"  (P(En-i) = P(Eps1-k)
k=1
N-1
= > pg" ' P(En i) - qu "P(Ensi-k)
k=1 k=1
N-1 N-2
= > g P(Eai) - Y. pq'P(Eni)
k=1 i=0
N-1 N-1
= > g P(En i) = D" pg"P(En-i) = pP(En) + pg™ ' P(En-n+1)
k=1 k=1
N-1
= > pg" (1 = QP(En-t) — pP(En) + pg" "' P(En_n+1)
k=1
N-1
=, 0°¢" ' P(Eni) — pP(En) + pg" "' P(En-n+1)
k=1

N-1
= gV P(En-n11) +p (Z pg" ' P(E, ) - P(En))
k=1

= qu_lp(En—N+1)-

Le polyndme Q posséde pour dérivée

N-1

Q)= ) kpg*Ix*!

k=1

qui prend des valeurs strictement positives sur ]0; +oo[.

Donc la fonction x = Q(x) est strictement croissante sur ]0; +ool.

Elle est bien évidemment continue® sur cet intervalle, et ona Q(0) = =1 et lim Q(x) = +oo0
x—+00

car le coeflicient dominant de Q est strictement positif.
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Si le vainqueur du n®™¢ duel
en est a sa k™€ victoire, c’est
qu'il s’agit du joueur entré

en jeu lors du (n — k + 1)tme
duel et qu’il a remporté tous
les duels de numéro compris
entre n — k + 1 et n (soit k

duels).

i=k-1.

i=k-1

4Car polynomiale.
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D’apres le théoréme de la bijection, il existe un unique x €]0; +cof tel que Q(x) = 0.
De plus, on a
N-1

Q)= > pg' —1=1-¢""—1=—g"" <0
k=1

de sorte que ry > 1.
Et comme il a déja été dit que Q' est strictement positif sur ]0; +oo[, on a également

Q'(rn) > 0.

Prouvons le résultat par récurrence forte sur n. o
Cela signifie qu’on ne sup-

n—-N
Pourn e [1,N - 1], ona i = ()N > 1. pose pas seulement 'hypo-
N theése vérifiée au rang n — 1
pour prouver qu’elle lest au

n—-N
Et puisque P(E,) < 1, alors P(E,,) < (i) . rang n, mais on suppose plu-
N tot qu’elle est vérifiée 2 tous
1 n—k-N lesrangs 0, 1, ..., n— 1 pour
Supposons donc que pour tout k € [1,N — 1], P(E,—) < (a) . prouver qu’elle est vraie au
rang n.

9 A\ M
Alors, d’apreés la relation (>), Ici on n’a pas vraiment be-

soin d’une hypothése aussi

Nl forte : il suffit de supposer
P(E,) = Z qu_lp(En_k) quelle est vérifiée aux rangs
k=1 n-N,n-N+1,...,n-1
N-1 pour prouver qu’elle est vraie
< qu—l (i)n—k—N au rang n.
k=1 N
NS
N k=1
1 n-N
< (E) (Q(rn) + 1)
1 n—-N
<|— . O(rn) = 0.
N

-N
.y , 1\"
Et donc, en vertu du principe de récurrence, | pour tout n € N*¥, P(E,) < (— .
N

1\ N 1

La série de terme général (—) est géométrique, de raison — €]0, 1[, donc conver-
N N

gente.

, 1\ . :
Puisque pour tout n, 0 < P(E,) < (—) ,on en déduit que’ la série de terme général P(E,) converge.
N

De plus, en sommant, comme indiqué, la relation (%3) sur les entiers n > N, il vient

+00 too
_ N-1 La convergence de ces séries
Z (P(En) = P(Eps1)) = Pq Z P(EH—N+1)' est garantitf,: car ). P(Ep)
n=N n=N converge.
Or,on a

+00 +00 +00

D (P(E) = P(Eni1)) = D P(En)— ). P(E,)=P(En)=1-¢""".

n=N n=N n=N+1

Et d’autre part, le changement d'indice i = n — N + 1 montre que
+00 +00
pgV ™t D PEanit) =pg™ ' > P(E).
n=N i=1

On en déduit que

FES N-1
1-

D PE) = ——.

= pq
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En-1 N E, est 'événement : «l n’y a pas de gagnant aprés le (n — 1)*™ duel et il y en a un
apres le n®me,

I est donc réalisé si et seulement si la proclamation du vainqueur a eu lieu aprés le n®me
duel, donc si et seulement si [X = n] est réalisé.

Et donc E,_1 NE, = [X = n].

Puisque [X = n] = E,_ N Ey, alors [X = n] € E,_y, de sorte que

n—-1-N
P(X =n) < P(E,-1) < (—) .
N

1 n-1-N
Et donc, pourtoutn>1,0<nP(X =n)<n (—) .
N

n—-1-N
Mais la série de terme général n (%) est une série géométrique dérivée convergenteS.
N

Par critére de comparaison, on en déduit que la Z nP(X = n) converge’ et donc que X
n>1

admet une espérance.

De plus, on a, par la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événe-

ments {Ep, En}, P(En-1) = P(En-1 N Ey) + P(Enoy N Ep).

Mais E, C E,_1, de sorte que E, N E,_; = E, et donc

P(Eq-1 NE,) = P(Ey—q) — P(Ep).

Et donc il vient

E(X) =) nP(X =n)
n=1
=P(X =1)+ Z n(P(Ep-1) — P(Ey))
n=2
= Z nP(E,—1) — Z nP(E,)
n=2 n=2
= >k + DP(EL) - Y nP(Ey)
k=1 n=2
=2P(E;) + Z kP(Ey) + Z P(E) — Z nP(En)
k=2 k=2 n=2
=1+ Zo.jP(En)-
k=1
Et donc
1= qul
EX)=1+ qu

Partie III : Calcul de P(E,).

SiQ(z) = Q’(z) = 0, alors z est racine double de Q, de sorte que Q est divisible par (X —z)°.
Et donc R, qui est un multiple de Q est également divisible par (X — z)2, de sorte que z est
également racine double de R. Et donc R(z) = R'(z) = 0.

Alors il vient

(N—1)2—N=zR'(z)—NR(z)=O<:)z=NN

1 €]0; +oof.

Mais nous savons que Q ne posséde qu’une seule racine dans ]0; +co, égale A ry, et que

Q’(rn) > 0. Ceci contredit 'hypothése selon laquelle Q’(z) = 0.
f est linéaire d’aprés ’énoncé”.

De plus, si S € Ker f, alors

ERCEE R

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

5 Car de raison dans J0, 1.

6 Et donc converge absolu-
ment car il s’agit d’une série a
termes positifs.

La relation précédemment
obtenue n’est valable que
pour n > 2.

P(X=1)=0car N > 3.

k=n-1.

P(Ep) = 1.

Rappelons qu’une racine
double « est une racine a la
fois de Q et de Q’, et que cela
est équivalent a ce que Q soit
divisible par (X — ).

7 Méme s'il n’y aurait aucune
difficulté a le vérifier.

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

106

ECRICOME 2014

Puisque les z; sont distincts, leurs inverses sont également distincts, et donc S possede N -1
racines distinctes. Sachant qu’il est de degré au plus N — 2, c’est donc le polynéme nul.
Et donc Ker f = {0} : f est injectif.

OrdimCn_»[X] =N -1=dimCN~! : ‘ f est donc un isomorphisme. ‘

15.b. OnaS() = (1,1,...,1), S(X) = (Zli
1

I
k€ [0,N -2],

0=((3) (1))

Donc la matrice de f dans les bases canoniques de Cn_[X] et CN1 est

) et plus généralement, pour tout

1 1
1 o N2 1 1 . 1
1 1 Y 11 1
pe e N-—2 4 ) ZN-2
A= > % .|Etdonc|tA=]| . ) .
X X 1 1 1
N-2 N-2 N-2
1 vt e Z%:% z; z, ZNq

15.c. Puisque f est un isomorphisme, A est inversible. Et donc A est également inversible.
Or, il s’agit de la matrice du systéme (), qui est donc un systéme de Cramer. Il admet

donc une unique solution?.

16. Ona, pourn > N,

N-1 N-1 N-1 1\nk-1
_ k-1
> pd unk = D g %(z—)
k=1 k=1 j=1 J
N-1 N-1 1\ k-t
= a > pg*! (z_)
=1 k=1 7
N-1 1\ Nl
S ()7 Sy
j=1 J k=1
N-1 1 n-1
(1) e
— Zj
j=1
N—l (1)}1—1
=N

N-1 k-1
1
Par définition des a;, on a, pour k € [1,N — 1], P(Ey) = E a; (—) = ug.
2
J=1 !
9

Procédons alors par récurrence” : supposons que

P(Es-1) = up—1,P(Ep—2) = Up-2, ..., P(EpoN+1) = Un-N+1-

Alors

N-1
P(En) = ) pq" " P(En-t)
k=1

-1
k-1
Pq Un—k

1

Il
b4

~
Il

Il
E
3

En vertu du principe de récurrence, pour tout n > 1, | P(E,) = up,.
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Une application linéaire
entre deux espaces de méme
dimension est un isomor-
phisme si et seulement si elle
est injective.

Puisque A est inversible,
onarg(A) = netdonc
rg(*A) = n, de sorte que ' A
est inversible.

8 Indépendamment du choix
du second membre.

zj est une racine de Q.

9 Forte, comme 2 la question
11.

C’est la relation ().

Hypothése de récurrence.

M. VIENNEY
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Sujet : Quelques propriétés des matrices dont une puissance est égale 2 la transposée.

Abordable en premiére année : X Intérée :
Thémes du programme abordés : produits scalaires, matrices symétriques.
Commentaires : trés classique (2 I'exception de la derniére question), a faire au moins une fois.

On note :
o M n,1(R) I'ensemble des matrices colonnes (a n lignes) a coefficients réels ;
e M ,(R) Pensemble des matrices carrées de taille n i coefficients réels;
e ‘U la transposée d’une matrice U;
o ker(M) = {X € Mn,1(R) tel que MX = 0} et Im(M) = {MX, X € M,,1(R)} ot M est une matrice de 4, (R).

On munit A ,,1(R) de son produit scalaire canonique (X,Y) = “XY et on note | - || sa norme associée.
On considére une matrice A € A ,(R) et un entier naturel k non nul tels que A¥ = *A. On pose alors B = AA € M ,(R).

1. Calculer !B et établir que : VX € ,,1(R), (BX,X) = [JAX].

2. Démontrer que toutes les valeurs propres de B sont réelles et positives.
3. Prouver que : B = B. Quelles sont les valeurs propres possibles de B ?
4. Justifier que : B? = B.

5. Montrer que : ker(B) = ker(A) puis que : Im(B) = Im(A).

. Ecablir que : VX € Im(A), [AX]| = |IX]|.

=

Sujet : Etude d’une suite récurrente

Abordable en premiere année : X Intérée :
Theémes du programme abordés : suites, fonctions de plusieurs variables,calcul différentiel d’ordre 1.
Informatique : les questions de Turbo Pascal du sujet original ont été traduites en questions de Scilab.

On consideére :

* la fonction f définie sur R? par :
\/(x, y) € Rz’ f(x7 y) = % [x2(1 - x2) + yz(l — yZ) + ZXy] .

* la suite (u,) définie par :
vn > 07 Up+2 = f(un’un+1) avec (HO, ul) € [O’ 1]2'
1. Etude de f

a. Si(a, b) est un point critique de f, justifier que a = b puis déterminer tous les points critiques de f ainsi que la
valeur de f en chacun de ses points critiques.

On admettra dans toute la suite que :
2 2 5 5 L 5 o0
Y(x,y) € R%, fx,y) < g(x +y )_E(X +y9)”.
2t t2

5 10
c. Démontrer que la fonction f posséde un maximum et qu’elle n’est pas minorée.

b. Préciser le ou les extremums de la fonction g : t € Ry

2. Ecrire une fonction Scilab qui prend comme paramétres un entier N et les valeurs de ug et u; et retourne la valeur
de uy correspondante.

3. Etude de la suite (u)n>0
On considére la suite (ap )0 définie par :

2
VneN, apo = T (an + any1) avec ap = ug et a; = uy.
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a. Démontrer que :VYn >0, 0 <u, < 1.

En déduire que :V € N, upio < = (up + tns1) .

U'lll\)//\

b. Justifier que :V¥n € N,u, < a,.

c. Etablir I'existence de quatre réels A, y, r, s tels que :
YneN, a, = Ar" + ps"

puis étudier la convergence de la suite (un)n>0.

Sujet : Discrétisées de variables aléatoires Moyen

Abordable en premiére année : v/ (sauf peut-étre 5.d) Intérét :

Thémes du programme abordés : variables discrétes, variables 4 densité, séries numériques, intégrales impropres
Informatique : les questions de Turbo Pascal du sujet original ont été traduites en questions de Scilab.

La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Commentaires : les deux premiéres parties sont plutdt faciles, la derniére est un peu plus technique.

Soit x un réel, on note | x| la partie entiére de x, c’est 2 dire I'unique entier N tel que : N <x < N + 1.
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, &/, P). On définit X4 sur (Q, o/, P) par :

Yo € Q, X4(w) = | X(w)].

On admet que X est une variable aléatoire sur (Q, o/, P), on I'appelle «la discrétisée de X».
Le probléme consiste :
— 2 étudier quelques propriétés de la discrétisée de variables suivant quelques lois usuelles (Partie I) ;
— puis 2 étudier plus spécifiquement le cas ot les variables possédent une densité définie par un polynoéme (Partie II) ;
— et enfin A établir qu’une variable discréte, satisfaisant A certaines conditions, est la variable discrétisée d’une variable
a densité (Partie III).

Les parties I, IT et III sont largement indépendantes.

Partie I : Calculs de discrétisées.
1. En Scilab
* la commande floor(x) calcule la partie entiére du réel x ;
* la commande rand() crée aléatoirement un réel appartenant a I'intervalle [0, 1] (qui suit la loi uniforme sur [0, 1]).
On rappelle que si Z suit la loi uniforme sur [0, 1] alors, pour tout a € R., aZ suit la loi uniforme sur [0, a].
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 4] (a € R,) et Xy sa discrétisée. Ecrire une fonction
Scilab qui, a un réel a (positif) fourni par l'utilisateur, renvoie une réalisation de Xg.

2. Soit X une variable aléatoire possédant une densité f. Montrer que :

k+1
VkeZ, P Xy =k)= f(x)dx.
k

3. Soit N un entier naturel non nul et X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur Iintervalle [0, N]. Déterminer
la loi de X4 (on précisera les valeurs prises par X).

4. Etablir que I'on définit bien une variable aléatoire discréte Y en posant :

Y(Q) = {1,2,...,9}

Vk € Y(Q), P(Y = k) = @m(%)

Proposer une densité f telle que si une variable aléatoire X posséde f pour densité alors sa discrétisée X, suit la loi
de Y.

5. Soient X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parameétre A € R} et n un entier naturel non nul.

On pose : Y, = Ln;(J'

a. Justifier que la variable nX posséde une densité f,, que I'on précisera.

b. Donner la loi de la variable aléatoire |nX]|.
Vérifier que [nX| + 1 suit une loi connue dont on donnera le nom et le parametre.
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_A(lnx] + 1))

c. Soit x € R,. Prouver que : P(Y, <x)=1-exp (
n

. nx] . . . .
d. Donner un encadrement simple de =—— puis montrer que la suite (Y,),>1 converge en loi vers une variable
n

aléatoire Y dont on précisera la loi.

Partie II : Discrétisées de lois «polynomiales».
On note R, [X] l'ensemble des fonctions polyndmes a coefhicients réels de degré au plus n et on pose :

Yk € {0,1,...,n}, ek:xeRka.

Si Q appartient 3 R,[X], on pose u(Q) la fonction définie sur R par :

x+1
Vx € R, u(Q)(x) = f o(t) dt.

. Pour tout entier k € {0, 1,...,n}, calculer u(ey) puis exprimer u(e) en fonction de eg, e1, . . ., en.
. Etablir la linéarité de u et justifier que si Q € R,[X] alors u(Q) € R,[X].

. Etablir que la famille (u(ex))o<k<n est une base de R,,[X].

O o 0 O

. Justifier que pour tout polynéme R € R, [X], il existe un unique polynéme Qg € R,[X] tel que :
x+1
Vx € R, R(x) = f Qr(t) dt.

10. En considérant n = 1, expliciter Qg lorsque : Vx € R, R(x) = %

11. Soient N un entier naturel et X une variable aléatoire dont f est une densité.

a. On suppose qu’il existe un entier naturel n et un polyndéme Q € R,[X] tels que :

Q(x) sixe[0,N+1[
0 sinon

Vx € R, f(x)={

Etablir lexistence d’un polyndme R € R, [X] tel que :

X4(Q) =1{0,1,...,N}
Vk € Xd(Q), P(Xd = k) = R(k)

b. On considére la variable aléatoire discréte Y définie par :
Y(Q)={0,1,2,3}
k
VK € Y(Q), P(Y =K) = ¢
Montrer qu’il n’existe aucun polynéme Q € R[X] tel que :

Vx € [0, 4], f(x) = Q(x)

et tel que Y soit la discrétisée de X.
Indication : procéder par I'absurde et constater que I'une des propriétés des densités west pas satisfaite.

Partie III : Variables dénombrables discrétisées.

On considére une variable aléatoire Y définie sur (Q, «/, P) ainsi qu’une fonction g : Ry — R, qui soit de classe 62 sur R,
et telle que Y(Q) = Net : Yk € N, P(Y = k) = g(k).

+o00
En particulier, la série Z g(k) converge et : Z g(k) = 1.
k>0 k=0

On suppose en outre que g est décroissante et qu’il existe un réel C > 0 tel que :
que g est decroissante et g q

Vx € Ry, |g'(x)| < 5 etlg”(x)] <

_c _c
(1+x) (1+x)?
+00
—Zg'(x+k) six 20
k=0

0 six >0

Pour tout réel x, on pose : f(x) =
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12. Soit x € R,. Prouver la convergence de la série Z g'(x + k). Quel est le signe de f?
k>0

Clx — q|

(k+1)%

b. Prouver existence d’'un réel D > 0 tel que : V(x,a) € (R})?, |f(x) — f(a)| < Dlx — al.
Justifier la continuité de f en tout réel a € R,.

13, a. Erablir que :V(x,a) € (Ry)% Vk € N, |¢'(x + k) — g'(a + k)| <

14. Soit t un réel positif. Pour tout entier naturel N, on pose :

N +00
Sn(t) = — Z g'(t+k) et Ry(t) = — Z gt +k).
k=0 k=N+1
1 1 1

a. Démontrer que :Vk € N*, Vt e Ry,

< - .
t+k+1)2 t+k t+k+1
En déduire que : YN € N, ¥t € Ry, [Ry(2)| <

N+1°

1 1
b. Prouver que : YN € N, f f)dt =g(0)—g(N +1)+ f Rn(t)dt.
0 0

1
c. Justifier que : klim g(k) = 0 et que : f f()dt = g(0).
—+00 0
15. a. Vérifier que :Vt e Ry, f(t+1) = f(t) = g'(¥).

x+1
En déduire que : ¥x € Ry, g(x) = f(t)adt.

N
b. Pour tout entier N > 0, on pose : Sy = f f(t)dt.
0

N-1 x
Etablir que : VYN € N*, Sy = Z g(k) puis que :Vx € Ry, S|y < f ft)dt < Sjxjs1.
k=0 0

+00
En déduire la convergence de l'intégrale f f(¢)dt et préciser sa valeur.
0

c. Démontrer que f peut étre considérée comme la densité d’une variable aléatoire X et que sa discrétisée Xy
suit la méme loi que Y.
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ECRICOME 2013 : CORRIGE

EXERCICE 1

Ona'’B="("AA)="A'("A) = "AA =
On en déduit que pour X € M, 1(R), on a

(BX,X) = {(BX)X = 'X'BX = 'XBX = ‘X' AAX = "(AX)(AX) = | ||AX||>.

Puisque B est symétrique 4 coefficients réels, ses valeurs propres sont toutes réelles.
Soit A € Spec(B) et soit X € M, 1(R) un vecteur propre associé. Alors

(BX, X) = (AX, X) = XX, X) = A||IX]|]*.

Drautre part, on sait que (BX,X) = lAX]]? = 0.
AX I
l1x11>

Mais [|X|]*> > 0 car X n’est pas le vecteur nul', de sorte que A =

Ainsi, | toutes les valeurs propres de B sont positives.

OnaBk — (tAA)k — (AkA)k :Ak(k+1) — (Ak)k+1 :Ak+1 :AkA: tAA:

Donc B est annulée par le polyndome X* — X = X(X*~1 - 1), qui posseéde pour racines réelles
0 et 1, ainsi que —1 si k est impair.

Or les valeurs propres de B sont des racines de X* — X, et donc sont parmi {-1,0, 1}.
Puisque de plus nous savons qu’elles sont positives, les seules valeurs propres possibles de B
sont O et 1.

B est diagonalisable?. Donc il existe une matrice P inversible, et une matrice D diagonale,
dont les coefficients diagonaux valent tous 0 ou 1, telles que B = P~'DP.

Alors B> = (P~'DP) = P! D?P.

Mais D? est une matrice diagonale dont les coefficients sont les carrés de ceux de D. Puisque
02 =0 et 1° = 1, on en déduit que D*> = D et donc m

Il est évident que si X € ker(A), alors BX = TAAX = - A0 = 0.
Donc ker(A) c ker(B).
D’aprés ce qui a été prouvé 2 la question 1, si X € ker(B), alors

[AX]* = (BX,X) = (0,X) = 0.

Et donc ||AX|| = 0, de sorte que AX =0 : X € ker(A).

On en déduit que ker(B) c ker(A) et donc ‘ ker(B) = ker(A). ‘
Soit f4 I'endomorphisme de 4, 1(R) défini par fa(X) = AX.
Alors ker(A) = Ker(fa) et Im(A) = Im(f4).

Par le théoréme du rang, on a donc

dim ker(A) + dim Im(A) = dim Ker(f4) + dim Im(f4) = dim A, 1(R) = n.

De méme, on a dim ker(B) + dim Im(B) = n.
Puisque ker(A) = ker(B), on en déduit que dim Im(A) = dim Im(B).
Or, si Y € Im(B), alors il existe X € A, 1(R) tel que Y = BX et donc

Y = YAAX = AKX = A(AFX) € Im(A).

Et donc Im(B) c Im(A).
Ces deux sous-espaces vectoriels de ./, 1(R) ayant méme dimension, ils sont donc égaux :

Im(B) = Im(A).

Soit X € Im(A). Alors X € Im(B) et donc il existe Y € ., 1(R) tel que X = BY. Et donc

IAX|]> = (BX, X) = (B*Y, BY) = (BY, BY) = (X, X) = | X|*.

Et donc en passant 2 la racine carrée?, il vient | [|AX]| = |IX]I.
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Une matrice réelle pourrait
avoir des valeurs propres
complexes.

Nous savons que ce n’est pas
le cas d’'une matrice symé-
trique, qui est diagonalisable

dans 4 ,(R).

1 Clest un vecteur propre !

Pour k > 3,ilyaégale-
ment des racines complexes
non réelles, mais les valeurs
propres de B étant toutes
réelles, ces racines com-
plexes ne sont pas des valeurs
propres de B.

2 Car symétrique réelle.

3 .
Une norme est toujours
positive.
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EXERCICE 2
Ftude de f

f est de classe 6! car polynomiale, et on a

(2x—4x3 +2y) ,0f(x,y) = % (2y—4y3 +2x) .

[S20

01 f(x.y) =

Donc (a, b) est un point critique de f si et seulement si

2a—4a>+2b=0 2a—4a®+2b=0 - a-2a>-b=0
2b—4b3+2a=0 LyL-Ly |4a® —4b3 =0

Mais la fonction cube étant injective?, la seconde équation est en fait équivalente a a = b. # car strictement croissante

(a,a) est alors un point critique si et seulement si 2a — 4> +2a=0ed-a=0e

ala+1)(a—-1)=0.

Ainsi, | f posséde trois points critiques qui sont (0,0), (1,1) et (=1, -1).
2

On aalors £(0,0) =0, f(1,1) = g,f(—l,—l) =3

1
La fonction g est de classe 6! sur Ry, de dérivée égale 2 g/(t) = B (2 - t). Ainsi, g’ s'annule 0.4 5

en 2, et donc g est croissante sur [0, 2] et décroissante sur [2, +co]. 0.2 |

Puisque ¢(2) = %, alors g posséde un maximum en ¢ = 2, qui vaut = et ne posséde pas de

minimum car tlim g(t) = —o0. -0.2 +
—+00

—0.4 |

FiGURE 1- La fonction g

Notons que le résultat admis se traduit par
V(x,y) € R?, f(x,) < g(x* + 7).

Or g admet un maximum, égal 4 g(2) =

= f(1,1).

2
Ainsi, f posséde un maximum, égal a = atteint en (1,1) et (=1, —1).

Et donc, pour tout (x,y) € R?, f(x,y) <

U] DU N

Points critiques

] Il est certain que le maxi-
Enfin, f n’est pas minorée, par exemple car mum n’est pas atteint en
d’autres points, car il est né-
1 cessairement atteint en un
li = i Z(=2x*) = — oint critique.
im f(x,x)= lim x") = —oc0. P q
x—+00 5

X—+00
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1 function y = suite(u,v,N)

2 a = zeros(1,N+1) ;

3 a(l) = u;

4 a(2) =v;

5 for i = N+

6 a(i) = 1/5%(a(i-1)"2*(1-a(i-1)"2) +

7 a(i-2)*2x(1-a(i-2)"2)+2*xa(i-1)*a(i-2)) ;
8 end

9 y=alN+1);

10 endfunction

Etude de la suite (un)ns0

Prouvons par récurrence double® sur n que 0 < up, < 1.

Aux rangs n = 0 et n = 1, la propriété est vérifiée car il s’agit de I'une des hypotheses de
I’énoncé.

Supposons donc que u, et u,41 soient tous deux dans [0, 1].

Alors on a upyo = f(un, unt1) < f(1,1) < % < 1.

Dautre part,onal—u2 > Oet 1 - ”;21+1 > 0 de sorte que

Upy2 = (un(1 - ui) + up1(1 - ui+1) + 2unun+1) > 0.

1
5
Etdonc 0 < upyp < 1.

Par le principe de récurrence double, ‘ VneN,0<u, <1. ‘Il vient alors, pour toutn € N,

Uns2 = f(Un, tns1) < % (u,z2 +ui+1) - 11—0 (u% +“i+1)2 < g ( ,21+ufl+1) .

Mais u,, et up1 sont tous deux dans [0, 1], donc supérieurs a leurs carrés respectifs. Et
donc

2
Up+2 S g (un + un+1) .

Prouvons ce résultat par récurrence double sur n € N. Il est évidemment vérifié aux rangs
0 et 1, par définition de ag et de a;.
Supposons que u, < ap et Upi1 < Apyl- Alors

2 2
Ups2 S g (un + un+1) < g (an + an+1) = An+2.

Par le principe de récurrence double, la propriété est vérifiée pour toutn € N :

’VneN,un < ay.

La suite (a,,) est récurrente linéaire d’ordre deux.

Son polynéme caractéristique est X 2_ gX - %, de discriminant égal a A = % + g = % > 0.
Ses deux racines sont alors r = 1+ Vi1 et 1= ‘/ﬁ
Et alors il existe deux constantes 1 2t u telles qL?e
YneN,a, = Ar" + us".
De plus, 11 < 16, et donc V11 <4 = 1+ V11 < 5, de sorte que r = # < 1. Etil est

évident que r > 0. De méme

1-vV11
\/ﬁ<6:>—5<1—\/ﬁz>—1<T\/_.

Donc rp, €] - 1,0].

Alors, il vient lim r" = lim s" =0, de sorte que lim a, = 0.
n—+oo

n—+oo n—+oo

Comme on a 0 < u, < ap, daprés le théoréme des gendarmes, on en déduit

lim u, =0.

n—+oo
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Le vecteur a contient tous
les termes de la suite, en
gardant en mémoire qu’en
Scilab le premier coefficient
est numéroté 1. Donc a(i)
contient u;_1.

On remplit alors les deux
premiers coefficients grace
duet v, qui sont les deux
premiers termes de la suite,
puis une boucle permet de
remplir les autres coefficients.

5 Puisque u,.» dépend de
un+1 et de uy, il est impor-
tant de procéder a une récur-
rence double, une récurrence
simple ne serait pas suffisante.

Pour x € [0, 1],0ona x < x2,
alors que pour x > 1,0na
x% > x.

1

Ficure 2—- Comparaison entre
x et x2.

L’énoncé demande de prou-
ver que de telles constantes
existent, pas de les détermi-
ner.

Toutefois, afin de calculer la
limite de la suite, nous allons
avoir besoin des valeurs de
ets.
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PROBLEME

Partie I : Calculs de discrétisées.
On simule une loi uniforme sur [0, a] 4 partir de rand en utilisant I'indication fournie par
I’énoncé, puis il sufht de prendre sa partie entiére.

1 function y = questioni(a)
y = floor(a*rand()) ;
3 endfunction

Ona[Xg=k]=[X]=k]=[k <X <k+1]etdonc

k+1
PXg=k)=Pk<X<k+1)= f f(t)dt.
k

Notons que X prend ses valeurs dans [0, N] et donc X, prend ses valeurs dans [0, N].
De plus, P(Xy = N) = P(X = N) = 0. Et pour k € [0,N — 1],

k+1 1 1
P(Xq=k)= —dt = —.
(Xg =k) fk th N

Et donc ’ X suit la loi uniforme sur [0, N — 1]. ‘

9
Les P(Y = k) sont positifs, il s’agit donc de vérifier que Z P(Y=k)=1.0r
k=1

9

> L 1(k+1)— ! il(kﬂ)—Lil(k)— L (1n(10) - In(1)) = 1
In(10) "\ k ) (o) & In(10) & 7 " In10) =2

k=1

Cherchons donc une densité f telle que, pour tout k € [[1,9],

o f(tydt = ln(110) n (kz 1) — 1n(110) (In(k + 1)  In(k)) .
Par exemple, soit f la fonction définie par
0 sit <1
ft) = ln(lO)% sil<t<10
0 sit>10

Alors f est positive, continue sauf en 0 et en 10 et on a

+oo _ 1 10 gt _ 1 10 _
f,m f(t)dt_ln(m)f] 7 T In(10) [ln®];"=1.

Donc f est bien une densité de probabilité, et on a, pour tout k € [1,9],
k+1 k+1 1
t)dt = — =

f) f;: In(10) ¢+  In(10)

k+1
Et bien entendu, pour k ¢ [[1,9], f(t)dt = 0.
k

dt 1 1 k+1
= (In(k + 1) = In(k)) = n10) ln( . ) =P(Y =k).

k

Ainsi, ‘ si X posséde f pour densité, alors X; a méme loi que Y. ‘

La variable nX est une transformée affine d’une variable 4 densité
densité donnée par

A

& =56

n

0

A
Notons que I'on a 12 une loi exponentielle & (;)

: elle possede donc une

1 t sit>0
o )
n n sinon
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La densité d’une loi uniforme
sur [0, N est
1 .
- {N Si0<t<N

0

sinon

On aura reconnu une somme
télescopique.

Puisque de plus, on souhaite
que Xg4(Q) = [1, 9], il faut
que pour k < Oou k > 9,

k+1
f()dt =0.

La loi de Y s’appelle loi de
Benford. Elle est notamment
utilisée dans la détection de
fraude fiscale.
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Drapres la question 2, on a, pour tout k € Z,

k+1

0 sik <0
P(|nX]=k) = ) fu(H)dt = {e_Ak/n _ e~ Mke+1)/n

sinon

Pour k > 0, on a e™4k/m — g=Ak+D)/n — g=Ak/n (1 _ e~m).
En particulier, [nX] + 1 prend ses valeurs dans N*, et pour k > 1,

P(nX|+1=k) = P(lnX] = k1) = (e—%)k_l (1 —e—%).

On reconnait alors | une loi géométrique de paramétre 1 — e~/ Puisque | nX] est un entier,
il est inférieur ou égal 4 nx
Ona si et seulement si il est infé-

P(Y,<x)=P (l'n—r)lq < x) = P(lnX] < nx) = P(nX < |nx]| + 1).

rieur strictement 3 l’entier
immédiatement supérieur 2
nx, qui est [nx] + 1.

A Par exemple,
Mais puisque nX < & ( ), il vient donc

n lx]<3,5ex <4.

A +1
P(Y, < x) = P(nX < [nX] + 1) = P(nX < [nx] + 1) =| 1 - exp (—M) .
n

On al |nx] < nx < |nx|+1 @ nx -1 < |nx] < nx. © Par définition de la partie
Et donc entiére.

1 |nx]

XxX——<—<x.
n n
s R . |nx]

D’apreés le théoréme des gendarmes, on a donc lim — =x

n—+00 n
Donc d’aprés la question précédente, pour tout x € Ry, ona

lim P(Y, <x)=1-¢*.

n—+oo

De plus, pour x < 0,ona P(Y, <x)=0 — 0.

n—+oo
Ainsi, si F désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi exponen-
tielle de paramétre 4, alors

Vx € R, lirP P(Y, < x) = F(x).
n—+oo

Et donc (Y,)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle
de parameétre A.

Partie II : Discrétisées de lois «polynomiales».
Pour k € [O,n],etx e R,ona

x+1 k+1 k+1
x+1 - X
u(ek)(x) = f tk dt = %

Soit encore

1 + + 1 (& k+1\ 1 &
SRS S

1 (k+1
Et donc u(ek)sz( ; )ei.
i=0

Soient P, Q € R,[X], et soit A € R. Alors, pour tout x € R,

x+1 x+1 x+1
U(AP+Q)(x) = f (AP(£)+Q(t)) dt = A f P(t) dt+ f O(t) dt = Au(P)(x)+u(Q)(x).
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Et donc u(AP + Q) = Au(P) + u(Q) : u est linéaire.

n
De plus, si P € R,[X], alors il existe des réels ay, ..., a, tels que P = Z are.

k=0
n

Et donc par linéarité de u, u(P) = Z aru(er).
k=0
Mais 4 la question précédente, nous avons prouvé que u(ex) € R,,[X], et donc, par stabilité de

R,,[X] par combinaisons linéaires, u(P) € R,[X]. Et donc’ u est un endomorphisme de R,[X].

Draprés le calcul de la question 6, u(ey) est de degré k. Et comme une famille de polynémes
de degrés deux a deux distincts est libre, (u(ex))o<k<n est une famille libre.

Elle est de cardinal n + 1 = dimR,[X] :|c’est une base de R,[X]. ‘

Nous venons de prouver que I'image de la base (ex)o<k<n par u est encore une base de

R, [X] : u est donc un isomorphisme’. 7 Bt méme un automor-
Et donc pour tout R € R,[X], il existe un unique Qg € R,[X] tel que u(Qg) = R. Soit phisme.
encore : -

N

V¥x € R, R(x) = Or(t)dt.
k

Puisque Qg € Ry[X], cherchons Qg sous la forme Qr(x) = ax + b.
On veut alors :

2 x+1

Vx € R )—C—fx+l(at+b)dt— al b =2 (@ + 1P -x?) +b=ax+ 2 +b
6 Jy 12 . 2 - 27
. . . . q . 1 a 1
Par identification des coefhicients, il vient donc a = R eth + 5= 0eob= T
Et donc Q()—1 L
RO=6"" 12

Notons que Vk ¢ [0, N],

k+1 k+1
P(Xdzk)sz f(t)dtsz 0dt = 0.

Donc X4(Q) = [0, N].
Soit R I'unique polynéme tel que u(Q) = R.
Alors, pour tout k € [0, N],

k+1 k+1

PXa=K)= | fdi= | QOdt=uQk) = |Rk).]

Supposons qu’un tel polyndme existe.

Alors, on doit avoir, pour tout k € [0, 3], u(Q)(k) = g
1

En particulier, u(Q)(0) = f f()dt = 0.

0
Or, puisque f est une densité, elle est positive, et donc pour tout ¢ € [0, 1], Q(¢) = f(t) > 0.
Mais I'intégrale d’'une fonction continue et positive est nulle si et seulement si cette fonction
est nulle, donc V¢t € [0, 1], O(t) = 0.
Ceci signifie donc que le polynéme Q posséde une infinité® de racines, et donc que Q = 0. 8 Tous les réels de [0, 1].
Et donc, Vx € [0,4[, f(x) = Q(x) = 0.
2
1
Mais alors P(Y = 1) = f f(t)dt = 0, contredisant P(Y = 1) = o
1
Et donc notre hypothése de départ est absurde : il n’existe pas de polynéme tel que
Vx € [0,4], f(x) = O(x) et Y soit la discrétisée de X.

Partie III : Variables dénombrables discrétisées.
D’apreés les hypothéses, on a pour tout k € N,

C __c
A+x+k2  (k+1)2

lg"(x + k)l <
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Mais la série de terme général converge, et donc Z g’ (x+k) converge absolument

C
(k+1)2
donc converge.

De plus, g étant décroissante sur R, alors pour tout t € R,, ona g’(¢) < 0

Et en particulier, pour tout k € N, g’(x + k) <0

Zg(x+k)

Puisque g est de classe 62, g’ est de classe ‘61, et donc il est possible d’appliquer 'inégalité
des accroissements finis® A g’ entre x + k et a + k.
Notons donc I l'intervalle d’extrémités x + k et a + k.

On en déduit que | f(x) =

" C C
Pour tout t € I, on a |g” ()| < (1+1)2 < (k+1)2°
Et donc lx+k)—(a+k)| | |
x+k)—(a+ xX—a
’ AR Ml<c < .
lg’(x + k) — g'(a+ k)| k11 (k+1)2

En sommant!” les relations précédemment obtenues pour k variant dans N, on obtient

ZIg(x+k) g(a+k)|\z(k+l)2 ~dl.

Or, d’aprés I'inégalité triangulaire généralisée, on a

fC) - f@l =Y g+ k) -g'Gx+k)| < Zlg(X+k) g'ath) < Cz(k e
k=0

Ainsi, en posant D = C Z > 0, on a bien
.

4 (k+1)?

Y(x,a) € R

2 1f(x) - f(a)| < Dlx — al.

En particulier, lorsque x — a, il vient, par le théoréme des gendarmes,

lim f(x) - f(a) = 0 & lim £(x) = f(a).

Donc ‘ f est continue en a, pour tout a € R. ‘

Ona, pour k € N*ett € Ry,

1 1 1 1
— = > .
t+k t+k+1 (t+k)(t+k+1) " (t+k+1)2

Drautre part,

+00 +00
IRN ()] = g(t+k)| < lg’(t + k)| < 5
k§+1 k=ZN+1 k%:1(t+k+l)

D’aprés I'inégalité précédemment obtenue, on a alors, sous réserve de convergence11

+00 1 +00 1 1
i < 5 (e i)
k:N+1(t+k+1) Pt t+k t+k+1

Mais, pour M > N +1,0na

M M M
Z o 1 _ Z 1 Z 1
N\t+k t+k+1d L t+k o (ke

k=N+ =
vt v t+l
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9 Rappelons qu’il s’agit de
Taylor-Lagrange a l'ordre 0.

On serait tentés d’écrire
I=[x+k,a+k], mais x
peut trés bien étre plus grand
que a.

10 Ce qui est légitime car
la série de terme général

W converge .
+

t+k<t+k+1.

Danger

Lerreur a ne pas faire :
séparer cette série en somme
de deux séries... qui seront
alors divergentes !

Pour éviter ceci, on travaille
sur les sommes partielles.

i=k+1.

M. VIENNEY
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1 1

=t+N+1_t+M+1
1

. —
M—+co t+ N + 1

On en déduit la série de terme général ! ! n t mm
en déduit que la série de terme général | —— — ——— | converge et que sa somme
d g t+k t+k+1 vers d
1
t+N+1°
1

1
Or, t e R, < td
T pOllf +,0Nna t+N+1 N+1 (& onc

vaut

IRn ()] <

N+1°

Pour tout t € Ry, et tout N € N on a f(t) = Sy(t) + Ry(t). Et donc

1 1 (N 1 N 1 1
fof(t)dtz—fo (kz_og’(t+k)) dt+f0 RN(t)dtz—kZ_ofo g'(t+k)dt+f0 Rn(t)dt.

Mais pour k € [0,N], on a

1
fo g+ K)dt = [gx + B} = glk + 1) — (k).

Et donc

N 1 N
Y, [ aeRd =Y gl 1) - g0) = 9N + 1) - g0
k=00 k=0

Et donc

1 1 1
[ r@d=-@0 e n-gop+ [ Rutdr=|g0) -9+ D+ [ Ry
0 0 0

Puisque par hypothese, la série de terme général g(k) converge, nécessairement klim gk)=0
—+00

Pour NeN,ona

C
U Ra(t)dt] < f|RN(t>|dt fN+1 < a0

Et donc, en faisant tendre N vers +co dans la relation précédente, il vient

1 1
fo ftyde = lim g(0)—g(N +1)+ fo Rn(t)dt =

Soit t € R. Alors

Ft+1)—f(t) = - ng'(t+k+1)+zmg’(t+k) = - Z.og’(t+i)+2.og'(t+i)+g’(t) =
k=0 k=0 i=1 k=1

Pour tout x € R;,on a

1l s’agit encore d’une somme
télescopique.

g(x) = fo T (1) dt+g(0) = fo (F+ D - flo)+ fo e = fo " fe+1)di- fo " fydes fo .

x x+1
Or, par le changement de variable u =t + 1, on a f ft+1)dt = f f(u)du.
0 1

Et donc par la relation de Chasles,

90) = f1 ™ e - fo Cf(tyde+ fo fwyar = f ™ .
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On a, pour N € N¥,

N-1 N

-1 k+1 N
0= fk g(t) dt = fo 4(0)d.

k=0 k=

De plus, f étant positive, on a

x [x] x
f f(dt = f fdt+ | f@ydr.
0 0 L]

Mais, pas croissance de I'intégrale, f(t)dt > 0, car |x] < x.

Lx]

e

Et donc S| = f(®)dt < fxf(t) dt.
0

[x]+1 x Lx|+1
j; f(t)dt:fO f(t)dt+fx f(t)dt

P S——
>0

De méme, on a

x [x]+1
et donc f f(t)dt < f f)dt = Sixj41.
0 0

X
Nous avons donc bien | Sy < f ft)dt < S|xjs1-
0

Lorsque x — +00, on a |x] — +oo, et puisque la suite (Sp)n>1 converge12 vers Z gk)=1,
k=0

on en déduit, par le théoréme des gendarmes que

X—+00

lim fxf(t)dt =1.
0

+00
Et donc f f(t)dt converge et vaut 1.
0

f est continue sur | — oo, O[ car constante, et nous avons prouvé a la question 13.b qu’elle

est continue sur ]0; +oo[.
Elle est donc continue sur R, sauf peut-étre en 0.
Elle est positive d’aprés la question 12, et

j::of(t)dt = j:mf(t)dt: 1.

Ainsi, | f est une densité de probabilités. ‘

Enfin, pour tout k € N, on a

k+1

P(Xq=k)= f)dt = g(k) = P(Y = k).

Donc | X4 a méme loi que Y. ‘

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

+o00

Relation de Chasles

La croissance de l'intégrale
ne s’applique que si les bornes
«sont dans le bon sens». Au-
trement dit, si f < g, alors

fabf(t)dt<fabg(t)dt

a condition que a < b.

En général c’est assez évident,
mais lorsque la condition

a < b n’est pas immédiate,
(par exemple car nous ne
disposons pas de valeurs
numériques), mieux vaut
montrer clairement qu’on a
vu (ou vérifi) que c’est le cas.

12 Crest 1a suite des sommes
partielles d’une série conver-
gente.

M. VIENNEY
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ECRICOME 2012

Sujet : Etude et calcul d’une intégrale 4 paramétre Moyen

Abordable en premiere année : v Intérét :
Theémes du programme abordés : intégrales impropres, fonction d’une variable, suites, Scilab .
Informatique : les questions de Turbo Pascal du sujet original ont été traduites en questions de Scilab.

Soient x € Ry et a € R}, on pose :

+o0 dt +o00 dt +00
= - = — I, = —at gt
&) j(; x+et’ 9x) j; (x +et)2” ¢ L ¢

1. Soit a € R%. Justifier que I'intégrale I, converge et donner sa valeur.
Soit x € Ry. Justifier que l'intégrale f(x) converge.

Dans la suite de I'exercice, on admettra que I'intégrale f(x) converge.

2. Etablir que :Vx € Ry, Vi € Ry, 2Vxe! < x + e puis que :

Vx e R%, 0 < f(x) <

%)~

3 X
2

4. Montrer que f réalise une bijection continue strictement décroissante de R, sur ]0, 1].

5

6

. Soient x,y € R, tels que x < y. Etablir que : 0 < f(x) - f(y) <

. Prouver que I’équation f(x) = x admet une unique solution sur R,.. On note « cette solution. Justifier que a €]0, 1].

. On considére la suite (u,)n>0 définie par :1up =0, Vn € N, upi1 = f(uy).
Lo 1 g .
a. Etablir que : Vn e N, |a — u,| < > En déduire la limite de (u,)ns0.
b. On suppose qu'une fonction Ecricome est déja écrite en Scilab , qui 3 un réel x donné renvoie le réel f(x).
A Tlaide de la fonction Ecricome, écrire une fonction suite en Scilab qui, 2 un réel ¢ > 0 fourni par

. ) ) 1 )
l'utilisateur, calcule le premier entier N tel que Y < ¢ et renvoie la valeur de uy correspondante.
7. Soient x € R} et h € R tel que x + h € R}.. Démontrer que :

2
e+ B) = ) + hg(a)] <

Justifier que f est dérivable sur R avec :
Vx € RY, f'(x) = —g(x).

8. On considére la fonction T définie sur RY par : Vx € R}, T(x) = xf(x).
Justifier que :

Vx e RL, T'(x) = puis que :Vx € R}, T(x) = In(1 + x).

1+x
NON RELU
Intérét :

Commentaires : Horrible ! Ne présente vraiment pas d’intérét en raison de calculs interminables. Je ne sais
méme pas si jaurai un jour le courage de finir mon corrigé.

Pour tout entier naturel n non nul, on note :

— U, (R) I'ensemble des matrices carrées de taille n 3 coefficients réels;

— I, la matrice identité de /4 ,(R) et 0,, la matrice nulle de ., (R).
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Une matrice W € J,(R) est dite nilpotente s’il existe g € N* tel que W7 = 0,,.

On admettra que si U et V sont deux matrices de /(,(R) qui commutent, alors :
— U* et V9 commutent pour tous entiers k et q;
— U~! commute avec V lorsque U est inversible.

1. Deux résultats préliminaires.
a. Soit U € M,(R) et g € N* tel que U = 0,,.
gqg-1
Prouver que I, — U est inversible et que (I, - U)™! = Z U*.
k=0
b. Soit A € M ,(R) telle que A(A - I,,) = 0,,. On désigne par f 'endomorphisme de R” dont la matrice dans la
base canonique de R” est A.
Soit x € R". Vérifier que x — f(x) € Ker(f) et f(x) € Ker(f — Id) puis établir que R" = Ker(f) ® Ker(f - Id).
L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
2. Etude d’une suite de matrices.
Soient B € M ,(R) et N € N* tels que :
(BB - 1,))" = 0,.

On introduit la suite (Bx)xen de matrices de /,(R) définie par :
By =B € M,(R) et Yk € N, Biyy = (Bi)?(2Br — 1)\

On considére pour tout entier k > 0 la proposition
(#6y) : 2By — I, est inversible, il existe C, Dy € M,(R) telles que By — B = [B(B — I,,)]Ck, et
Br(Bx — I,) = [B(B — In)]Zka avec BxB = BBy, CiB = BCy et Di.B = BDy»

a. Justifier que I, — (2B — I,,)? est nilpotente et que 2B — I,, est inversible.
En déduire que la propriété (#) est vraie.

b. On suppose la propriété (#) vraie pour un entier k > 0. Montrer que :
2Byt = In =[In + 2Bi(By — I)] X 2By — ]!
B = B =[(B — B)* — (B” ~ B)] X [2B — I.]™'
Bis1(Bist = In) =[Bi(Bi — 1n)(2Bx — 1) ™' |

En déduire que la propriété (#€y1) est vraie.
c. Prouver lexistence d’un entier p tel que : By(B, — I,) = 0,.
Etablir que la matrice B, est diagonalisable, que la matrice B — B, est nilpotente et que :Vk > p, Bj,1 = By.

Sujet : Etude d’une suite de tirages dans plusieurs urnes Moyen

Abordable en premiere année : X Intérét :
Theémes du programme abordés : variables aléatoires discrétes, diagonalisation
Modifications apportées au sujet d’origine : renumérotation des questions

L’objectif du probleme est d’étudier une suite de variables aléatoires (Zi)xenv-

Les deux premiéres parties sont indépendantes et la troisiéme utilise certains résultats obtenus dans les deux premiéres
parties.

La partie I est consacrée a I'étude de deux endomorphismes sur R,,[X].

+00
La partie II consiste a calculer 'espérance et la variance de Zj ainsi qu’a calculer la somme Z P(Z; = r) sous réserve de

k=0
convergence.

La partie III fournira la loi de Zj ainsi que ’étude de la convergence de la série Z P(Z, =7).
k>0

Partie I : Etude de deux endomorphismes.
Soit n un entier naturel. On note R,[X] I'ensemble des polyndmes a coeflicients réels de degré au plus n.

Pour tout entier k € {0, 1, ..., n}, on désigne par e le polyndme de R, [X] défini par : e, = Xk,
Rappelons que (e, e1, . . ., e,) est une base de R,[X]. Si P € R,[X], on définit les fonctions f(P) et g(P) par :

vx e R\ {1}, f(P)(x)=xlj f1 P(t)dt et f(P)(1) = P(1)
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¥x € R, g(P)(x) = [(X — 1)P] (x) = (x — 1)P'(x) + P(x).
Prouver que g est un endomorphisme de R,[X].
Soit P € R,[X]. Calculer f(g(P)) puis justifier que Ker(g) = {0}.
Démontrer que g est un isomorphisme, que g~ = f et que f est un endomorphisme de R,,[X].

Ecrire la matrice A de f dans la base (e, e1, . . ., e,) ainsi que la matrice B de g dans cette méme base.

Ul RN -

Montrer que f et g sont diagonalisables.

Partie II : Etude d’une suite de variables aléatoires
Soit n un entier naturel supérieur ou égal 4 1. On dispose de n + 1 urnes notées Up, Uy, ..., U, et on suppose que
Vi € {0,...,n}, Purne U; contient i + 1 boules numérotées 0,1, . ..,i. On s’'intéresse au jeu suivant :

— Au premier tirage, on pioche une boule dans 'urne U,. Si la boule porte le numéro r alors on repose la boule dans
l'urne U, puis le tirage suivant s’effectue dans I'urne U.

— Plus généralement, pour tout entier naturel k non nul, si la boule numéro s a été piochée au k-iéme tirage dans une
certaine urne, on repose cette boule dans la méme urne puis on effectue le (k + 1)-iéme tirage dans 'urne Us.

Pour tout entier naturel k, on note :

— Zj est la variable aléatoire égale au numéro de la boule piochée au k-iéme tirage.
On convient que Zy = n.

— Fy estle polyndome de R,,[X] défini par : Vx € R, Fi(x) = ZP(Zk =r)x".
r=0

— E(Zk) désigne I'espérance de la variable aléatoire Zj.
6. A laide de la formule des probabilités totales, prouver que :

VkeN, Vre{o1,....n}, P(Ziy =r)=Z

i=r

P(Zy = i)
i+1

7. Etablir les deux formules suivantes valables pour tous entiers k € Netr € {0,1,...,n—1} :

(#1): (n+ DP(Zky1 = n) = P(Zk = n)
(#R2): (r+ DP(Zis1 =1) = (r+ DP(Zgsy =r + 1) = P(Z = 1)

+00
8. Onadmet dans cette question que la série Z P(Zy = r) converge pour toutr € {1,...,n}etonposeS, = Z P(Zy =r).
k>0 k=0
En sommant les relations (% 1) sur tous les entiers k € N, donner la valeur de S,,.
En sommant les relations (%) sur tous les entiers k € N, donner la valeur de S,_; et montrer que la suite (rS,)1<,r<n-1
est constante.

9. Soit k € N. Démontrer la relation :
(#): ¥x eR, (x—=1)F (x)+ Fry1(x) = Fr(x).

10.  a. Soit k € N. Etablir que F/(1) = E(Zy) et F/'(1) = E(Zi(Zx — 1)).

b. En dérivant une fois puis deux fois la relation (&), donner la relation de récurrence vérifiée par la suite
(F{(1))ken ainsi que la relation de récurrence vérifiée par la suite (F’(1))ken-

c. Donner la valeur de F;(1) et de F’(1) en fonction de k et n. Expliciter alors la variance V(Z) de Z en fonction
de ketn.

Partie III : Loi de chacune de ces variables aléatoires.
On reprend toutes les notations des parties I et II et on pourra admettre tous les résultats établis dans ces deux parties.
Rappelons également qu’a la question 9 la relation () est démontrée ce qui revient a écrire :

Vk e N,  g(Fix+1) = Fy.
Pour finir, pour tout entier k € {0, 1,...,n} on désigne par uy le polyndme de R,,[X] défini par : ux = (X — 1).

n
11. Montrer que :Vk € N, ZP(Zk =r)e, = Fx = fk(en).
r=0
12. Prouver que (ug, ui, . . ., u,) est une base de R,[X].
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S8

1

N

15

16

17

. Calculer f(u,) pour r € {0, 1,...,n}. Retrouver ainsi que f est diagonalisable.

n r
. ]ustiﬁer que :e, = Z (r:)u, etque :Vre{0,1,...,n}, u, = Z(—l)rj(;)ej.
r=0 Jj=0

. ()

. Démontrer que : ¥k € N, ke, = rz:; T Uy
. Soientk € Netje{0,1,...,n}. Alaide des questions précédentes, établir que :
n\(r
. ()
P(Z=j)= ) (-1)7 .
2k =) Zj( U
. Application.
a. Soitj € {0,1,...,n}. Déterminer un réel M; , tel que :

'/ € k A

puis justifier que la série ZP(Zk = j) converge lorsque j € {1,2,...,n}.
k>0
. . . Cy
b. Déterminer un réel C, tel que : Yk € N, |P(Z; =0) - 1| < >

La série Z P(Zi = 0) est-elle convergente ?
k>0
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ECRICOME 2012 : CORRIGE

ExERrcICE 1
Soit A > 0. Alors

A
fAe‘” dt = [—le“’] = 1 - le’“A — 1
0 a

0 a a A—>+c0
+00 1
On en déduit que f e " dt converge et vaut | —. Neoublions pas que le critére
0 1 { g de comparaison ne s’ap-
. _ li des foncti
Pour t > 0, puisque x > 0,ona 0 < < —==et puque que pou: es fonctions
x+et et positives, et qu’il est donc

important de mentionner la

+00
Par critére de comparaison pour les fonctions positives, puisque e”" dt converge, il o
0 positivité de s

en est de méme de f(x) = f
0

x+et’

Astuce
Ona (x —ef)?> > 0 et donc o
On prOuVe ainsi que POur
tous a, b € R,
x? = 2xel +€? > 0 © x> + 2xe’ + € > 4xe' o (x + ') > 4xe.
2ab < a® + b,

Par croissance de la fonction racine carrée, on a alors

2Vxe! < qJ(x +ef)? =|x+e'| =x+e.

| 1 1 e7t/?
On a alors, pour t > 0,0 < < < .
P x+el  ov/xet 24/x
Et donc, par croissance de l'intégrale!, ! Lintégrale de e~*/2

converge.

%
%/~

Ona f - = [ ( ! —#)dt

x+e y+e!

Mais pour tout t > 0, onax + e’ <y +e’ et donc

1 . .. .
— —— est continue, positive sur R, et n’est pas la fonction
x+e y+e!

f<x>—f<y>=f0°°( L1 )dt>0.

x+e y+et

> —.
x+e y+el

Ainsi, la fonction t

nulle de sorte que

Drautre part, on a

+00 _ +o00 _ +00 —
fo-sw= [ e [T acen [ eran< I
0 0 e 0 2

(x+et)(y +e)

Soit xp € Ry, et soit x € R,.
Si x > x, alors d’aprés la question précédente,

X — X0

0< flxo) = f() <

et donc [f(xo) — f(x)] < "“"—2’“0'

En revanche, si x < xo, alors, toujours par la question 3,

X0 — X

0 < f(x) = flxo) <
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et donc [f(x0) — f(x)| < |x—_2xo|.

Dans tous les cas, on a

—xl
2 X—=X)

Etdonc lim f(x) - f(x0) = 0 & lim f(x) = f(xo).

Ainsi, f est continue en xo, et ceci étant vrai pour tout xo € Ry,

0 <[f(x) = fxo)l <

f est continue sur R,. ‘

Et si x < y, alors nous avons prouvé 2 la question 3 que f(x) — f(y) > 0 & f(x) > f(y) :

‘ f est strictement décroissante. ‘

+00

Enfin, on a f(0) = f e 'dt =1 = 1 et d’aprés le théoréme des gendarmes appliqué a

0
I'inégalité obtenue a la question 2, lim f(x) = 0.
x—+00

D’apreés le théoréme de la bijection, ‘ f réalise une bijection de R, sur 10, 1].

Soit g : x > f(x) — x. Alors g est continue car somme de fonctions continues, strictement
décroissante car somme de deux? fonctions strictement décroissantes, et on a 2 La fonction f et la fonction

9(0) = f(0) = Let lim g(x) = ~co. i

D’aprés le théoréme de la bijection, g réalise une bijection de R, sur | — oo, 1], et par
conséquent, il existe un unique a € R, tel que g(a) =0 & f(a) = a.
Puisque f est 2 valeurs dans ]0, 1], on a alors a = f(«) €]0, 1].

Prouvons par récurrence sur n € N que |a — up| < .

Pour n =0, on a |a — ug| = |a| < 1, donc la propriété est vraie.

1
Supposons que | — u,| < > Alors

lot = unsa| = |f (@) = f(un)l.

Mais comme prouvé 2 la question 4, on a alors

|or — un|
(@) = flun)] < =5
Et donc
<1 1 < 1
la — ups1]| < 2om S onel-

Donc la propriété est vraie au rang n + 1, et par le principe de récurrence, pour tout n € N,

la — uy| <

2_n .
Par le théoréme des gendarmes, on a alors lim o —u, =0 | lim u, = a.
n—+oo n—+oo
Le programme suivant convient : ) ]
La variable u contient
1 function u = suite(epsilon) da"bord(\)=u(). .
B Puis aprés le premier passage
2 - dans la boucle, elle vaut
3 u = fuo) = ug.
4 while 1/2*N>epsilon Aprés un second passage, elle
5 N = N+ vaudra donc f(u1) = uy, etc.
p U = Ecricome(u) A la fin du programme, aprés
d n passages dans la boucle
7 ?n while, elle vaut donc u,,.
8 endfunction

On a, pour x + h € R},

+00 dt +00 dt +00 x
f<x+h>_f<x)+”9<x>—fo m‘fo x+et+hf0 crep

f+oo 1 1 h
= - + dt
o \x+h+e x+e (x+ef)?
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dt

T (e —(x+e)x+h+e)+h(x+h+e)
_j(; (x+et)’(x + h+et)

_f+°° x2 4+ 2xe! + €2t — x%2 — xh — xe! — xe! — he! — €2 + hx + h2 + he! it
~Jo (x +e)2(x+h+et)
+00 h2
_ f dr.
0 (x+e)2(x+h+et)
Donc il vient
+00 hZ +00 h2 ) h2
x +h) — f(x) + hg(x)| < dt < —dt < h'; =| —.
foe =gl < [ i< [ ar<rn = |5
On en déduit que 4; Méthode e
_ our prOuVer qll une ronc-
M +g(x)| < M — 0. tion est dérivable, si on ne
h 3 h—0 peut utiliser les fonctions
Etd usuelles, il faut nécessaire-
t donc _ _ ment revenir a la définition :
flx+h) - fx) flx+h) - f(x)
lim—/————="" 4+ g(x) =0 © lim ————= = —g(x). f est dérivable en x si et
h—0 h h—0 h seulement si le taux d’accrois-
On en déduit que f est dérivable en x, et que f’(x) = —g(x). Sﬁemem admet une limite
nie.
Ceci étant vrai pour tout x € R, ‘ f est dérivable sur R et f” = —g. ‘
T est dérivable sur R} car produit de deux fonctions dérivables, et
+00 dt +00 x +00 et
* € R T) = =xg() + f(x) o x+e Jy  (x+et)? 0o (x+eb)?
Mais on a, pour A > 0,
fA et S | 1 1
——dt = |- = - — .
o (x+et)? x+e |, lT4+x x+et Aot 1 +x
d d d +00 et 1
On en déduit donc que |Vx € R}, T'(x) = dt = .
n en dédui q x 4 T'(x) [) 1) Tox
1
Ainsi, T est une primitive sur R} de la fonction x — e donc de laforme T(x) = In(1 + x) + A,
X
avec A € R.
Mais, lorsque x — 0%, ona f(x) — f(0) = 1 et donc lirg T(x) = 0.
x—0*
On en déduit® que 0 = lirg In1+x)+1e 1=0. 3 Par unicité de la limite.
x—0*
Ainsi, \ Vx € R%, T(x) = In(1 + x).
EXERCICE 2
Deux résultats préliminaires
On a
q-1 q-1 q-1 q-1 q
(In—U)ZUk =ZUk— Ukt =ZUk—ZUk I, -U?=1,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1 Astuce
Ceci ressemble en fait énor-
q-1 mément 3 lidentité :
Ceci prouve donc 2 la fois que | I, — U est inversible et que son inverse est Z e, -
k=0 ar-i=

1+a+---+a?™h.

Puisque A(A—1,) = 0, onadonc f o (f —id) = 0.

Et donc f(f(x) —x) = (f o (f —id))(x) = 0, de sorte que f(x) — x € Ker(f).

Et Ker f étant un sous-espace vectoriel de R”, on a également

x = f(x) = ~(f(x) = x) € Ker(f).

De plus, f et f —id commutent , et donc (f —id) o f = 0. f —id est un polynome en f,
Et donc (f —id)(f(x)) = ((f —id) o f)(x) = 0, de sorte que f(x) € Ker(f - id). donc commute avec f.
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En particulier, nous avons, pour tout x € R",

x=x-f(x)+ f(x) €Kerf+Ker(f-id).
—— —
eKer f eKer(f-id)

Et donc R" = Ker f + Ker(f — id). Il reste 4 voir que cette somme est directe.

Sil'un de ces deux espaces est {0}, alors c’est trivial. Et si ce n’est pas le cas, c’est que 0 et 1 2 est valeur propre de f si et
sont deux valeurs propres de f. seulement si
Et alors Ker(f) = Eo(f) et Ker(f — id) = E1(f) sont deux sous-espaces propres associés 2 Ker(f — Aid) # {0}.

des valeurs propres distinctes : il sont en somme directe.
Ainsi, on a bien \ R" = Ker(f) ® Ker(f - id). \

Et donc

f est diagonalisable |, avec Spec(f) c {0, 1}.

Etude d’une suite de matrices.

Notons que I, — (2B - I,)*> = I, — (4B* = 4B + I,,) = 4B — 4B> = 4B(I, — B).
Et donc il vient
N Il n’est pas directement au
(In -(2B- In)z) = 4N (B(I, - B))N = (-4)N (B(B - In))N =0. programme que si A% est in-
versible, alors A est inversible
(alors que nous connaissons
bien la réciproque).

Par conséquent, | I, — (2B — I,)? est nilpotente.

Daprés la question 1.a, on en déduit que (2B — I,)? = I, — (I, — (2B — I,)?) est inversible. Un moyen «imples» de le
Et alors nécessairement 2B — I, est également inversible. vorr est de remarquer que si
o A n’est pas inversible, alors il
Si P'on pose alors Cy = 0 et Dy = I,,, on a alors existe X € My (R) non nul
tel que AX = 0.
By—B=B-B=0=B(B-1,)Co Et alors A2X = 0, et donc A2
n’est pas non plus inversible.
By(B-1,) =B(B-1I,) =[B(B - In)]1 Dy Par contraposée, si A” est
et bien entendu BB = B> = BBy, CoB = 0 = BCy et DB = B = BD,. inersible, alors 4 est inver
Ainsi, | (#6y) est vérifide.
Ona

2Bjs1 — I, = 2B (2B, — I,) ' — I,
= 2By (2B —In)"' = (2B — I,)(2Bx — I,)™"
= [2B% ~ (@B~ 1)] (2B ~ 1) ™!
= [In + 2Bi(Bx — In)] 2By — I,)™".

De méme, il vient

Bis1 —B=B;(2By - I,)"' - B
= B;(2Bx — I,)"' = BBy — I,)(2By — I,

= [Bf = BQB — )| (2B — )™ — & Danger !
Rappelons que la commu-
= [Bi — 2BBy + B] 2By — In)_1 . tativité est une hypothese

indispensable pour appliquer
le bindbme matriciel. Méme
pour n =2

Si A et B ne commutent pas,

(Bx — B)* — (B> — B) = B; — 2BBy + B> = B> + B = B; — 2BB; + B on n’a pas

(A+ B)?> = A%> + 2AB + B>

Mais d’autre part, puisque B et By commutent car (#(x) est vérifiée,

o

et donc

Biwi ~B = [(Bx ~ B = (B>~ B)] (2B ~ ).

Enfin, il vient
Bies1(Bisr = In) = By(2Bx = I,)™" (By(2Bx = [,) ™' — I)
= Bi(sz - I")_l (Bi - (2Bk - In)) (ZBk - In)_1
= BY(2B — I,)™" (B} - 2Bi +1,) (2B — 1)

= B2(2Bx — I,) ' (B — I, ’(2By — I,) " Ona
(B — In)* = Bi — 2By + 1.
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Mais By, By — I, et 2B; — I, commutent*, et donc, par le résultat admis dans 'énoncé,
B, By — I, et (2By — I,)' commutent également, de sorte que

Bis1(Brs1 — In) = Bi(Bx — I,)(2By — I) "' Bi(By — I,)(2By — I,)™"

2

=| [Bk Bk — In) (2B — 1) ™"

Prouvons donc 2 présent que (#y1) est vérifide.
Puisque B et Dy commutent, on a

B(B - I,)Dy. = B’Dy. — BDy = D¢B? — Di.B = Di.B(B - 1,,)

de sorte que B(B — I,) et Dy commutent également.
Et donc, pour g € N,

(BB~ 1) = (1B - )1 i) = (88 - 1P Df.

En particulier, si 2Kq > N, alors [B(B — I,,)]qu =0 et donc (Bx(By - I,)? = 0.

Ainsi, By (B — I,) est nilpotente, et il en est donc de méme de —2By(Bi — I,).

De la question 1.a, on déduit donc que I, + 2Bi (B — I,) est inversible, et donc

2Bis1—In = (I + 2Bi(By — I,)) (2B —I,,)~! est inversible car produit de matrices inversibles.
Drautre part, on a

Biw1 — B = ((B(B—1,)Ck)* = B(B—1I)) (2B — In) ™.
Or, B et C;, commutent, donc B(B — I,,) et C;, commutent car
B(B —I,,)Ci = B>Cy — BC, = CyB?> = C¢B = CxB(B — L,).

Et donc
Bivi = B = B(B~I,) [B(B ~ 1,)C} ~ I] (2B~ I,)".

Ainsi, en posant Cruy = [B(B = I,)C? = I | (2B, —1,)™", on a bien Biuy — B = B(B—I,)Cry1.
De plus, Cy+1 et Bcommutent alors bien car

BCii = B [B(B ~1)C; — In| 2Bk ~ )"
= (B2(B ~I,)C3 — B) (2By - I,,)"!
= ((B=1,)C{ = In) BBy ~ 1)
= (B=1.)C{ ~1n) (2B ~1,)"'B
= Ck11B.
2k 2
Enfin, B (Biot — 1) = (IB(B = LI DBy~ 1))
Mais B, commute avec Finir.
Sip est tel que 2? > N, alors B, (B, — I,) = [B(B — > D, =0.
—————

=0

Et alors, d’apres la question 1.b, | By, est diagonalisable. ‘

D’autre part, B, — B = [B(B — I,)]Cp, dont il a été prouvé a la question précédente qu’il

s’agit d'une matrice nilpotente. Et donc | B — B, est nilpotente.

Enfin, puisque B,(B, —I,) = 0, on a Bf, -B,=0& Bf, = Bp.

Et donc BIZ, =B, =2B, - B, = 2B12, — By = Bp(2B, — I,). Pa multiplication 4 gauche par
(2B, - I,)™", il vient donc By (2B, — I,)™! = B;(2B, — I,)"".

On en déduit donc que B,41 = B,.

Et alors, Bp» = B§+1(2Bp+1 -I) = Bf,(zBp —I,)"" = B,1 = B,.

De proche en proche, on prouve alors que | pour tout k > p, B = B,,.
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4 Car ce sont des polyndmes
en Bk-

Si U est nilpotente, avec
U9 = 0, alors pour tout
A €eR,

(AUY? = 29U4 = 0

et donc AU est également
nilpotente.

B commute 2 la fois avec Cy
etavec B — I,.

B commute avec By et donc
avec 2By — I, et donc avec
son inverse.
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PROBLEME

Partie I : Etude de deux endomorphismes.

Pour P € R, [X], il est clair que g(P) est encore un polynéme de R[X], et degP’ < n—1,
de sorte que deg(X — 1)P” < n et donc degg(P) < n.

Ainsi, g(P) € R,[X].

Il reste donc 2 montrer que g est linéaire : soient P,Q € R,[X] et A € R. Alors

gAP+Q)= (X =1)AP+ Q) +(AP+Q) = AX = 1)P' + AP+ (X — 1)Q" + Q = Ag(P) + g(Q).

Ainsi, g est linéaire, et c’est donc ‘ un endomorphisme de R,[X].

Six = 1, alors f(g(P))(1) = g(P)(1) = (1 — P’(1) + P(1) = P(1).
Six # 1, alors

(x=1)P(x) = P(x).

X — x—-1

P = 5 [T @ 0P oy de= - DP0L =

Ainsi, pour tout x € R, f(g(P))(x) = P(x), et donc| (f o g)(P) = P.
En particulier, si g(P) = 0, alors P = f(g(P)) = 0, de sorte que ‘ Kerg = {Or,[x]}-

La question précédente prouve que g est injectif. Puisque c’est un endomorphisme de
R,,[X], qui est de dimension finie, c’est un isomorphisme.
Nous venons de prouver que f o g = idg,,[x]. Donc pour P € R,[X],
Sans utiliser g et g~!, il serait

f(P)=(fo g)(g—l(P)) — g_l(P) € R, [X]. facile de prouver que f est
linéaire, mais délicat de prou-
ver que f est 4 valeurs dans
Ceci prouve donc que f est a valeurs dans R,,[X], et que g7' = f. R,[X].

Et en particulier, | f est un endomorphisme® de R, [X]. 3 Et méme un isomorphisme.

Pour k € [0,n],etx # 1,0na

X
tk+1

1 X
flee = [ thar=
x=1J k+1 1 Rappelons que a™ — b" se

1 xk+1 -1 1 factorise en
= = T+x+x>+-+xF
e e S L CAE AL <)

1
x—1

—1
(a-b)yx > akpr-1-k
0

3

>
I

= @)+ ),

Or, deux polynémes qui coincident en une infinité de réels sont égaux, donc

1
flex) = k+1(€o+€1+"'+en).
Et donc la matrice de f dans la base (e, e1,. . ., en) est

1 1 1 1
1 7 nil
U 5 =

e ) X

1 1
0 0 - n_Tl
0 0 0 i

De méme, on a, pour k € [0, n],
glex) = (X — DEX* 4+ X5 = (k + 1)Xx* - kx*!
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de sorte que la matrice de f dans la base (eq, e1,. .., ey) est
1 -1 0 0 0
0 2 -2 0
s_|0 o 3
0 n -n
0 0 n+1

Les matrices A et B sont triangulaires supérieures, donc leurs valeurs propres sont leurs
coeficients diagonaux.
Or, dans les deux cas, ces coefficients diagonaux sont deux a deux distincts, donc A et B { /\ Attention !

possédent n + 1 valeurs propres, et par conséquent sont diagonalisables. Acet B sont bien des matrices
de taille n + 1 = dim R, [X].

On en déduit que | f et g sont diagonalisables.

Partie II : Etude d’une suite de variables aléatoires.

Puisqu’a chaque étape, on ne peut obtenir qu’une boule portant un numéro entre 0 et n,
{[Z = il, i € [0, n]l} est un systéme complet d’événements.

Et dong, par la formule des probabilités totales,

P(Ziwi =1) = Y P(Zk = DPiz,=1)(Zks1 = 7).
i=1

Or, Piz,=i1(Zks1 = 1) = 0si i < r, car alors le (k + 1)-iéme tirage a lieu dans I'urne i qui ne

contient que des boules portant un numéro inférieur ou égal a r — 1.

En revanche, sii > r, puisque 'urne U; contient i + 1 boules numérotées de 0 2 i, et que
1

toutes ces boules sont équiprobables, Pz, -;1(Zx+1 = r) = =T
i

Et donc on a bien

P(Ziy1=71)= Z @

i=r

La formule précédente appliquée avec r = n donne

Pt = 1) = DA o (G4 P i = m) = Pz = )|

De méme, on a, pour r € [,n - 1],

iv1 1

i=r+l1

-0+ 0SESE - FE D]

Par définition, ona S, = Z P(Z = n). Et alors, en utilisant les relations (%), il vient
k=0

4 VP =)= 4 DPGar =+ =4 3 PE=ZD gy 90 @

Su= D P =) = (1) Y Py = 1) = (1) Y P2 = ) = (1t 1)(S,~P(Zo = )
k=0 k=0 i=1

Mais, comme indiqué dans I’énoncé, P(Z) = n) = 1, et donc

+1
Sn=(m+1)(Sy—1) |8, = 21—

n
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Comme indiqué, sommons alors les relations (%2) sur n :

Sn—l

D PZe=n=1)= ) (nP(Zisi = n~1) = nP(Ziw = n))
k=0 k=0

+00 too
n Y PZky=n—1)=nY P(Zgs1 =n)
k=0 k=0

+00 oo
nZP(Zi =n- 1)—nZP(Z,~ =n)
i=1 i=1

n(Sp-1 = P(Zo = n—1)) = n(Sy - P(Zo = n))

=nSy—1 —n(S, — 1). 521531(1;022 er:lst_c;e)rtjlge égale

1
Donc(n—-1)S,.1=nS,-n=1 85,1 = —
n—

Sur le méme principe, on a pour r < n -2,

S, zz.oP(Zn :r):(r-i-l)ZooP(Zk :r)—(r-i-l)Z.oP(Zk =r+1)
k=0 k=1 k=0

= (r+ 1Sy = P2 = 1) = (4 D(Spat = P(Zo =1 + 1))

=(r+1D)Sr—(r+1)S41.

Bien que ¢a ne soit pas de-
EtdoncrS, = (r+1)Sr+1 : ’ la suite (rS,)1<n—1 €st constante. mandé, notons que puisque

(n=1)S,-1 = 1, pour tout
rell,n=-1],rS, =1.

n
9. OnaF/,, (x)= Z P(Ziwr = r)rx" ! et donc
r=0

(r = Dy () + Fra () = (e = 1) ) P(Zar = x4+ )" P(Zgsr = D"
r=0 r=0

n n
= Z rP(Zgs1 = x" = Fl, (x) + Zp(zk+1 =r)x"
r=0 r=0

= Z(r + DP(Zgy = r)x" - F12+1(x)
r=0

n-1
= (n+ 1)P(Zy1 = n)x" + Z(r + V)P(Zgss = Nx" = F, (%)
r=0

n—1

= P(Z = n)x" + Z(V + 1D)P(Zyyy = r)x" — Fléﬂ(x) Cest la relation (%1).
r=0
n—1

= P(Z = n)x" + Z (P(Zk = 1)+ (r + DP(Zyy = 7+ 1) x" = F{ (x) ~ Cestlarelation (%2).
r=0
n-1 n )

= P(Z =" + D Pk = 1)x" + Y iP(Zoy = ipx' ™ = (x) R
r=0 i=1
n-1

=P(Z, = n)x" + ZP(Zk =r)x" = m
r=0

n n
10.a. OnaF/(x) = Z rP(Zx = r)x"~! et donc F(1) = Z rP(Zi = 1) = | E(Zp).
r=0 r=0
De méme, on a F/(x) = Z r(r = 1)P(Z = r)x"~2 et donc F'(1) = Z r(r—1D)P(Zy =r).
r=0 r=0

Mais par le théoréme de transfert, nous reconnaissons 1a lespérance de Zi(Zy — 1) et donc
F{(1) = E(Z(Zi = 1)). |
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10.b. Comme indiqué, dérivons la relation () : il vient alors

Vx € R, (x = DF, (x) + F (%) + F{,,(x) = F.(x) & (x = DF/,,(x) + 2F, ,(x) = F;(x).

En évaluant en x = 1, il vient donc ‘ 2 (IS ) ‘

Et en dérivant une seconde fois :

Vx e R, (x — 1)F<3)

g (X) + F (x) + 2F, (x) = F/(x).

En évaluant en x = 1, il vient donc

3F/, (1) = F/(1). \

. . . 1
10.c.  Nous venons de prouver que la suite (F{(1))xen est géométrique de raison 5 et donc

1 1 n
Yk eN, F,(1) = —F\(1) = —E(Z)) = | —. La variable Z est certaine
k 2k "0 2k 2k égale 4 n, donc E(Z)) = n.
1
De méme, la suite (F;(1))ken est géométrique de raison 3 de sorte que
” 1 12 1 T’l(T’l B 1)
ke N, F/(1) = g F/(1) = 7 EZ0(Zo = 1) = ==

On a donc, par la formule de Huygens,

nn-1) n n?

3k + 2k 4k .

V(Zk) = E(27) - E(Zx)” = E(Z(Zx = 1)) + E(Zx) - E(Zi)” =

Partie III : Loi de chacune de ces variables aléatoires.

n
11.  Notons que la premiére égalité Z P(Zi =r)e, = Fi n'est rien d’autre que la définition de

r=0
Fy.
Drautre part, la question 9 nous donne g(Fi.1) = Fy et puisque g = £, il vient Fyyq =
f(Fp).

Et donc de proche en proche, Fy = f¥(F).

Mais Fy = Z P(Zy = r)e, = e, car Zg est une variable certaine égale an.
r=0

Et donc, pour tout k € N, F = f*(Fy) = F*(en).

12. Pour tout k € [0, n]], ui est de degré k.
Et donc (ug, ui, . . ., u,) est une famille de polynomes 4 degrés deux a deux distincts, donc
est libre.
Puisqu’elle est de cardinal n + 1 = dimR,,[X], ‘ c’est une base de R,,[X].

13. Revenons 4 la définition de f : pour x e R\ {1}, ona

1 x 1 [E-D*" -1 u
=— t—1)"dt = = = .
flur)x) x—lj]‘( ) x—1 r+1 | r+1 r+1
1
Etpour x = 1, on a f(ue)(1) = u(1) = 0 = Z"i 1)
1
Ainsi, u, est un vecteur propre de f associé i la valeur propre ——, et donc (uo, u1, . . ., u,)
r+1 C’est 'une des caractérisa-
est une base de R,[X] formée de vecteurs propres de f : ‘ f est donc diagonalisable. tions de la diagonalisabilité :
il existe une base formée de
14. Onae, =X"=(X-1+1)", et donc par la formule du bindme de Newton, vecteurs propres.
= (n = (n
_ _q\rqn-r _
en = ZO (r)(X D = Z;) (r)u,.

De méme, toujours par la formule du binéme, pour r € [0, ],

r

w=o-1y = Y (o =) Y (e,

Jj=0 J=0
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n
e, n . 1
Par linéarité de f*, ona f*(e,) = E ( )fk(u,). Mais u, est un vecteur propre de f associé
r
r=0

et donc f*(u,) = il

3 la val !
a la valeur propre
prop r+1

g
Ainsi, fk(e,,) = Z ’

Ur.
k r
—(r+1)

En combinant les résultats des questions précédentes, nous avons

r r r—i(r)
Fy -f<n>—Z(r+1)k Z;(Hl)k ]Z;(—l) J(j)e]

sl

(r+ 1)k “

$[sir- ),

n
Mais d’autre part, par définition, Fj = Z P(Zi = j)e;.

j=0
Et donc, par unicité des coordonnées® de Fy dans la base (eo, e1,...,e,), ona
_ J
Yj € [0, P(Z, =j)= 7=
j € [0.n]. P(Zi = J) = Z( W

Application
En appliquant 'inégalité triangulaire  la formule obtenue dans la question 16, il vient

(n)(r)
oo\
|P(Zk—1)|<r§:j D

L1
(r+ 1k~ (j+ DK

Or, pourr > j,ona

Et donc

|P(Z = j)| < Zn: (’rl) (Jr)

L4+ DF

On peut donc poser M; , = Z (n) (r)

r=jr J

1 < 1
Mais la série de terme général > est une série géométrique convergente.
Donc par critére de domination pour les séries a termes positifs, la série de terme général
M;

G+ Dk

Pour j € [1,n] fixé, on a, pour k > 0

converge, et donc ‘ la série de terme général P(Z = j) converge également.

)

(r+ 1%

OnaP(Z, =0)= Z(— )

0

(r+ DF

Etdonc P(Z, =0)—1= Z(— )

r=1
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Si f(x) = Ax, alors pour tout
k €N,

FR(x) = A*x.

6 Ce qui n’est rien d’autre
que P'unicité des coefficients
d’un polynéme.

Notons que la valeur abso-

lue donnée dans I’énoncé est
totalement inutile : une pro-
babilité est toujours positive !

1l s’agit du résultat admis par
I’énoncé a la question 8 :la
série définissant S,, est bien
convergente.

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

134 ECRICOME 2012

)

Par I'inégalité triangulaire, on a donc

Pz =0)-1]<

— .
—(r+1)
. 1 1
Mais pour r > 1, ——— < — et donc
(r+ 1k 2k
B 1< 1 & (n
IP(Zy = 0) — |\2—kz ik
-1
=

=C,

On a donc klim P(Zy =0)-1]=0& klim P(Z, =0)=1.
—+00 —+00
2.5 2 ; 25 Une série dont |

Et donc | la série de terme général P(Z = 0) diverge grossiérement. ‘ gér;eéizlnz . ;I:d ;::rvr:res 0

n’est jamais convergente.

Exercice 1

Question 2 — La premiére inégalité est souvent établie. La majoration de f(x) fut plus sélective car un nombre
+00

. ) . ., dt L A
significatif de candidats bloque sur le calcul de I'intégrale ‘/—_t, la convergence des intégrales considérées
0 xe

étant relativement peu mentionnée.

+00 +00
& La derniére remarque concerne la croissance de Iintégrale :si f < g, alors f ft)dt < f g(t) dt sous réserve de

convergence des deux intégrales. Généralement, si la majoration est bonne, il n’est pas trés dur de prouver la convergence de
cette intégrale, mais il peut étre bon de mentionner, au moins une fois dans la copie, qu’on sait que la croissance de l'intégrale

s’applique uniquement si toutes les intégrales en jeu convergent.

Question 5 — La plupart des candidats justifie I'existence et 'unicité du point fixe par la bijectivité de f.

S1a bijectivité de f signifie que tout réel fixé de ]0, 1] posséde un unique antécédent. Lorsqu’on
écrit f(x) = x, x est une inconnue, et n’est donc pas fixé. Il n’est donc pas question d’appliquer le
théoréme de la bijection.

Par exemple, on peut vérifier que f : t — t + sin(t) réalise une bijection de R sur R.

Mais ’équation f(x) = x posséde une infinité de solutions : tous les points kr, k € Z.

t + sin(t)
t

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

ECRICOME 2011

Sujet : Algebre linéaire et bilinéaire sur R, [X], polynémes d’Abel.

Abordable en premiére année : v (question 1) Intérét :

Theémes du programme abordés : polynomes, diagonalisation, produits scalaires.

Commentaires : plutot classique, mais un excellent entrainement a I'algébre linéaire et bilinéaire sur les espaces
de polyndmes, sujet récurrent dans les énoncés de concours.

Soit n un entier naturel non nul, on considére E = R,[X] I'espace vectoriel sur R des polyndmes de degré inférieur ou
égal an.

Pour tout entier naturel j, on note PY) la dérivée j-ieme de P.

On définit la famille de polynémes (Py)o<k<n par :

X(X - k)k!
Py(X)=1etVke{l,...,n}, PL(X) = %
1. a. Prouver que la famille (Py, Py, ..., P,) est une base de E.
b. Montrer que pour tout entier k appartenant 4 {1,...,n},ona :

PLX +1) = Py (X)

puis, pour tous les entiers k, j vérifiant 1 < j < k < n, donner une relation entre Pg)(X) et Pr_j(X — j).

c. Soit P € E, justifier I'existence d’un (n + 1)-uplet (ao, a1, . ..,a,) € R™*! tel que
n
P=aoPy+aPi+---+a,P, = ZakPk
k=0

puis établir que :
Vjie{0,1,....n}, PY(j)=a,.
Ainsi, on a établi la relation :

n
VPEE,P= Z PO (k)P
k=0

2. On consideére I'application u définie sur E par :
VP € E, u(P)(X) = P'(X + 1).

a. Etablir que u est un endomorphisme de E.

b. Ecrire la matrice A de 'endomorphisme u dans la base (Py, Py, ..., P,) de E.

c. Déterminer le rang de A ainsi que ses valeurs propres.

d. La matrice A est-elle diagonalisable ? (Une réponse argumentée est attendue.)
3. On définit sur E x E Papplication (-, -) par :

¥(P,Q) € EXE, (P,Q) = Y PP (k)QM (k).
k=0

a. Démontrer que (-, -) est un produit scalaire sur E.

b. Justifier que la famille (Py, Py, . .., P,) est une base orthonormale de E.
Sujet : Etude d’une fonction de deux variables m
Abordable en premiére année : X Intérée :

Theémes du programme abordés : séries numériques, fonctions de plusieurs variables, calcul différentiel d’ordre

1, extrema locaux.
Commentaires : le sujet est trés calculatoire mais son intérét réside dans le fait qu’il propose une méthode «a la
main» pour étudier la nature locale d’un point critique sans passer par le calcul des valeurs propres de la hessienne.

Dans cet exercice, on considére :
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la fonction ¢ définie sur R% par
t

-1
WeRi,qo(t):e ; —t(e%—l).

la fonction ¢ définie sur R} par

VteRE, y(t) =t — % —In(t).

U l'ouvert de R? définie par
U =]0, +oo[*= {(x, y) € R?>:x>0et y > 0}.

e f:U — Rla fonction définie sur Pouvert U et i valeurs réelles par
Y(x,y) €U, f(x,y) =x¥y —y* = ey InGx) _ gxln(y),

On admet que f est de classe 6! sur U.
L’objectif de cet exercice est de prouver que la fonction f n’admet aucun extremum sur U.

1. Etudier les variations de ¢ sur R%, calculer y/(1) et préciser le signe de .

. n—1
2. Prouver la convergence de la série Z et calculer sa somme.

n>1

NPAGHD,

W

. Soit t € R. Exprimer la somme Z ———en fonction de ¢(t) et In(t). On admettra la convergence de cette série.
n!

n=1

S

. Justifier que
Yt €]0,1[, o(t) < In(t) et ¥Vt €]1, +oo[, ¢(t) > In(2).

19

. Soit (x,y) € U. Montrer que (x,y) est un point critique de f si et seulement si

x>1Ly>1
In(x)In(y) = 1
y* 1 = x¥n(x)

=

. Soit (x,y) € U un point critique de f. Justifier 'existence d’'un réel t € R, tel que

x=e!
y=e
o(t) =Int

~l=

~

. Prouver que (e, e) est 'unique point critique de f.

oo

. En comparant les signes des fonctions t - f(e,e +t) et t - f(e + t, ), justifier que f n’admet aucun extremum sur
U.

Sujet : Etude d’une suite de variables aléatoires 4 densité et d'une équation différentielle Moyen

Abordable en premiére année : X Intérée :

La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Modifications apportées au sujet d’origine : suppression de la question 1 de la partie I, qui n’a aucun intérét en
Scilab . Ajout d’une indication 2 la question 13.c pour pallier 2 la disparition des équations différentielles d’ordre
1 du programme 2015.

Commentaires : la premiére partie est vraiment intéressante pour la manipulation de variables 4 densité. En
revanche la suite est plus déroutante, et ressemble plus a un sujet facile I’ESSEC.

n

La partie I consiste a justifier que les variables Y, = max(Xi,...,X,) et Z, = Z )% possédent la méme loi lorsque
i=1

(X1,...,Xy) est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la méme loi exponentielle de
parametre 1.
La partie II a pour objectif d’établir que, pour chaque variable aléatoire X possédant une densité f avec f continue sur Ry
et f nulle sur R*, il n’existe aucune variable aléatoire Y 2 densité dérivable g sur R*, nulle sur R* et vérifiant g — ¢’ = f.
La partie III consistera 4 étudier les valeurs propres et vecteurs propres de I'application linéaire introduite 2 la partie II.
Les parties LII et IIT sont largement indépendantes.
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Partie I. Etude des variables Y, et Z,,.
Toutes les variables aléatoires considérées ici sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, 4, P).
Soit X une variable aléatoire, rappelons que :

* Fx désigne sa fonction de répartition définie par : ¥t € R, Fx(t) = P(X < t).

* X suit la loi exponentielle de paramétre a €]0; +oo[ si et seulement si sa fonction de répartition est définie par :

Fy(t) = 0 sit<0
T 1—exp(-at) sit>0

ot exp(y) désigne I'exponentielle du réel y c’est-a-dire que : exp(y) = €Y.

On considére une suite (X,)nen- de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la méme loi exponentielle de
paramétre 1. Pour tout entier naturel n non nul, on note Y, et Z, les deux variables aléatoires définies respectivement par :

Y, = max(Xy,...,X,) = max X;.

1<i<n
X; X Xn X
Zp="0 4 4 22 Y
1 2 n g
i=1
ot max(Xi, ..., X,) désigne le maximum des valeurs de X, ..., X,.
Pour finir, on désigne par f; la fonction définie sur R par
0 sit<0
fu(t) = n-1 .
nexp(-t) (1 — exp(-t)) sit>0
1. a. Pour tout réel ¢, exprimer le réel Fy, (t) 4 I'aide des réels Fx, (t), ..., Fx, ().

b. Pour tout réel ¢, donner alors l'expression de Fy, (t) en fonction de n et de t en distinguant le cas t < 0 et le cas
t>0.

c. Vérifier alors que la fonction f; est une densité de probabilité de la variable aléatoire Y,,.

, . . , .. ) , . Xnp#
2. a. Préciser la fonction de répartition de la variable aléatoire ':1
n

, Xn+1
b. Démonter que z
n+1

est une variable aléatoire 4 densité et proposer une densité dy,1.

3. Pour tout réel x, vérifier que : f nexp(nt)(1 - exp(—l‘))n_1 dt = (exp(x) —1)".
0

4. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul, Z, est une variable aléatoire 4 densité dont f;, est

une densité. ¥
L s g +1
Indication : pour Ihérédité, on remarquera que Zys1 = Zy + — T
n+

Partie II. Existence et unicité de la solution d’une équation différentielle.

+00
On désigne par E I'ensemble des fonctions f continues de [0, +oo[ dans R telles que I'intégrale f |f(t)| dt converge.
0

On admet que E est un R-espace vectoriel.
Pour toute fonction f appartenant A E, on considére 'équation différentielle

Pr):y-y' =f

dont I'inconnue est la fonction y : Ry — R qui est dérivable sur R,. On fixé dans cette partie une fonction f appartenant
A E. Pour tout réel positif X, on note :

ke(x) = exp(x)f exp(—t)f(t)dt.

5. Soient ¢, deux fonctions appartenant a E, dérivables sur R, et vérifiant 'équation (% ). On introduit la fonction h
définie sur R, par :

Vx € Ry, h(x) = (p(x) — ¥(x)) exp(—x).
a. Prouver que la fonction h est constante sur R;.

b. En utilisant le fait que la fonction ¢ —  appartient 3 E, montrer que ¢ = .
Nous avons ainsi établir qu’il existe au plus une solution dans E a I'équation () lorsque f € E.
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+00
6. Pour tout réel positif x, justifier la convergence de I'intégrale f exp(—t)f(t)dt.
+00
7. Etablir que la fonction kf : x - exp(x)f exp(—t)f(t)dt est dérivable sur R, et que :

Vx € Ry, kp(x) - k}(x) = f(x).
8. On suppose, uniquement dans cette question, que f esta valeurs dans R, c’est-a-dire que :
Vx € Ry, f(x) = 0.

a. Vérifier les relations suivantes :

wyWemﬁ<@m<fmﬂmm

A A
(B) : YA e Ry, fo ke(x)dx = kg(A) — ke(0) + f; f(x)dx.

+00
b. Prouver que I'intégrale f kf(x) dx converge et que :
0

f ke(x)dx = f (1 —exp(=x))f(x)dx.
0 0

9. On revient au cas général ou f : R, — R prend des valeurs non nécessairement positives.

+00
Montrer que I'intégrale f k¢ (x)| dx converge.
0

10. Soit X une variable aléatoire possédant une densité f avec f continue sur R, et f nulle sur R*.
Justifier qu’il n’existe aucune densité g dérivable sur R., nulle sur R* et vérifiant g — ¢’ = f sur R,.

Partie I11. Ecude de Papplication f ky.
Ala partie II, on a établi que si f appartient a E, il existe une unique fonction

kg : x — exp(x) f+°° exp(—t)f(t)dt

appartenant 3 E telle que :
kp -k} = f.

On considére alors application ¢ définie sur E par :
Vf €E, o(f)=kyf.

11. Ertablir que ¢ est un endomorphisme de E.
Définition : on dit que le réel A est valeur propre de ¢ s'il existe une fonction f de E non identiqguement nulle telle que
o(f) = Af. On dit que f est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A et on appelle sous-espace propre de ¢ associé a
A Pespace vectoriel
Ex(@) = {f € E telle que o(f) = Af}.
La suite de cette partie est consacrée 2 la détermination des valeurs propres et des vecteurs propres de ¢.

12. Pour tout réel a > 0, on considére la fonction f, définie sur R, par :
Vx € Ry, fa(x) = exp(—ax).

Vérifier que f, appartient 2 E, que f, est un vecteur propre de ¢ et préciser la valeur propre associée.
13. Soit A une valeur propre de ¢ et f € E un vecteur propre associé a la valeur propre A.
a. Montrer que A est nécessairement non nul.

, 1
b. Etablir que f est dérivable et vérifie I'équation différentielle : f’ = (1 - 1) f
c. On pose g(x) = Fx)e (=2~
Montrer que g est constante sur R,. En déduire, pour tout réel positif x, 'expression de f(x) en fonction de
A, x et d’une certaine constante.

d. Montrer que 4 €]0, 1.
14. Préciser ensemble Sp(p) des valeurs propres de ¢ et, pour chaque valeur propre A de ¢, proposer une base de
Pespace propre E;(¢).
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ECRICOME 2011 : CORRIGE

EXERCICE 1

Pour tout k € [0,n], deg P = k.
Ainsi, (P, .. .,Py) est une famille de polynémes de degrés deux 2 deux distincts, donc est

libre.

Elle est formée de n + 1 = dim R,,[X] éléments : c’est donc ‘ une base de R,[X]. ‘

Pour k € [1,n],on a

(X — k)k1 . (k — DX(X — k)k=2

PLX) =

k! k!
et donc
, X+1-kF (k=1)X + )X +1-k)k2
e = EHLBL - DO DK 1)
X = (k=1 (k- DX+ D)X - (k—1)k2
= ! * Kl
X = k= )2 (X = (k= 1) + (k= DX + (k- 1))
- k!
kX(X - (k=1)F2  X(X = (k- 1))k2
- k! - k- 1) - m

En remplagant X par X — 1, cette relation s’écrit encore P;(X) = Pr_1(X - 1).

En dérivant cette relation, il vient P/’(X) = P;_ (X —1).

Mais P;_,(X) = Pr_2(X — 1), de sorte que P, (X = 1) = P_»(X - 2).

De proche en proche, on prouve donc que pour tous j, k vérifiant 1 < j < k < n,ona

PO(X) = Py(X = j).

Soit P € E. Puisque (P, ..., P,) est une base de E, P s’%écrit! comme combinaison linéaire

n
de (Py,...,P,) :ilexiste (ao, . ..,an) € R tels que P = Z agPy.

k=0
n

En particulier, en évaluant cette relation en X = 0, il vient P(0) = Z aiPi(0).
k=0
Mais pour k > 1, on a P(0), de sorte que P(0) = agPo(0) = ao.
n

n
Pour j > 1, en dérivant j fois la relation P = Z a Py, il vient PY(X) = Z akP,E’)(X).

k=0 k=0
n

Puisque Py est de degré k, pour k < j, ona P]g) =0, donc PY)(X) = Z akP,g)(X).

k=j
n

Une utilisation de la question 1.b nous donne alors PY(X) = Z akPr—ij(X = J).
k=
En évaluant en X = j, il vient alors

n

POG) = 3 axPej(0).

k=j
0 sik>j ]
Mais comme précédemment, Py_;(0) = {1 S? P ] de sorte que PY(j) = aj.
stk =j

Si P € E, alors P’ est un polyndme de degré au plus n — 1, et donc il en est de méme de
P’(X + 1), de sorte que u(P) € E.
Soient P,Q € E et « € R. Alors

w(@P+Q)=(aP+Q)(X+1)=(aP' + Q)X +1)=aP' (X +1)+ Q' (X +1) = au(P) + u(Q).

Ainsi, u est linéaire et donc est | un endomorphisme de E.
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— Méthode

Le meilleur outil dont nous
disposons pour prouver

la liberté d’une famille de
polyndmes est le fait qu’une
famille de polynomes de
degrés deux a deux distincts
est libre. On commencera
donc systématiquement par
vérifier si c’est le cas.
Attention : il ne s’agit pas
d’une équivalence, il existe
des familles libres formées de
polyndmes qui sont tous de
méme degré.

Une rédaction totalement
rigoureuse nécessiterait
stirement une récurrence
descendante (finie), plus labo-
rieuse et pas beaucoup plus
convaincant. Le faire pour
j = 1etj = 2 devrait suffire
A convaincre le correcteur
et A obtenir la majorité (et
probablement l'intégralité)
des points.

1 s . .
De maniere unique, mais
l'unicité n’est pas demandée

ici.

Rappelons que P(X) et

P(X + 1) sont de méme
degré. Le plus simple pour
s’en convaincre est de remar-
quer que (X + 1)k et X* sont
de méme degrés, ce qui se
voit aisément 2 I’aide de la
formule du binéme.
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On a P} = 0 et donc u(Py) = 0.
Pour k > 1, d’apreés la question 1.b, on a u(Px) = P{(X + 1) = Px_1(X), de sorte que la

matrice de u dans la base (P, ..., P,) est
0 1 0 0
0 0 - 0 0 Une matrice est échelonnée
A= Mat(po’__,pn)(u) = . . € Mpi1(R). si chaque ligne commence

par strictement plus de zéros

: : que la ligne précédente.

0 0 o 0 0 Les pivots sont alors les pre-
miers coefficients de chaque
ligne non nulle : ce ne sont
pas nécessairement les coeffi-

La matrice A est échelonnée et possede n lignes non nulles, donc | rg(A) = n. cients diagonaux !

De plus, A est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux : 0 est

(e}
—_

la seule valeur propre de A. £ Danger !
OnadimEy(A)=n+1- rg(A) = 1. +7A est une matrice de taille
Ainsi, on a Z dimE;(A) = dim Eg(A) = 1 < dimE. n+1=dimE, et non n.

AeSpec(A)

Donc A n’est pas diagonalisable, et donc ‘ u n’est pas diagonalisable.

Si (P,Q) € E X E, alors
(P,Q) = Z PO )QW (k) = Z Q" (k)P (k) = (Q, P).
k=0 k=0

Donc (-, -) est symétrique.
Soient P,Q,R € E et A € R. Alors

n

(AP + Q,R) = Zn:(xp + QPR k) = " (APP (k) + 0¥ (k)) RV (k)
k=0

k=0

= Z POFRO (k) + Z QM (k)R® (k)
k=0 k=0

=[(AP,R) + (Q.R). |

Donc (-, -) est linéaire par rapport 2 la premiére variable. Puisqu’elle est symétrique, c’est
une forme bilinéaire symétrique.
Soit P € E. Alors

(P,P) = Zn: PO ()P0 (k) = Zn: (P)” > 0.

k=0 k=0

Enfin, si P € E est tel que (P,P) = 0, une somme de nombre positifs étant nulle si et
seulement si chacun de ces nombres est nul, il vient

Vk € [0,n], PP (k)*> = 0 & Vk € [0,n], PX(k) = 0.

Mais, d’aprés la question 1.c, on a alors

pP= Z PO (k)P = 0.
k=0

Ainsi, on a bien (P,P) =0 & P = 0, et donc ‘ (-,-) est un produit scalaire sur E.

Soient (i, j) € [0, n]]%, avec i # j.
Supposons par exemple que i < j. Alors

(Pi, Py) = Z PP (k)
k=0
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= PEP (k)
k=0

Donc la famille (Py, . . ., P,) est orthogonale.
De méme, pour j =i,ona

(PiuPiy = ) Piok(0) = Po(0)” = 1.
k=0

On en déduit que ||P;]| = \/(P;, P;) = 1, etdoncla famille (Py, . . ., P,) est orthonormée. Nous

avons prouvé i la question 1.a qu’il s’agit d’une base de E, donc c’est‘ une base orthonormale de E. ‘

EXERCICE 2

. 1 1 £2-t+1
i est dérivable sur R*, etona ¢/(t) = 1 + PR

Or, t> =t + 1 ne s’annule pas® sur R et donc y est positif.

Ainsi, Yt € R%, ¢/(t) > 0, et donc ¢ est strictement croissante sur R%.

De plus, (1) = 0, et donc

\w €]0; 1], (t) < 0 et ¥Vt € [1;+oo[, Y/(t) > 0. \

-1 -1 1 1
Ona’ =0sin=0et——=————sin>1.
n! n! (n-1)! n
Or, la série de terme général Y est convergente, et
n—1)!
+00 (o]
1 1
P RO R
— (n—1)! il

. L. ., 11
et de méme, la série de terme général = est convergente avec
n!

S I |
Zmzzm—lze—l.

n—1
|

Donc la série de terme général est convergente, et on a

o) 00

n=0 =
Notons que pourn > lett > 0,ona

1

P =" - o — (= D)
et donc :
w(tni]) tn_1 Fn—1 n-— 1 1 _ 1 tn i
P e e T
n 1

Or, les séries de termes généraux — et - convergent puisqu’il s’agit de séries exponen-
] q
n!

n!

tielles, et on a alors

S S > LS4 |
_—= ——1:et—1et —t = LA —1282_1.
Zn! Zn! Zn! Zn!
n=1 n=0

n=1 n=0

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

-1 = 1 1
N

Pour k > i, ng) =0

Question 1.c

Pour k < i,onaP;_;(0)=0
etpour k =i,ona P;_r(0) =
0.

2Son discriminant est

A=1-4=-3<0.

i=n-1.

3 Car somme de deux séries
convergentes.

Pour tout ¢ € R, la série de
s ’ n
terme général £ converge
et
+00 n
LA
7' =€ .
4 !
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, . ., n— . ~ , .
Enfin, la série de terme général converge, donc il en est de méme de la série de

n!

! In(t), et alors

i”n! In(t) = n(t)z = In(t).

n=1

. n-—
terme général '

est convergente4, et on a alors 4 Car somme de séries
convergentes.

Ainsi, la série de terme général

y("h
n!

f]anw (e 1) =m0 = [0 o
=1

D’ apres la question 1, pour ¢ €]0, 1[ et pour toutn > 1 ona t"~! €]0, 1[, et donc y(t"1) < 0.

- 1
Ainsi, Z ¢( ) < 0. Et donc d’aprés la question 3,

Yt €]0,1[, ¥(¢) < In(?).

De méme, si t €]1;+oo[, alors pour tout n > 1, t"! > 1, et donc ¥ (¢t"") > 0. Alors

© n-1
Z % > 0 et donc

\Vt €], +oof, Y(t) > In(2). \

(x,y) est un point critique de f si et seulement si on a

{%eyln(x) _ ln(y)exln(y) =0 o {%xy = In(y)y* o {ln(y) _ chy_i
In(x)ev!n®) — XexInw) — g Loy In(x) = £
In(x) > O et In(y) > 0 x>lety>1
& {In(x) n(y) =1 & {In(x)In(y) = 1
In(x) = xy T In(x)x¥~! = yx_1 La condition x > lety > 1

découle automatiquement des
autres :six et y sont positifs,

-1

. alors In(x) = L estauto-
Notons ¢ = In(x). Alors puisque x > 1, t > 0, et alors
matiquement posmf et donc

In(y) = = également...
1 1
y = eln(y) - el/ln(x) = er. n(x)

Et alors, en prenant le logarithme des deux membres de la derniére équation, il vient
1
(x = 1) In(y) = (y - 1) In(x) + In(In(x)) soit (e’ — 1); = (e =Dt +Int) © o(t) = In(?).
Drapres la question 4, pour ¢ # 1, on a ¢(t) # In(¢), et pour t = 1, on a bien ¢(t) = 0 = In(?).
Donc un point critique correspond nécessairement A t = 1, et donc a

x:etzeetyzel/tze.

Inversement, on vérifie aisément qu’on a bien ici un point critique de f.

Donc | le seul point critique de f est (e, e).

Comme indiqué dans I’énoncé, étudions la fonction ¢t — f(e,e +t). Ona

f(e, e+ t) — eeln(eth) _ e(e+t)1n(e) — ee(1+1n(1+t/e)) _ ee+t.
Si (e, €) est un minimum local de f, alors pour ¢ «suffisamment petit», on a

t t ty ¢
fle,e+t) > fle,e) = 0 o efUHIn(xt/e) 5 pert oy q 4y (1 + —) >1+-oln (1 + —) > -,
e e e e
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Mais au voisinage de 0, un petit développement limité nous donne

t2 2

t t t t t
l(1+—)=———+ t? 1(1+—)——:——+ t%).
n e e 2¢2 th( )< In e e 2e2 th( )

.. . t t . .
Ainsi, la fonction g : t = In (1 + —) — - admet un maximum local strict en 0, et donc pour
e

e
t non nul suffisamment proche de 0, on a

ln(1+£) < 2 & fle,e+1) < f(e,e).

Donc (e, e) ne peut étre un minimum local de f.
é De méme, en étudiant t = f(e + t,e), on montrerait que (e, e) n’est pas non plus un
maximum local de f.

Or, toute boule centrée en (e, e) contient des points de la forme (e + t,e) et de la forme
(e, e +t). Donc dans toute boule centrée en (e, e), f prend des valeurs strictement positives
et des valeurs strictement négatives.

Ainsi, f n’admet pas d’extremum local en (e, e), qui est le seul point critique. Puisque U est
un ouvert de R?, un extremum local sera forcément atteint en un point critique, et donc f
ne posséde pas d’extremum local.

Ficure 1 — Le graphe de f, avec un zoom sur le point selle. Toute boule centrée en (e, €)
contient des points oit f prend des valeurs positives (en vert) et des valeurs négatives (en
rouge).

PROBLEME

Partie I. Etude des variables Y, et Z,,.
Ona

=

Fy,(t) = P(Y, < t) = P(max(Xy,...,Xpn) <t) =P [X; < t]

Mais les X; étant indépendantes, il vient alors

Fy, (1) = HP(Xi <t)= l_[FX,-(t)-
i=1 i=1

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

— Méthode

Notons que nous avons choisi
ici de faire un développe-
ment limité afin d’étudier le
comportement de g au voi-
sinage de 0, mais il n’aurait
pas été plus dur d’en dresser
le tableau de variation.

Calculs
4 Notons que ce sont exacte-
ment les mémes calculs, et
quil n’est pas nécessaire de
les refaire une seconde fois !
Eneffet, f(e+t,e) <0 &
f(e,e+1t)>0.
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Puisque les X; sont identiquement distribuées, pour tout i € [1, n], Fx,(t) = Fx, (1) et donc

0 sit<0

Fy, (1) = (Fx, (D))" = (1-e?)" sit>0

Puisque X; est une variable 2 densité, Fy, est continue sur R et 6! sauf éventuellement en
. . n 7 . 1

un nombre fini de points. , et donc Fy, = (Fx,)" est également continue sur R et ‘6! sauf

éventuellement en un nombre fini de points.

Donc Y, est une variable 2 densité.

Drautre part, toute fonction coincidant avec Fy, sauf éventuellement en un nombre fini de

points est une densité de Y.

Mais Fy, est dérivable sur R* et pour tout ¢t € R,

sit<0
F, (t) = _ = fu(?).
Y"() ne_t(l—e_t)n1 sit>0 fu®)
Et donc ’ f est une densité de Y,,.
PourteR,ona
Xn+1 ) sit <0
Pl— <t|=PXpy1 <tln+1)) =
(n+1 Kns1 < tn+ 1)) 1—e Dt G130

) , .. Xn+1
La fonction de répartition de as 1
n+

est clairement 6! sur | — oo, 0[ et sur ]0, +oo].

De plus, on a

Xn ) Xn X,
limP( +1<t)=0=11mP( “<t)=P( “<0)
1 t—0* n+1 n+1

Xn+1
n+

et donc la fonction de répartition de est continue en 0. Ainsi, elle est continue sur

n+1

R et 6! sauf peut-étre en 0 : est une variable a densité, et une densité en est toute

n
fonction qui coincide avec Fy = sauf éventuellement en un nombre fini de points.

n+l

sit <0

Par exemple, on peut prendre d,+1 : t —
P P p m sit>0

(n+ 1)e~(n+Dt

Soit x € R. Alors on a
x { 1 1
f ne" (1-e*)"" dt = f ne" (e7'(e' = 1)) dt
0 0
1 x
=f nete (n Dt (ef - 1)'H =f ne’ (e' — 1)'H dt
0 0
= [ - 1)y =

Montrons le résultat par récurrence sur n € N*,

Pour n =1, Z; = X; = Y;. Donc fi, qui est une densité de Y1, est également une densité de
Z1.

Supposons que f;, soit une densité de Z,,.

Alors Zyq = Zp+

1 .. . .
:‘:1 . Par le lemme des coalitions, Z,, qui est une fonction de X, .. ., Xp,
n

n+1

est indépendante de

Puisque dy11 est bornée® sur R, on peut donc utiliser le produit de convolution : Z,41 est
une variable 4 densité, dont une densité est donnée par

+00
i@ = [ o0y (x =)t
Or,ona fy(t)# 0o t20etdpi(x—t)#0eox-t 20t < x.
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Dans le cas d’une loi expo-
nentielle, nous savons méme
que Fx; est ¢! saufen 0.

Rappelons que si on change
la valeur d’'une densité en un
nombre fini de points, on
obtient encore une densité.
Pour cette raison, nous ne
nous préoccupons pas de la
valeur de f;, en 0, ot Fy,,
n’est pas dérivable.

L’énoncé nous demandait

de repasser par la fonction

de répartition, mais c’est un
résultat classique sur les lois
exponentielles :si X < &(1),
alors AX < & (%) et donc

LLX
ici Sl — E(n +1).

5F’elrn+1.

La somme de deux variables 2
densité n’est pas toujours une
variable 2 densité (penser a
X - X =0..).

En revanche, c’est le cas

si les deux variables sont
indépendantes, et Cest le
théoréme de convolution qui
laffirme :«X + Y est une
variable 2 densité, dont une
densité est donnée par ...»

M. VIENNEY
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9

dn+1(x - t) #0

Ainsi, pour x < 0, on a gn4+1(x) = 0 = f,41(x) et pour x > 0,
X
1 (x) = f ne™ (1-e)"™" (n+ 1)e" D=0 gy
0

X
= (n+ 1)e"(n*Dx f e (1—et)"" at
0
— (71 + 1)6—(n+1)x (ex _ 1)n

=(n+1)e™ (1 — e_x)n = fn+1(x).

Et donc f41 est une densité de Z,1.

D’apreés le principe de récurrence, | pour tout n € N*, f,, est une densité de Z,.

Partie II. Existence et unicité de la solution d’une équation différentielle.
h est dérivable sur R, par produit de fonctions dérivables sur R, et

Vx € Ry, h'(x) = =(p(x) — ¥(x))e™™ + e7*(¢"(x) — ¢/ (x)).

Mais ¢ est solution de (2¢) etdonc ¢ — ¢’ = f @ ¢’ = ¢ - f.
De méme,onay’ =y — f.
Et donc ¢’ — ¢’ = ¢ — ¢. On en déduit que

Vx € Ry, 1'(x) = €7 (p(x) = ¥(x) = o(x) + Y/(x)) = 0.

Et donc ’ h est constante sur R,. ‘

+00
Puisque E est un espace vectoriel ¢ — ¢ € E, donc f lo(t) — ¥(t)| dt converge.
0

+00
Drautre part, puisque 0 < |(¢(x) = ¢¥(x))e™| < |p(x) — ¥(x)|, f |h(t)| dt converge égale-
0
ment, de sorte que la fonction h est aussi dans E.
+00 +oo
Mais h étant constante, f |h(t)|dt = f |h(0)| dt.
0 0

Mais cette derniére intégrale converge si et seulement si h(0) = 0.
On en déduit donc que h est la fonction nulle. Et puisque pour tout x € Ry, e™ # 0, c’est

que ‘ pour tout x € Ry, o(x) = ¥/(x). ‘

La fonction ¢ + e~ f(t) est continue sur [x, +oo[, donc le seul probléme de convergence se
situe au voisinage de +co.
Or, pour t > x,ona 0 < [f()e™!| < [f(2)].

+00

Mais puisque f |f(t)ldt converge, il en est de méme de f |f()|dt, et donc de
0 x

+00
f le™" f(t)|dt converge.

+00
Ainsi, f e”' f(t)dt converge absolument et donc converge.
X

La fonction x > e est dérivable. .

e ' f(t)dt =f0

Drautre part,

X

f(t)e " dt —f e”' f(t)dt, et par le théoréme fonda-
0

mental de I'analyse, la fonction x - f(t)e™" dt est dérivable, de dérivée x > e f(x).

0
Donc k¢ est dérivable sur Ry par produit de fonctions dérivables et pour tout x € Ry,

k}(x) =e"(—e 7 f(x)) + " fx el f(t)dt = —f(x) + kg (x)

de sorte que | k¢(x) — k}(x) = f(x).

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

L’intégrale d’une fonction
constante égale a aentre 0 et
+00 est I'aire d’un rectangle
de hauteur a et de longueur
infinie. Cette aire n’est finie
(et donc l'intégrale converge)
quesia=0.

— Astuce

La version du théoréme
fondamental de I'analyse

qui figure au dans le cours
ne s’applique que pour des
intégrales sur un segment.
Pour une intégrale dont une
borne est x, mais qui est im-
propre (mais convergente !)
en lautre borne (ici +0), on
commencera par utiliser la
relation de Chasles pour se
ramener au cadre d’applica-
tion du théoréme du cours.
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+00
Par positivité de I'intégrale, on a f e ' f(t)dt > 0 et donc fi(x) > 0.
X

D’autre part, pour t > x, on a e”’ f(t) < e f(¢) et donc

ke(x) < e* f“" e f(t)dt =e*e™ f+m f(t)dt = " f(t)dt.

De plus, pour A € Ry, en utilisant la relation de la question 7,

A A A A A
= x)dx L(x)dx = Ot x)dx = - x)dx.
[T = [ e [ Tidx= kol [ o =| k@ -k + [ s

+00
Lorsque x — +oo, on a° f f(x)dx — 0 et donc, d’aprés la relation (a), par le
. X—+00

théoréme des gendarmes, lirP kp(x) = 0.
X—+00

Ainsi, dans la relation (f), il vient, lorsque A — +oo,
A +00
f ke(x)dx — —ks(0) + f f(x)dx.
0 A—+co 0

+0o
Par conséquent, f k¢(x) dx converge et
0

6 Car Cest le reste d'une
intégrale convergente.

f;w kg (x)dx = —kf(O)—i-f;oo f(x)dx = —j(;+m e f(x) (1x+f(;+Do flx)dx = f;w(l —e M)f(x)dx.

Pour tout x € Ry, [kg(x)| = e*

+0o
f e ' f(t)dt
X
Mais par I'inégalité triangulaire,
+00
<f e | f(t)| dt.

fxm e ' f(t)dt

Et donc, aprés multiplication par e*,

e* fx - e f(1)

+00
Puisque |f| est une fonction de E a valeurs positives, f kif(x) dx converge d’apreés la
0

0<

<e f If(t)]dt & \ 0 < [kp(x)] < ki ().

+00
question précédente, et donc f k¢ (t)|dt converge.
0

+00 +00
Puisque f est positive’, |f] = f, et comme f f(t)dt = f f(t)dt converge, f appar-
—00 0

tient bien A E.
Donc par la question 5.b, il existe au plus une fonction g dérivable sur R% vérifiant g—g’ = f.

Mais par la question 7, une telle fonction existe : c’est kf.
Donc sil existe une densité g satisfaisant 2 toutes les hypothéses de I'énoncé, c’est nécessai-

0 six <0

rement g : x > )
ke(x) six >0

On a alors
1:£ g(t)dt:fo kf(t)altzf0 (1—e’”)f(t)dt=fO f(t)alt—fO et f(t)dt.

+00

f(t)dt =1, et donc f+°° e ' f(t)dt = 0.
0

Puisqu’il s’agit de I'intégrale d’une fonction continue et positive sur [0, +co, I'intégrale est
nulle si et seulement si Vt € [0, +oo[, e™! £(t) = 0 & f(t) = 0.
+00

Mais f étant une densité,

Mais ceci vient alors contredire le fait que f(t)dt = 1. Et donc il n’existe pas de

densité g dérivable sur Ry, nulle sur R* et vérifiant g — g’ = f sur R,.
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Etant donnée la définition de
f,ona

feEe|fl€E.

Et donc ki est bien défini
d’aprés la question 6.

7 Comme toute densité.

Nous avons prouvé en 5.b
qu’il ne peut y avoir deux
fonctions distinctes vérifiant
g-g9=f.

Et donc il y en a au plus une.
Cela ne prouve pas qu'il en
existe une !
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Partie I1I. Ecude de Papplication f k.
Il est clair par ce qui précéde, que ¢ est a valeurs dans E.
Soient f,g € E et A € R. Alors, pour tout x € R,,

wwmw=ff ﬁ@mnﬂmmﬂﬁf KWmmwf e g(t)dt = 29(f)+0(g).

Et donc p(Af +g) = Ae(f) + ¢(9)-
Ainsi, ¢ est linéaire et donc est ’ un endomorphisme de E. ‘

+00 +0o
La fonction f, est continue sur R, et f |fa(x)| dx = f e~ “* dx est une intégrale de
0 0

référence convergente, donc f € E.
Drautre part, on a alors, pour x € Ry,

+oo +o0
w(fa)(x)=exf e_te_’”dtzexf e~(@t gy

Et pour A > x,

A -1 A 1 e—(a+1)x
f (@t gy — etarir [ _ (e @+Dx _ p=(arDAy
x a+1 a+1 A-+oo a+1
1 1
Et donc o(f,)(x) = — 16‘(“+1)xe" =— 16‘“" = mfa(x).

Nous en déduisons donc que ¢(f,) = fa : fa est un vecteur propre de ¢ associé a la

a+1

1 .
valeur propre ——

Supposons par 'absurde que f soit un vecteur propre associé a la valeur propre 0.
Alors o(f) =kp =0x f =0.
Etdonc f = ks — kji = 0, ce qui est contraire 4 la définition de vecteur propre.

Donc nécessairement

Par hypothese, on a kf = ¢(f) = Af, avec A # 0.
Or, par définition, ¢(f) est une fonction dérivable, donc f est également dérivable.

Deplus,onakf—k}=f<:>/1f—/1f’=f<:> f’:(l—%)f.

La fonction g est dérivable car produit de fonctions dérivables, et pour tout x € Ry, on a

ﬂw=ﬁuwﬂﬂﬁ—@—%ﬁunﬁﬁk:a
N e’
=f'(x)

Donc g est constante sur Ry : Vx € Ry, g(x) = g(0) = f(0).
Et donc | f(x) = g(x)e(!=7)% = £(0)e(1-72)x.

+00 +00
Nous avons prouvé a la question 9 que f lf()dt = f |f(0)|e(17%)t dt converge.
0 0

+00
: 1
Puisque f est non nulle, £(0) # 0 et donc f e(1=2)t gy converge.
0
Mais d’aprés un résultat du cours, c’est le cas si et seulement si

1 1
1—z<0<:>1<z<:>/1€]0,1[.

Nous avons prouvé a la question 13 que si A est une valeur propre de @, alors A €]0, 1] et

tout vecteur propre f est de la forme f(0)f;_1. Donc E;() C Vect (f1—% )

1

+1
1 , .

a=~- 1) et alors le résultat de la question 12 prouve que A est valeur propre de ¢ et que

Vect(fz) € Ex(p). Et donc dim E;(¢) = 1, de sorte que Ex(¢) = Vect(fy).

On en déduit donc que | Sp(g) =]0, 1[ | et que pour tout A €]0, 1[, | Ex(¢) = Vect (f%_1) .
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(il sufht de prendre

Inversement, si A €]0,1[, alors il existe a > 0 tel que 1 =
a

Vous avez probablement
'impression que la définition
de valeur propre/vecteur
propre donnée par I’énoncé
est redondante avec celle vue
en cours. 1l existe toutefois
une différence :ici E est de
dimension infinie, alors que
tout ce qui a été vu en cours
n’est valable qu’en dimension
finie.

Donc la définition est bien la
méme, en revanche certaines
propriétés vues en dimen-
sion finie ne le sont plus en
dimension infinie !

Notons que, contrairement
au cas d’'un endomorphisme
d’un espace vectoriel de
dimension finie, nous venons
de prouver sur un exemple
qu’un endomorphisme d’un
espace vectoriel de dimension
infinie peut avoir une infinité
de valeurs propres.
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Sujet : Développement asymptotique d’une suite d’intégrales

Abordable en premiere année : X Intérée :
Theémes du programme abordés : intégrales impropres, suites numériques, fonctions d’une variable.
Pour tout entier n > 1, on considére les intégrales :

fl di fl ul/n_uZ/n
U, = etv, = —du.
o T+t+t2+4- 4l 0 1-u

1. Convergence de la suite (u,)n>1.

a. Vérifier que :

Vn>1, Vtelo,1],

1 1
= < .
n+1

En déduire que :¥n > 1,0 <u, —
Quelle est la limite de la suite (u,)n51 ?
b. En utilisant le changement de variable u = ¢", établir que :

v
Ynzl,u, — == —.
2 n
2. Résultats intermédiaires.
. . . . (Inx)*
a. Pour tout entier k > 1, calculer la limite suivante : hm1 T
x—1 X —

b. Soit k un entier naturel non nul.
U (Inx)k

0 X — 1
c. On introduit la fonction f définie sur R par: Vx € R, f(x) =e* —e
A laide de I'inégalité de Taylor-Lagrange en 0 a lordre 1 appliquée 4 la fonction f, montrer que

dx.

Prouver la convergence de I'intégrale

2x

Vx €] — 00,0], ¢* — e** + x| < —.

3. Application.
a. En utilisant la question 2, démontrer que

1 1 2
'Un+1f Inu du‘ < 5 (Inw) du.
nJo

Vn>1, < —5
4 1-u 2n2 Jo 1-u

Ulnu

du que l'on ne cherchera pas a calculer.

b. On considére l'intégrale I = f
- 0

. . .. 1 .
Donner un équivalent de v, puis un équivalent de u, — Sen fonction de I.

Sujet : Recherche de points critiques d’une fonction de trois variables Moyen

Abordable en premiére année : X Intérét :
Thémes du programme abordés : diagonalisation, fonctions de plusieurs variables

Informatique : les questions de Turbo Pascal du sujet original ont été traduites en questions de Scilab.
Commentaires : calculatoire sur la fin, mais les méthodes mises en ceuvre sont intéressantes.

Pour tout entier naturel n, on note R,[X] I'ensemble des polyndmes 4 coefhicients réels de degré au plus n. On considére
lapplication f qui & un polynéme P de R,[X] associe le polynome :

f(P) = P — 4XP".

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR


http://www.ecs2-fauriel.fr

1. Etude de f. Soit n un entier naturel fixé uniquement dans cette question.
a. Justifier que f est un endomorphisme de R, [X].
b. Calculer f(1), f(X), puis f(X*) pour k € {2,...,n}.
Etablir alors que la matrice A, de f dans la base canonique de R,,[X] est triangulaire.
c. Prouver que f est diagonalisable et que chacun de ses espaces propres est de dimension 1.

d. Soit P un vecteur propre de f associé a la valeur propre A.
Etablir que : A = —4 deg(P).
En déduire qu’il existe un unique polyndéme unitaire H, de degré n tel que

(€n) : f(Hp) = —4nH,.

Rappel : un polyndme unitaire est un polyndme dont le coefficient dominant vaut 1.
2. Etude de la suite (Hp)neN-

a. En dérivant la relation (€,), démontrer que :
Vn> 1, f(H) = —4(n - DH..
En déduire que :

(= DHns

¥n > 1, H, = nH,_1 etVn > 2, H, - XHp—1 + 1

=0.
b. Pourquoi peut-on affirmer que Hp=1etH; =X ?

Calculer alors H, et H.
c. Drapres ce qui préceéde, la suite u, = H,(1) satisfait a la relation de récurrence :

(n B 1)un—Z
1 .

uy=1Luwm=1,Vn 22, up, = up_1 —

Ecrire un programme Scilab calculant uso.

3. Application aux points critiques d’une fonction 2 trois variables.
On note U l'ouvert de R® défini par :

U={(x,y,z) eRPtel quex #yety # zetz # x}

ainsi que la fonction V définie sur U par :
Vx,y,2) €U, V(x,y,2) = x> + > + 22 —In|x —y| = Inly — 2| = In |z — x].

Soit (a, f,y) € U.
a. Brablir que (a, B, y) est un point critique de V si et seulement si (, f, y) est solution du systéme

2a(@-y)Na—-p)=2a- -y
(F):12B-a)Bf-y)=2B-a-y
2¥(y-a)y-p)=2y-a-p

b. On introduit le polynéme Q(X) = (X — a)(X — f)(X —y).
Montrer que (a, B, y) est solution de (¥) si et seulement si Q” — 4XQ’ admet pour racines «, 8, y.

c. Prouver que si (a, B, y) est un point critique de V, alors

Q" —4XQ’ = -120

puis que Q = Hj (cf. question 2.b).
Donner alors les points critiques de V.

Sujet : Autour du probléme du collectionneur de vignettes m

Abordable en premiére année : X Intérét :

Theémes du programme abordés : probabilités discrétes, variables 4 densité, suites et séries, convergence des
variables aléatoires

La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Modifications apportées au sujet d’origine : la question 6 a été largement remaniée car la formule du crible
n’est plus au programme

Commentaires : nécessite de I'aisance avec le raisonnement probabiliste, et en calcul
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Soit r un entier naturel supérieur ou égal 2. Une urne contient r boules numérotées 1,2, .. .,r. On pioche indéfiniment
les boules avec remise, chaque boule pouvant étre piochée de fagon équiprobable.

Pour tout entier i € {1,2,...,r}, on note Y; la variable aléatoire égale au «<nombre de pioches nécessaires pour obtenir i
boules distinctes». On convient que Y; = 1.

On désigne par X, la variable aléatoire égale au «<nombre de pioches nécessaires pour obtenir les r boules numérotées
1,2,...,r. Il est immédiat que X, = Y,.

Par exemple, en supposant que r = 4, si les boules piochées successivement portent les numéros

3,3,3,1,1,1,1,2,3,2,4, 1, ...

alorsona : Y1 =1,Y,=4,Y3=8, Y, = X4 = 11.

La partie I établit certains résultats préliminaires qui seront utilisés dans d’autres parties.

La partie II se consacre 4 'étude de la loi des variables discrétes Y;,1 — Y; afin d’en déduire lespérance et la variance de la
variable discréte X, .

La partie III détermine la loi de la variable X, puis étudie la distribution asymptotique de la variable X, autour de sa
moyenne.

On note exp la fonction exponentielle définie par :

Vx € R, exp(x) = e”.

Partie I : Résultats préliminaires.
1. Brude d’une suite.

n
. . . o 1
On introduit la suite (up),>1 définie par :Vn > 1, u, = Z = | = In(n).
i=1 !
a. Ecrire un programme Scilab permettant de calculer u, pour un entier n > 1 donné.

b. ATaide d’'un développement limité, justifier que u, —ups1 ~ —.
n—>+oo 22

En déduire la nature de la série Z(un — Up41) puis démontrer la convergence de la suite (un)n>1.

n>1
n
c. Montrer que la suite Z > converge (on ne demande pas le calcul de la limite).
i=1 ! n>1
2. Loi de Gumbel.
Soit Z une variable aléatoire. On suppose que Z suit la loi de Gumbel, c’est-a-dire que sa fonction de répartition Fz
est définie par :

Yt € R, Fz(t) = exp(—exp(-t)).

a. Vérifier que la fonction Fz est bien une fonction de répartition puis que Z posséde une densité que 'on
précisera.

b. On considére la variable aléatoire W = exp(-Z2).
Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire W.
En déduire que la variable aléatoire W suit une loi usuelle dont on précisera le ou les paramétres.

(gl

+o00
. Pour tout entier k, montrer que I'intégrale f (In(x))*e™ dx est absolument convergente.
0

d. En justifiant le changement de variable x = exp(—t), démontrer que la variable Z admet un moment d’ordre k
valant :

E(Z5) = fo +m(— In(x))*e™ dx.

Partie II : Etude de la variable X, .

3. Etude du cas r = 3.
On suppose uniquement dans cette question que r = 3, c’est-a-dire que l'urne ne contient que trois boules

L . . L, g, 1
numérotées respectivement 1,2, 3, chacune pouvant étre piochée avec la probabilité 3

a. Soit n un entier naturel non nul.
Comparer les événements [Y> > n] et C, : «les n premiéres pioches fournissent des boules portant toutes le
méme numéro».
Calculer la probabilité P(C,). En déduire la probabilité P(Y> > n) puis donner la loi de la variable Y,.

b. Justifier que :

Va>1,P(Ys—Ys=n)= ZP([)@ =n+k]N[Ys=k])
k=2
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puis que :

Vn?l,Vk?Z,P([Yg=n+k]ﬂ[Y2=k])=—(—)n_

En déduire la loi de la variable Y3 — Y5.

’ Dans toute la suite du probléme, r désignera un entier supérieur ou égal a 2. ‘

4. Loide i1y — Yy pourie{1,2,...,r =1}

a. Justifier que :
YiQ) = {ii+1,i+2.. 3 =N\{0,1,2,....i—1} et (Yirs = ¥,)(Q) = N\ {O}.

b. Démontrer que :

. n—1 .
Vn > 1, Yk > 4, Py, (Yies = Y = 1) = (i) (1 - i) .
r r

c. En déduire que Y;11 — Y; suit une loi usuelle dont on précisera le ou les paramétres puis établir que :

r r-i
E(Yis1 - Y) = —etV(Yin - Y)) = ——.
r—i (r—1)
5. Espérance et variance de X,.
r—1
a. Justifier que : X, =1+ Z(Yr_m -Y,_).
i=1
En admettant que les variables Y2 — Y1, Y3 — Ya,..., Y, — Y,_; sont indépendantes, vérifier que :

r r r
1 S 1 1
E(X,):rZ};etV(X,)zr le—z—rZT
1= i= i=

b. ATaide de la question 1, prouver l'existence de deux réels a et § tels que :

EX,) =rin(r) + ar + o (r) et V(X,) ~ pre.

Partie III : Loi de X, et de sa déviation asymptotique par rapport  sa moyenne.

Pour tout entier k € {1,2,...,r} et tout entier naturel m > 1, on considére I’événement A : «le numéro k n’a pas été
k,m
pioché durant les m premiéres pioches».
6. Loi de X,.

Soit m un entier naturel non nul.
a. Pour tout entier k € {1,2,...,r}, calculer la probabilité de I'événement A,

b. On se fixé A présent k numéros iy < iy < --- < i. Calculer la probabilité quaucun de ces numéros n’ait été
pioché durant les m premiers tirages.

c. Justifier que :
PX; >m)=P(A,mUArmU--UA, ).

En déduire que P(X3 > m) =3 (1 - %) -3 (1 - %) )

On admet que plus généralement que
r—1 r k m
_ _1\k-1 _n
P(x,>m)_;( 1) (k) (1 r) .

7. Comportement de X, au dela de sa moyenne.

2. A laide d’une récurrence sur m, montrer que, pour toute famille (D, ..., D,,) d’événements, on a :
P(D1UDyU---UDp,) < P(D1)+P(D3)+ -+ P(Dp,).

b. Démontrer que pour tout réel x, ona : exp(x) > 1 + x. En déduire que :

Vm e N\ {0}, Vk € {1,....r}, P(Ax.m) < exp (_ﬂ) ,

r
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c. Soit ¢ > 0, on note M, la partie entiére de (1 + &)r In(r), c’est-a-dire I'unique entier relatif tel que :
M, < (1 +¢&rln(r) <M, + 1.

Comparer les événements [X, > M,] et [X, > (1 + &)r In(r)].
En déduire que :

PX, > (1+e)rln(r)) < —

Ainsi on vient d’établir que :
Ve > 0, 1ir+n PX, >0 +erln(r)=0
r—+00

qui peut se traduire ainsi : Pévénement «X, est sigm'ﬁcatiuemmt supérieur a sa moyenne» est un événement asymptoti-
quement rare.

8. Distribution de X, autour de sa moyenne.

On introduit la suite (Z,),5> de variables aléatoires définie par :

X, —rin(r)

r

Vr 22,7, =

Soit t un réel fixé, on note m, la partie entiére du réel rIn(r) + rt, c’est-a-dire I'unique entier relatif tel que :
m, < rln(r) +rt < m, + 1.
a. Justifier I'existence d’un rang ro(t) tel que :
Yr = ro(t), my 2 1

puis prouver Iégalité :
Yr > ro(t), P(Z, > t) = P(X, > m,).

b. Soit k un entier naturel. A I'aide d’'un développement limité, établir que :

m, In (1 - E) =—kln(r)-kt+ o (1).
r r—+oo

, ) r rk
c. Démontrer que, pour tout entier k, on a : ~ —.
k] ro+e k!

Vk e N, lim (r) (1—5)% _ kD)
9’ k .

r—+co r k!

En déduire que :

d. En admettant que I'on a

tim S0 () 15 = S =g

exprimer la valeur de la limite lim P(Z, < t) en fonction de Fz(t) (définie 2 la question 2).

r—+oco

Quel résultat vient-on d’établir sur la suite de variables aléatoires (Z,),5> ?

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR


http://www.ecs2-fauriel.fr

1.b.

CORRECTION 153

ECRICOME 2010 : CORRIGE

ExERcicE 1
Convergence de la suite (uy),>1
_4n
Pourt e [0,1[,onal+t+---+ "1 = et donc
1 (opo ot _=n=m _(-pi-1+m _[(-or
T4t+- 4l C1-tn T—tn 1—tn T 1—tn
On en déduit que
1 (1 -t Cette derniére intégrale
f (1-t)dt = - dt. est impropre en 1, mais
o 1-t" converge car différence de

deux intégrales convergentes.

1 2
t
Mais f (1-t)dt= [t - —] = —, de sorte que
0 o 2

2
f ](1 t)dt L
- - =up, — =
0 "2
—t Attention au fait que pour

Pour tout t € [0,1[,onat > t" etdonc 1 —t < 1—¢", de sorte que <1 t>1,onat < t" mais
1- que pour ¢ € [0, 1], on a au
contraire t™ < t.

En particulier, par croissance de l'intégrale,

1 -t ! 1 1 1
( ) dt<f t"dt = et donc u, — = <
0 n+1 2

0 1 —tn n+1 ’
, : (1 - -
D’autre part, la fonction t - T étant positive sur [0, 1[, on a T dt > 0
_ 0 _
1
etdonc 0 < u,, — =.
Au final, il vient donc
1 1
O<u,— = < .
RS

1
Par le théoréme des gendarmes, on a donc lim u, - 5= =0etdonc| lim u, = =

n—+oo n—+oo

1 L=
D’aprés ce qui précéde, on a donc up, — 5= a-oe 1 t)" dt.
0 _

Le changement de variable u = t" est de classe 6! sur [0, 1[, et strictement croissant, donc

;. 1 . )
légitime. Onaalorsu = t" & t = u'/" et donc dt = —u'/"~" qu. Il vient donc! ! Dintégrale de dépare est
n convergente, donc l'intégrale

1 _ L _ 1/ 1 1/n_ .2/ obtenue aprés changement
Up — 1 = u dt = ulul/"‘l du = 1 M du = ﬁ de variable le sera automati-
) o 1—1tn 0 1-u n n Jo 1-u n quement.

Résultats intermédiaires.

Lorsque x - 1,onax—-1—-0et donc

In(x) = In(1 + (x — 1)) ~ X 1.

Et donc pour tout k > 1, (Inx)* ~ (x — 1)k.
xX—

On en déduit que

(Inx)* (x — 1)k
x—1 x-1 x-1

=(x— 1)

Par conséquent,

x—=1 x-1 x—>1 0 sik>1
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)k
La fonction x — est continue sur |0, 1[.
. , . U (Inx)k
Par la question précédente, elle est prolongeable par continuité en 1, donc f 0 dx
1/2 X —

converge.
(In x)*

Au voisinage de 0, on a 0
—

x:O —(ln X)k.

. , 1
Or, par croissances comparées, on a yx(Inx)* — 0, de sorte que In(x)* = o (— .
x—0* x—0*

Vx
1/2

1/2
Puisque f T dx converge, il en est de méme de f (In x)* dx. Et alors, par le critére
0 x 0

Lo . . 12 (Inx)¥ .
des équivalents pour les fonctions de signe constant dx converge également.

0 X =

U (lnx)*

0o X

Et donc dx converge.

La fonction f est de classe 62 sur [x, 0], avec
/(1) = ¢! =26 et f"(x) = ' — 4e*! = e!(1 — 4e').
En particulier, pour tout ¢ € [x, 0], on a
[F7 (] < le’lI1 = 4e’| < [1 - 4e'].

Mais la fonction t — 1 — 4e’ est strictement décroissante sur R_, et on a tlim 1—4e' =1
——00

et 1 —4e0 = -3,

Donc pour tout t € R_, =3 < 1 —4e’ <1< 3, de sorte que |1 — 4e’| < 3.

D’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 1 entre 0 et x, il vient

3|x|? 3x2
If(x) = f'(0)x] < % ollef — e +x| < %
Application
1
Pour tout u €]0,1], on a —In(u) < 0, et donc, d’apreés la question 2.c, appliquée avec
n
1
x==Inu,
n
1 3 1 3
enlnu _onlnu o 2l ¢ —(nuw’ e [u/"—u*" + Z1lnu| < =(nu)’.
n 2n? n 2n
En divisant par 1 —u, il vient
1/n _ ,2/n 1 1 3 1 2
Va €0 1], u u 1 lnu \_(nu) .
1-u nl—-u| 2n2 1-u
Par croissance de l'intégrale?, on a alors
f1 ut/" —y?m 1 lnu 3 U (lnu)?
- U< — du.
0 1-u nl-u 2n2 Jo 1-u

Et enfin, d’aprés I'inégalité triangulaire pour les intégrales,

1. 1/n _,2/n 1 1] 1
f%dw_f H“Mf
0 1—u n 0 1—u 0

On en déduit donc que

2/n

ul/n —y 1 lnu

1-u nl-u u\ﬁ o 1-u

1 1 2
vn+1f by du| < if ) du.
nJy 1-u 2n2 Jo 1-u
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3 (! (nu)?

k étant fixé, la fonction x —
(Inx)k
-1
sur 0, 1[, bien que ce signe
dépende de la parité de k.

est de signe constant

Rappelons que pour appli-
quer l'inégalité de Taylor-
Lagrange 4 'ordre n entre
a et b, il faut disposer d’'un
majorant de [f("+1] sur le
segment d’extrémités a et
b, et pas nécessairement sur
R tout entier.

21laécé prouvé précédem-
ment que toutes les intégrales
en jeu convergent.

M. VIENNEY
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In u)? )
Notons J = f (nu)” du, qui est une constante ne dépendant pas de n.

1-u
1 3
On aalors |v, + =I| < — .
n 2n2
3
En particulier, rIl Un + I 2—% —— 0, de sorte que

1 1
vp+—-I1= o (—)
n

n—+oco \ n

Et donc

1 I I I
vn:——I+(vn+—):——+ 0 (—) ~ | =

n n n n—+oo \n/ n—o+oo

S|~

. 1 v 1
Puisque u, - 5 = —, on en déduit que
n

EXERCICE 2

Etude de f

Si P € Ry[X], alors deg P’ < n—1 et degP” < n — 2, de sorte que deg XP’ < n et donc
deg f(P) < n. Ainsi, f est bien 4 valeurs dans R,,[X].
Soient P,Q € R,[X] et A € R. Alors

FAP+Q) = (AP+Q)"—-4X(AP+Q)’ = AP"+Q" —4AXP'~4X(Q’

Donc f est linéaire :|c’est bien un endomorphisme de R, [X].

Onaf(1)=0-4Xx0=0, f(X)=0-4Xx1=—-4Xetpourk > 2

FOXFY = k(k = 1)X52 = 4XEXF = —4kXF + k(K - 1)xF2,

Et donc

An =Matg,,,(f) = -
0
0 n(n—2)
—4(n-1) 0
0 0 —4n

On constate alors que | cette matrice est triangulaire supérieure.

Les valeurs propres de A, sont donc ses coefficients diagonaux, qui sont les -4k, k € [0, n],

de sorte que Spec(f) = Spec(An) = {—4k, k € [0,n]}.

En particulier, puisque f posséde n + 1 = dim E valeurs propres distinctes, f est diagonali-

sable et tous les sous-espaces propres sont de dimension 1.
d
Soit P = Z arX¥ un vecteur propre de f associé 2 la valeur propre A, avec ag # 0, de sorte
k=0
que d = degP. Alors

d d
f(P) = Z k(k — Dagx*2 -4 Z k(k — DagXx*.
k=2 k=1
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Par définition d’un équi-
valent, on a

Up ~ Up
si et seulement si

U = vp + 0o(vy).

= AP"-4XP")+(Q"-4XQ") = Af(P)+f(Q).

Lorsqu’on dit qu’un poly-
nome est de degré d, c’est
qu’il n’a pas de termes de
degré supérieur 4 d, et que
le coefficient en X est non
nul.

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

2.b.

156

ECRICOME 2010

En particulier, si f(P) = AP, en identifiant les coefhicients de degré d, il vient —4day = Aay,

et puisque ag # 0, on a donc —4d = A, soit| A = —4 deg P.

A présent, considérons P, un vecteur propre de f associé a la valeur propre —4n.
Puisque E_4,(f) est de dimension 1, nécessairement E_4,(f) = Vect(P,) = {uP,, p € R}.
En particulier, il existe dans E_4,,(f) un unique polyndme unitaire : celui pour lequel y est
I'inverse du coeflicient dominant de P,, qui sera nécessairement de degré n.

Et donc | il existe bien un unique polynéme unitaire H, tel que f(H,) = —4nH,, |, et ce po-

lynoéme est nécessairement de degré n.

Etude de la suite (H,)nen
On a H]/ - 4XH], = —4nH, et donc en dérivant

HY —4XH! —4H!, = —4nH,, & (H.)” —4X(H.) = -4(n-1H, & \ F(H!) = —4(n — 1)HL,.

Autrement dit, H}, est dans E_y,—1)(f).

Or nous savons que E_y,—1)(f) est de dimension 1 et contient H,_; # 0, de sorte que
E_yn-1)(f) = Vect(Hp-1).

Et donc il existe A € R tel que Hj, = AH,_;.

Or H,_1 posséde 1 comme coefhicient dominant alors que H}, posséde n

Par identification des coefficients dominants, on a donc nécessairement

En particulier, H)) = nH_, = n(n - 1)H,_; et donc la relation H,/ — 4XH,, = —4nH, s'écrit

~D)H,_
n(n — 1)Hy_» — 4nXH,_, + 4nH, = 0 | H, — XH,_; + % =0.

Le polynéme constant égal 4 1 est unitaire, de degré 0 et vérifie f(1) = -4 x0x 1.

Mais d’aprés la question 1.d, il y a unicité d’un tel polynéme :
De méme, f(X) = —4X et X est unitaire et de degré 1, donc m
Et donc

Tout sous-espace vectoriel
de R[X] de dimension 1
contient un unique poly-
nOme unitaire.

Puisque le terme en X" de
Hp, est X", le terme de degré
n—1de H, est nX"!,

H
HZ:XH1—TO: 5

Hy
et Hy = XH. -5

3X

x? .
4

Une possibilité est de créer un tableau U stockant les termes successifs de la suite, et de
calculer la valeur de ces termes 4 I’aide d’une boucle for.

Dans ce cas, il faudra juste se méfier du fait que les coordonnées d’un vecteur sont numé-
rotées 2 partir de 1, et donc u(1) contiendra ug, u(2) contiendra uy, etc.

1| u = zeros(1, ) ;

2 u(l) =1;

3 u(2) =1,

4 for i =

5 u(i) = u(i-1) - (i-2)*u(i-2)/4;
6 end

7 disp(u( )

Notons que les termes de (u,,) deviennent tellement grands 2 partir d’'un certain rang qu’ils
dépassent les capacité de calcul de Scilab ...

Application aux points critiques d’une fonction de trois variables.

Les fonctions (x,y,z) = x — v, (x,y,2) = y —z et (x,y,z) = z — x sont 6! sur U car
polynomiales, et de plus prennent leurs valeurs dans R*, par définition de U.

Par composition avec la fonction ¢ - In|t|, qui est 6 sur R*, les fonctions

(x,1,2) = In|x —y|,(x,y,2) = In|y — 2| et (x,y,2) = In|z — x| sont €' sur U.

Enfin, (x,y,2) — x> + y? + 2% est 6! sur U car polynomiale. Et donc V est 6! sur U car
somme de fonctions 6.

On a alors, pour tout (x,y,z) € V,

1

zZ—X

"V(x,y,z) = 2x —

+

Xy
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U est précisément défini
comme P'ensemble des points
ot aucune de ces trois fonc-
tions ne s’annule.

’ . ’ 4
La dérivée de In|u| est %-.
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1 1
+

y-z x-Jy
1 1

-z z-x

hV(x,y,z) =2y —

KhV(x,y,z) =2z +
]

Et donc (a, f,y) € U est un point critique de V si et seulement si

20— g+ hp = 2a(a-py-a)=y-a+p-a 2a(a - y)a-B)=2a—p—y
-5+ l5=0 e ipB-yNa-p=a-fry-f ©|{26B-a)f-y)=2p-a~y
2+ gy~ 22 =0 B~y —@)=f-y+a—y Ay -y -pH=2y-a-p

OnaQ'X)=X-a)X-f)+(X-a)X —y)+ (X - )X -y) et donc
Q"X)=2(X-a)+ X -+ (X -y)=20X-a-f—-y).

Et donc
Q"(a) — 4aQ’(a) = 2Q2a — f —y) — 4a(a — p)a —y)

est nul si et seulement si 2a(a — y)(a — ) = 2a — f — y, ce qui, & miracle !, est la premiére
équation de notre systéme de la question précédente.

On montre de la méme maniére que la seconde équation est satisfaite si et seulement
si Q”(B) — PQ’(B) = 0 et que la derniére est satisfaite si et seulement si y est racine de
0" — 4XQ'.

Et donc (a, B, y) est un point critique de V si et seulement si @, f, y sont trois racines de
Q// _ XQ/'

SiQ”-4XQ’ possede a, B,y comme racines, alors il est divisible par (X—a)(X-g)(X-y) = Q.
Donc il existe P € R[X] tel que Q” — 4XQ’ = PQ. Or Q est de degré 3, tout comme
Q" - 4XQ’, de sorte que P est nécessairement de degré 0, donc une constante A.

On a donc Q” — 4XQ’ = AQ.

Le coefhicient en X° de Q est clairement égal a 1.

Puisque Q" est de degré 1, il ne posséde pas de terme de degré 3, et donc le coefficient en
X? de Q" — 4XQ’ est celui de —4XQ’, qui est —12.

Et donc par identification des coefhicients de degré 3 dans la relation Q” — 4XQ’ = AQ, il
vient A = —12.

Ainsi, on a bien | Q” — 4XQ’ = —120. \

Autrement dit, Q est un vecteur propre de f, pour la valeur propre —12. Comme de plus
il est unitaire, c’est forcément

H3=X3—3—X=X(X2—§)=x( _ﬁ)(mﬁ).

4 4 2 2
Les racines de H}' — 4XH} = —12H; sont alors 0, \é_ \;_

Donc les points critiques de V sont parmi

22\ e e

(0 V3 ﬁ),(o, V3 ﬁ)’(\@ ﬁ)( V3 \/3)’(«/3 \/5,0),(_\/3 «/30)'

Inversement, si (a, §,y) est l'un des six points précédemment évoqués, alors
0=X-a)X-pB)(X~-y)=Hs.

Et donc Q” — 4XQ’ = —12Hs, qui posséde bien a, f et y comme racines. Donc par la
question 3.a, (@, f,y) est un point critique de V.

Et donc ’ V posseéde six points critiques, qui ont été listés ci-dessus.

PROBLEME
Partie I : Résultats préliminaires
Etude d’une suite.
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On peut méme affirmer que
a, B, y sont les trois racines
de Q” — 4XQ’. En effet,
celui-ci est de degré 3 donc
posséde au maximum trois
racines distinctes, et a, f, y
sont distincts par hypotheése.

Le terme en X2 de Q’ est
3x2, dérivée de X3.
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I s’agit de calculer la somme 4 I'aide d’une boucle, puis de lui retirer In(n).

1 function u = suite(n)

2 u =

3 for i= n

4 u=utl/i
5 end

6 u = u-log(n)

7 endfunction

Ona

un+1—un=Z%—ln(n+1)—2%+ln(n)

= ! —ln(n+1): ! —ln(1+l)
+ n n+1 n

1 N 1 1+ 1 N 1
n2 n—>o+oo n2 n  2n2 n—)0+oo n2

1 N 1 1
= ——_—— 0 — ~ —_——
2n2  no+o\n2 ) no+o  2n2
Par comparaison a une série de Riemann convergente, d’aprés le critére de comparaison

pour les séries 4 termes de signe constant, on en déduit que la série de terme général
Up41 — Uy CONVErge.

Mais pour n € N*, la somme partielle d’ordre n de cette série est

n n n n+1 n
Z(ukH_”k):ZukH_Zuk:Zui_ U = Unpt+1 — UL
k=1 k=1 k=1 i=2 k=1

Puisque la série converge, la suite de ses sommes partielles converge également, et donc

(un+1 — 1)y converge. Cest donc que ‘ la suite (u,) converge. ‘

. . . L. . 1
Il s’agit de la suite des sommes partielles de la série de Riemann convergente Z >-
i

Et donc® c’est une suite convergente.
Loi de Gumbel.
La fonction F est continue sur R par composition de fonctions continues, et donc en
particulier continue a droite en tout point. Mieux : elle est méme 6.
. o s . _ _p—t - .
Elle est croissante car sa dérivée, quiest t > e e¢ , est positive sur R.
Enfin, ona lim Fz(t)=0et lim Fz(¢) =€ = 1.
t——o00 t—+o00
Donc Fy est bien la fonction de répartition d’une variable aléatoire Z.
Et puisque nous avons déjé mentionné que Fz est continue sur R, et méme 6! sur R,

‘ Z est une variable 2 densité. ‘

- —t—e t
Une densité en est par exemple | F/ : t > ™' 7¢

Il est évident* que W est A valeurs strictement positives, et donc pour x < 0, P(W < x) = 0.
Pour x > 0,0na

P(W <x)=P(e? <x)=P(-Z <In(x)) = P(Z > —In(x)) = 1 = Fz(In(x)) = 1 — ™.

Nous reconnaissons alors la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramétre
1:[ws e,
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Rappelons que up ~ vy, si et
seulement si

U = vp + o(vy).

La limite de cette suite est
souvent notée y et est appe-
lée constante d’Euler.

3 Cest la définition de la
convergence d’une série.

4 En raison de la présence de
lexponentielle.
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http://www.ecs2-fauriel.fr

2.d.

CORRECTION

159

La fonction x > (Inx)¥e™ est continue sur ]0, +oo[, donc I'intégrale est impropre en 0 et
en +oo.
Au voisinage de +oo, puisque (In(x))* = o (x), il vient (Inx)ke™* = o (xe™).
x—+00 x—+00
+00

+00
Or, l’intégrale xe ¥ dx est convergente, puisque nous savons que f xe “dx =T(2)
0

est convergente.
+00
On en déduit donc que f (Inx)*e ™ dx converge. Puisqu’il s’agit de I'intégrale d’une
1

fonction positive, la convergence est équivalent 2 la convergence absolue.

Au voisinage de 0, on a x'/?(In x)*e™ ~ x1/2(In(x))* e 0 par croissances comparées.
xX— X

1
Etd Inx)ke ™ = —.
t donc (Inx)*e x30+(‘/;)
1 dx 1
Puisque I'intégrale de Riemann f = converge, il en est de méme de f (Inx)*e™ dx.
0 Vx 0

Drautre part, x — (Inx)¥e™ est de signe constant® sur ]0, 1], et donc la convergence de
I'intégrale est équivalente 2 la convergence absolue.

—+00
Et donc nous venons de prouver que f (In x)¥e™ dx est absolument convergente.
0

+00
PR , . . ot
Par le théoréme de transfert, Z admet un moment d’ordre k si et seulement si f tke=t=¢" gt
—00
converge absolument.
La fonction t — e~! est 6! sur Ry, et strictement décroissante, donc le théoréme de

changement de variable s’applique.

t

d
Posons alors x = ™! & t = —In(x), de sorte que dt = ~& De plus, lorsque ¢t — —oo,
X

x — +oo et lorsque t — +00, x — 0.
+o0
’ N . . —t_p—t
Le théoréme de changement de variable nous garantit alors que f thke™t=¢"" dt et

—00

0 d +00
_, —dx _ .
f (= In(x))fxe™> — = f (= Inx)*e™™ dx sont de méme nature, et en cas de conver-
+ x 0

(o)

gence, sont égales.
Or nous avons prouvé 2 la question précédente que cette seconde intégrale est convergente,
et donc E(ZF) existe, et

E(ZF) = fo +Oo(—lnx)’w:—x dx.

Partie II : Etude de la variable X, .
Etude du cas r = 3.

L’événement [Y> > n] est réalisé si et seulement si il faut strictement plus de n tirages pour

obtenir deux numéros différents. C’est le cas si et seulement si les n premiers tirages ont

fourni le méme numéro.

Et donc [Y2 > n] = Cp,.

Nommons Z; la variable aléatoire égale au numéro de la boule obtenue lors du i*me tirage.
3 n

Alors C, = U ﬂ[Zi =r].
k=1 i=1
Et donc, par incompatibilité des événements de 'union, et indépendance des Z;,

3 n

p(cn):ZP ﬂ[z,:k] =2ﬁP(Zi=k)=Z(%)n= 3,11_«

3
k=1 i=1 k=1 i=1 k=1

Enfin, puisque Y> est a valeur entiéres, pour tout n > 2,

1 1 2
P(Y2=n)=P(Y2>n—1)—P(Y2>n)=w—:&n—_lz 5
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5 dépend de la parité de &,
mais pas de ¢.

Le théoréme de changement
de variable ne dit rien de la
convergence absolue.

En réalité, en remplagant

la fonction intégrée par sa
valeur absolue, on montre
aisément que l'intégrale avant
changement de variable
converge absolument si et
seulement si l'intégrale aprés
changement de variable
converge absolument.

Cela ressemble beaucoup

3 une loi géométrique de
parametre 2/3, si ce n’est
quonaunn — 2 aulieu
d’un n — 1. Ce n’est pas une
grosse surprise : Y, compte
le nombre d’essais, aprés le
premier, avant d’obtenir
une boule différente du
premier, ce qui se produit
avec proba % Donc si on
ajoute le premier essai,

2
Yo+1—>%(=].
2+ 1(3)

M. VIENNEY
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3.b.  Appliquonsla formule des probabilités totales au systéme complet d’événements {[Y> = k], k > 2}.
Il vient alors

P(Y3=Yy=n)= ) P(¥s~Y2=n]N[¥2 = k)
k=2

= ZP([Y3 —k=n]Nn[Y>=k])
k=2

= ZP([Y3 =n+k]N[Y> = k]).
k=2

On a de plus, P([Y3 = n+ k] N [Y2 = k]) = Py,=x)P(Y3 = n + k).
Or, cette probabilité conditionnelle est la probabilité que les tirages k+1,k+2,...,k+n—1
donnent une boule parmi les deux déja sorties précédemment, ce qui se produit avec

probabilité 3 et que le tirage n + k donne la troisiéme boule, ce qui se produit avec

probabilité %

Et donc?® 6 par indépendance des ti-

koo rages successifs.
2\" 1 1\ (2\" 1 1 2\"
P([Y3=n+k]ﬁ[Y2=k])=P(Y2=k) (3) 3: (3) (3) 5:%—1(5) .

On en déduit donc que

+00 n n 4 +% no4 i n n-l
1 (2 2\" 1 1 2\"11 12\ 1 12

P =m=> —— (3| =(3] 2. 5==5) s w=3(5] —==3(5] -
(Y3=Y2 = n) k§:2:3k—1 (3) (3) 3 £4 3k (3) 3;31 3(3) 1-1 3(3)

On reconnait alors une loi géométrique :|Y3 — Y, <> 4 (3) .

4. Loi de Yi+1 - Yi.
4.a. Pour obtenir i boules portant des numéros différents, il faut au moins i essais. Et il est
évident qu’il n’y a pas de limite au nombre d’essais nécessaires, puisque pour tout n, les n

premiers tirages peuvent donner la boule numéro 1.
Donc Y;(Q) =N\ {1,2,...,i—1}.

De plus, Y41 — Y; représente le nombre de tirages, une fois qu’on a i boules différentes,
pour obtenir une boule portant un numéro non encore obtenu. Il faut au moins un tirage
pour que ceci se produise, mais il n’y a pas de limite au nombre de tirages nécessaires, donc
(Yie1 = Y)(Q) = N™.

4.b. Commengons par noter que

P([Y; = k] N [Y;41 = Y; = n])

Py,=i)(Yiz1 = Yi =n) =

P(Yl = k)
P([Y; = k] N [Yir1 =n+k])
= = Py.— Y; =n+k).
P, = ) lyi=k](Yis1 )
Cette rédaction n’est pas
C’est le méme principe qu’a la question 3.b : sachant que [Y; = k] est réalisé, alors tout A fait satisfaisante, mais
[Yir1 = n+ k] est réalisé si et seulement si les tirages k + 1,k +2,...,n + k — 1 donnent des on sent bien que si on com-

mence 2 nommer des événe-
ments pour essayer de faire
les choses correctement, on

boules qui ne sont pas parmi les i déja précédemment obtenues, et si le tirage n + k donne
une nouvelle boule.

Et donc, par indépendance des tirages successifs, ne s’en sortira pas. Et donc
il faut aussi accepter de se
iy\n-l i contenter d’un peu d’intui-
Pry=)(Yis1 = Yi = k) = (;) (1 = ;) . tion probabiliste.

4.c. Parlaformule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements {[Y; = k], k > i},
ona

+00
P(Yi1-Yi=n)= ZP(Yi = Kk)Pjy,=k|(Yis1 = Yi = n)
k=i

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY
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Sl 1)
()7 (- e

70

=1

Ainsi, | iy —

Y; suit la loi géométrique de paramétre 1 — —.
r

Et donc en particulier,

1
E(Yi1 - Yi) = T-i°

i
r

Espérance et variance de X,.
On a X, = Y,. Mais d’autre part,

Z(Ylﬂ Y) =

etdonc X, =Y, =Y, -1+1=1

Par linéarité de I'espérance, il vie

E(X)—1+ZE(YI+1

i=1

Et par indépendance des Y, —

V(Yr)

5

=
et V(Y1 - Y3) =
r—1 (1

r—1 r—1
= Z Y1+1
i=1 i=1
r—1
+ Z(Ym - Yi).
i=1
nt donc

Y)—1+Zr_l r

Yi, il vient

r(r—k) =Zr(r—k)

2 2
k=1 k k=1 k
1 1
2
=|r — —-r —.
2
k:lk k:lk

T r

-y =i

Yi=Y, -V =Y, -1

m) * Z V(Yisr = Yi) = Z = 1)2

A la question 1, nous avons prouvé qu’il existe un réel a tel que

Et donc E(X;) = r(u, +In(r)) = r

Up —> @ SuUp=a+ o (1).
(0(+ o (1)+1n(r))= rin(r) + ar + o (r).
o (Inn).
n—+0oo

, 1 :
Drautre part, on a Z — = up, +In(n), et puisque (u,) converge, u, =
1
i=1

n

Et donc Z 1 =ln(n)+ o (Inn) ~ Inn
— 1 n—+oo n—+oo
L g o1

On en déduit donc que r le P rin(r).

D’autre part, il existe un réel j te

Puisque Inr =

r—+

r r
1 1
_ .2 4 2y 2 L 2
VX,)=r Zl 2 + o (r )r—>+oo r 21 3 e pre.
i= i=

n

1 1
1 que Z 3 T B, et donc r Z 3 e

i=1

o (r?), on en déduit que
(o]

r—+oo
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Onaposé k=r—i.

Bien qu’elle soit difficile 2
prouver, I'indépendance de
Y1 — Y; est assez intuitive.
En effet, Yj4y — Y; repré-
sente le nombre de tirages
nécessaires apreés 'obtention
de la i boule pour obte-
nir la (i + 1)*™¢. Mais par
indépendance des tirages,

le nombre d’essais néces-
saires est indépendant du
nombre d’essais qui ont été
nécessaires pour obtenir les i
premiéres boules.

M. VIENNEY
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Partie III : Loi de X, et de sa déviation asymptotique par rapport a sa moyenne.
Loi de X,.

Avec les notations précédentes, on a
Arm=1Z1 #kIN[Zo#k]N---N[Zp # k]
Par indépendance des Z;, il vient donc

P(Ak,m)=]ﬂ[P(Zi £k) = ]ﬂ[(r:1) _ (r;l)m.
i=1

i=1

A chaque tirage, la probabilité de n’obtenir aucun des k numéros choisis est 1 — —.
r

r

k m
Et donc par indépendance des tirages, la probabilité souhaitée est (1 - —) .

L’événement [X, > m] est réalisé si et seulement si 'un au moins des r numéros n’est pas
sorti lors des m premiers tirages.
Donc si et seulement si 'un des événements Aj ,, Ao s - - ., Ap.m est réalisé.

Et donc|[X, > m] = Apm UAomU---UAp . \

En particulier, il vient

P(X3 > m) = P(ALm UAZ,m UAS,m) = P((Al,m UAZ,m) UAB,m)
= P(A1,;m UAsm) + P(A3m) = P((A1,m U Ag ) N A3 )

= P(A1,m) + P(A2,m) = P(A1,m N Az m) + P(A3,m) = P((At,m N A3,m) U (A2, m N A3 )

= P(Al,m) + P(AZ,m) _P(Al,m mAZ,m) +P(A3,m) - P(Al,m nA?),m) - P(AZ,m nA?),m) + P(Al,m mAZ,m mA3,m)
= (P(A1,m) + P(AZ,m) + P(A3,m)) - (P(A1,m mAZ,m) + P(A1,m mAS,m) + P(AZ,m mAS,m)) + P(ALm mA2,m mAS,m)

1\™ 2\™
—3(1—3) —3(1—5) + 0.

Comportement de X, au dela de sa moyenne.

Pour m = 1, la formule est évidente, c’est méme une égalité !
Supposons que pour toute famille (Dy, ..., D,,) de m événements, on ait

P(DyUD,U---UD,,) < P(D1) + -+ + P(Dy)
et soit (Cq, . .., Cms1) une famille de m + 1 événements. Alors
P(C1U---UCp1) =P((C1U---UCp)UCpy1)
ZP(C1 U"'Ucm)+P(Cm+1)_P((C1 U"'Ucm)mcmﬂ)
< P(Cy U+ UCp) + P(Crrs1)
< P(Cy)+ -+ P(Cp) + P(Cry11).

Donc la formule est encore vraie pour une famille de m + 1 événements, et donc est vraie
pour toute famille finie d’événements.

La fonction exponentielle est convexe sur R. Et donc est située sous ses tangentes. Or, la

tangente en 0 estla droite d’équation y = x+1, de sorte que‘ pour tout x € R, e* < 1+x.

1 m
On a donc, pour m € N* et k € [1,m]l, P(Ag,;m) = (l - —) .

r
Appliquons I'inégalité précédente avec x = - de sorte que

_1

1
l+x=1--<e".
r

En élevant cette inégalité a la puissance m, il vient donc

1\™ _1\™ _m _m
(1——) <(e r) =e r ©|PArm)<e .
r
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Ces probabilités sont celles
qui ont été calculées en 6.b.

P(AU B) = P(A) + P(B) —
P(ANB).

Hypothése de récurrence.

/

FicURre 1- La fonction
exponentielle et sa tangente
en 0.

M. VIENNEY
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Ona[X, > M, =[M <X, <(1+ernm]U[X, > (1 +e)rlnm)].
Or, X, ne prend que des valeurs entiéres, et par définition de M,, il n’y a pas d’entier dans
lintervalle |M,, (1 + &)r In(n)].

Autrementdit, [M, < X, < (1+¢&)rIn(r)] = 0, desorte que| [X, > M,] = [X; > (1 + &)rIn(r)].

On en déduit que P(X, > (1 + ¢)rln(r)) = P(X, > M,).
Mais d’aprés les questions 6.c et 7.a,

P(X; > M) = P(Aq,p, U Ao ar, U~ UA; ) < P(A ) + -0 + P(Ar m,)-
En utilisant la question 7.b, on a donc
M
P(X, > M,) < rexp (——r) .
r

Mais M, > (1 + &)rIn(r) — 1, donc

exp (—A%) < exp ((1 +¢&)In(r) + %) = r11+€ exp (_) < et

Et donc finalement

P(X, > (1 +&)rln(r) = P(X, > M) < rlie <| £
.

‘e | pE

Distribution de X, autour de sa moyenne.

Puisque rIn(r) + rt — , il existe ro(t) tel que pour r > ro(t), rIn(r) + rt > 1, et donc’ 7 Un réel supérieur a 1 pos-
roe séde une partie entiére supé-
rieure a 1.

’Vr > ro(t), my > 1.‘

On a alors, toujours pour r > ro(t),

X, —rlin(r) . t)
r

P(Z.>t)=P ( = P(X, > rin(r) + rt)

et X, étant 4 valeurs entiéres, on prouve comme 2 la question 7.c que

P(Z, > t) = P(X, > rn(r) + rt) = P(X, > m,).
Lorsque x — +oo,

k
Pui - 0,
uisque . =, O,ona x|~

X—+00
k k k2 k2 k k2 1 Pour le prouver, le plus
nh|l-=|=—=-=—+ o0 [=]=—-=—+ o |= P
r roo2r2  roseo | 2 ro 212 roseo \ 20 simple est siirement de re-
venir A la définition de la
Et donc partie entiere :
2
moln (12 &) = _mek _mekm (ﬁ) x-1<lx]<x
r r 2r2  rotoo \ p2
et d’utiliser un théoréme des
Maism, ~ rln(r)+rt etrt= o (rlnr), desorte que m, ~ rln(n). gendarmes.
r—+00 r—+00 r—+oo
L1 m In(r
On en déduit que —2r (r) — 0.
r2 ro+o0  r  ro+oo
Et donc .
k m
mn[1-=]=——Z+ o (1).
r r r—+co Rappelons que la notation
o(1) désigne toute suite de
e ) N m,—rln(®)-rt 1 ;.
Enfin, par définition d’une partie entiére, 0 < m,—rIn(r)-rt < 1 donc0 < m —rin(r) - rt < —. | limite nulle.
I r r En effet, on a
N . m, —rin(r)—rt
Par le théoréme des gendarmes, on a donc lim my —rin(r) —rt =0 et donc un = o(1) © lim ”T” -0.
r—+oo r

M _ W+ln(r)+t:ln(r)+t+ o (1).
r r r—+eo

Nous avons donc enfin prouvé que

m, In (1 - é) = —kIn(r) — kt + o (D).
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8.c. Clest trés classique : par définition

(r)_ r! r(r-1)- (r—k+l)

k] T K-k k!

Or le numérateur est un polynéme de degré k en r, de coeflicient dominant égal 2 1 :
lorsque r — +oo, il est équivalent a r¥.

k
r r
Et donc (k) e T

Nous avons

(1 - E)mr = exp (m, In (1 - é)) = exp (—kIn(r) — kt) exp(o(1))

r

1
~ exp(-k In(r) — kt) = —~ exp(—kt). Puisque o(1) tend vers 0,
r—+co r exp(o(1)) tend vers 1.

Et par conséquent,

r k\™ rk 1 ekt
(k) (1 B ;) r—+00 k' k exp( k) 52 rotoo | Kl

8.d. Onadonc, pour t € R et pour r > ry(t),

P(Z, <t) = 1-P(Z, > 1) = 1=P(X, > m,) = 1 Z( 1)“( )(1—-)m —1- Z( 1)k 1( )(1——)%.

k=1
Et donc
exp(—kt
lim P(Z, < Z( 1)k p( )
=1+ Z(_l)kM -1 On ajoute et on retire le
terme correspondant a k = 0.

_ i( exp(— t))

k!

0
ex t Fo(t Somme d’une série exponen-
xp (- exp(=t)) = Fz(t). tielle.

<L
Et donc nous venons de prouver que | Z, — Z.
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ECRICOME 2009

Sujet : Diagonalisation d’'un endomorphisme de ,(R). m

Abordable en premiére année : X Intérée :

Thémes du programme abordés : diagonalisation, produits scalaires, matrices et endomorphismes symétriques
La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Modifications apportées au sujet d’origine : la trace est désormais au programme, sa définition et ses propriétés
ont été enlevées de I’énoncé.

Commentaires : trés joli, mais assez théorique et plutot long. On retrouve le méme théme, un peu plus détaillé
dans le probléeme 2 de Lyon 2014.

M n(R) désigne I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefhicients réels.
Pour tout élément A = (a; ;)1<i,j<n de M ,(R), on note Tr(A) la trace de A et “A la transposée de A.
Pour toutes matrices M, N de /,(R), on pose :

n n
(MINY = Te("MN) = 3" my jmi
i=1 j=1

ot m; ; (resp. n; ;) désigne le coefficient de M (resp. N) situé A I'intersection de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne.
Soit A une matrice symétrique, on considére :

* Papplication ®4 de A, (R) dans 4 ,(R) définie par : YM € M, (R), Pa(M) = AM — MA.

* Pensemble Sp(A) formé des valeurs propres de A.

* l'ensemble Sp(®,) formé des valeurs propres de @ 4.

* ensemble T' = {A — p, (4, ) € Sp(A)*} formé des différences de deux valeurs propres quelconques de A.

Le but de cet exercice est d’établir que les deux propriétés suivantes sont valables pour toute matrice symétrique a
coefhcients réels A :

* @y est un endomorphisme diagonalisable,
* les valeurs propres de @4 forment 'ensemble T, c’est-a-dire que Sp(®4) =T.
Partie I : Ecude d’un cas particulier.
. . 1 1 ST
Dans cette partie uniquement, on suppose que n =2, A=, ]eton admet les deux propriétés suivantes :
* @4 est un endomorphisme de > (R),
* la famille (1, V2, V3, V4) est une base de J>(R) ot 'on a posé :

10 0 1 00 00
el o= (o o= (o) =)

1. Justifier que la matrice T de 'endomorphisme ®4 dans la base (V1, V2, V3, Vy) sécrit

0o -1 1 0
-1 0 0 1

r= 1 0 0 -1|
o 1 -1 0

En déduire la diagonalisabilité de T.
2. Vérifier que T3 = 4T. Qu’en déduit-on sur les valeurs propres de T ?
3. Déterminer une base de I'espace propre associé a la valeur propre 0 de la matrice T.
1 1

4, Calculer TXq et TX,, ott X = _1 iy

-1 -1

et Xo =

5. Expliciter alors une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que T = PDP~! (on ne demande pas le
calcul de P71).
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Partie IT : Réduction de ®4 dans le cas général.
On revient désormais au cas général, A étant une matrice symétrique quelconque de 4, (R).

6. Montrer que @4 est un endomorphisme de 4 ,(R).
7. Prouver que l'application (M, N) € (M ,(R))? — (M|N) est un produit scalaire sur ./ ,(R).

8. Etablir que, pour toutes matrices M, N appartenant a #(,(R), on a :
(PA(M)IN) = (M|@A(N)).

En déduire que 4 est un endomorphisme diagonalisable.
9. Soient
e X € Uy, 1(R) un vecteur propre de A associé a la valeur propre 2,
e Y € JM,,1(R) un vecteur propre de A associé  la valeur propre p.
On pose alors
Mx.y = X'Y € M,(R).
a. Justifier que Mx y # 0, puis que ‘YA = p'Y.
b. Etablir que ®A(Mx,y) = (A — p)Mx,y puis que T C Sp(®4).
10. Soit M € M ,(R) un vecteur propre de ®4 associé a la valeur propre a.

a. On suppose que pour tout vecteur propre Z de A, on a MZ = 0.
Montrer alors que M = 0.
En déduire qu’il existe au moins un vecteur propre Z de A tel que MZ; # 0.
On note p la valeur propre associée a Z;.

b. En revenant a I'expression de ®4(M), justifier que MZy est un vecteur propre de A pour une valeur propre
dont on précisera I'expression a I'aide de a et p.

c. Conclure.

Sujet : Etude d’une fonction définie par une intégrale.

Abordable en premiére année : X Intérét :

Theémes du programme abordés : intégrales impropres

Commentaires : un trés bon exercice pour s’entrainer a la manipulation des intégrales impropres (étude de
convergence, intégration par parties, changement de variable).

Le but de l'exercice est P'étude de la fonction f définie par par la formule suivante :
400
flx) = f e~ 21 + x2e2t dt.
0

1. Domaine de définition de f :

+00
a. Justifier que pour tout réel a > 0, I'intégrale f e %" dt converge, et donner sa valeur.
0

+00
b. Soit x un réel fixé. Etablir la convergence de I'intégrale f e 2t + x2e2t dt.
0

Par conséquent, f est définie sur R, et elle est clairement paire. On va donc Iétudier sur ]0, +oo[.
2. Branche infinie de la courbe représentative de f :
a. Vérifier 'encadrement suivant, pour tout réel x strictement positif et pour tout réel ¢ positif ou nul :
-t

e
xe! < V1 +x2e2t < xel + —.

2x

b. Prouver que, pour tout réel x strictement positif, on a :

c. En déduire que lim |x— f(x)| = 0.
xX—>+00
On dit alors que la droite d’équation y = x est une asymptote oblique a la courbe représentative de f.

3. Dérivabilité et monotonie de f :
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a. ATaide du changement de variable u = xe’, que I'on justifiera, prouver la formule suivante lorsque x est un
réel strictement positif :

Fx) = 22 f VL

ud

b. Montrer que la fonction f est de classe €' sur ]0, +oo[ et que sa dérivée est donnée, pour tout réel x strictement
positif par :
2f(x) = V1 + x2

X

[/ =

c. Justifier, pour tout réel x strictement positif, 'égalité suivante :

+00 du
2f(x):\/1+x2+x2f _
x  uV1+u?

En déduire que f est strictement croissante sur ]0, +oo[.

4. Frude locale de f et /" en 0 :

a. Justifier que la formule suivante est valable pour tout réel x strictement positif :

f“’" du In(x) N f“’" uln(u) du
x uVl+u? V1 +x2 x (L+u?)?

t 1)- té l f+oo u ln u d ¢ c
et que l'integrale ———5 au est convergente.
1 grale | Grapn g

b. A Taide des questions précédentes, démontrer alors que 'on a :

f(x) o X In(x) et f(x) - % . _x2 lg(x).

c. En déduire que f est une fonction de classe 6 sur [0, +oo[ et préciser la valeur de £7(0).

Sujet : Etude d’une urne bicolore 4 la composition évolutive et 2 nombre de boules fixé. Moyen

Abordable en premiére année : v Intérée :
Informatique : les questions de Turbo Pascal du sujet original ont été traduites en questions de Scilab.

La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Commentaires : intéressant pour manipuler un peu des probas discrétes, et notamment des formules des proba-
bilités totales. Mieux vaut étre solide en calcul pour aborder la question 10.

Dans tout le probléme, a et b désignent des entiers naturels non nuls et I'on note N = a + b.
On considére une urne contenant initialement a boules blanches et b boules noires, dans laquelle on effectue des tirages
successifs, au «hasard» et «avec remise» d’une boule, en procédant de la fagon suivante :

* lorsque la boule tirée est blanche, elle est remise dans 'urne avant de procéder au tirage suivant,

* lorsque la boule tirée est noire, elle n’est pas remise dans 'urne, mais remplacée par une boule blanche et 'on
procéde alors au tirage suivant.

Partie I.
Soient (Q, ¢4, P) un espace probabilisé et Y : Q — R la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires 3 'obtention
d’une premiére boule blanche.

1. Préciser soigneusement I'ensemble des valeurs prises par la variable Y.
2. Pour tout entier k compris entre 1 et b + 1, calculer la valeur de la probabilité P(Y = k).

3. Vérifier que
b!
P(Y =b+ 1) = m,

et que, pour tout entier k compris entre 1 et b, la formule suivant est vraie :

b! b!
(b—(k—1)INk1 (b —Fk)INK’

P(Y =k) =
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4. Soient M un entier naturel non nul et ap, ai, . . ., ap une famille de réels. Etablir que :

M M-1
Z k(ax—1 —ax) = (Z ak) — May,.
k=1

k=0

b
5. En déduire que E(Y) = Z
k=0

b!
(b—k)INK’

Partie 1II.
Dans cette partie on note :

* pour tout entier n > 1, g, la probabilité de 'événement, noté N,, : «la n-iéme boule tirée est noire».

* pour tout entier n > 0, X, le nombre aléatoire de boules noires obtenues au cours des n premiers tirages. Par
convention, X, = 0.

* pour tous entiers n > 0 et k > 0, pp, ¢ la probabilité de I'événement : «au cours des n premiers tirages, on a obtenu
exactement k boules noires».

On remarquera que poo = 1 et que p, x =0sik > nousik > b.

n
6. Soit n € N, calculer py o, puis pp, ». Que vaut la somme Z Pk
k=0

7. Démontrer la formule suivante, valable pour tous les entiers naturels n et k non nuls :
(A):N-ppr=(@+k)pn-1x +(b+1=k)pp_1,k-1.

8. Calcul de I’espérance de X,.

a. A Taide de la formule (94) obtenue dans la question 7, démontrer la formule pour n > 1 :

—_

N-EXy)= ) [b+k(N-1)]pn-1x
0

~
Il

puis justifier que :
1 b
E(Xn) = (1 - ﬁ) E(Xn_l) + N

b. A laide de la formule ci-dessus, écrire une fonction Scilab fournissant le calcul de E(X2000) lorsque b = 10 et
N =100.

c. En utilisant la derniére formule établie 4 la question 8.a, prouver que, pour tout entier naturel n, ona :
1 n
EX,)=b|1-(1-—= .
9. Calcul de g,.

a. En utilisant une formule des probabilités totales, établir la formule suivante, valable pour tout entier naturel n :

n

N gnet = ) (b= K)pn.

k=0

b. Pour tout entier naturel n, exprimer alors g, en fonction de E(X,,) et en déduire I'expression de g,+1 en
fonction de n, b, N.

10. Calcul de la variance de X,,.
On introduit la suite (u,),>0 définie pour tout entier naturel n par :

un = E(Xn(Xp — 1))
a. A l'aide de la formule (4) obtenue dans la question 7, montrer que I'on a :

n—1
N-u, = [k(k=1)a+b—-2)+2(b—- k] pn-1.k-
k=1
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b. En déduire que la suite (u,)n50 satisfait a la relation de récurrence suivante :

n—1
Yn>z1, u, = 1—E un_1+M 1- 1—l .
N N N

c. ATaide d’une récurrence, démontrer que la formule suivante est valable pour tout entier naturel n :

un=b(b_1>[1+(1_3)"_2(1_1)"].
N N

d. Donner la valeur de V(X,,) puis préciser sa limite lorsque n tend vers +oo.
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170 ECRICOME 2009

ECRICOME 2009 : CORRIGE

EXERCICE 1

Partie I : Etude d’un cas particulier.

Des calculs de produits matriciels nous donnent
V1, Vo, V3, V) est la base

1 0 11 0 -1 canonique de /> (R).
@A(Vl)—AV1—V1A—(1 0)—(0 O)_(l 0)——V2+V3.
Et de méme,
-1 0 1 0 0 1
Da(V2) = ( 0 1) ==V +V, ®a(W3) = (0 _1) =Vi =V, ®a(Vy) = (_1 O) =V, -V
Et donc
0 -1 1 0
-1 0 0 1
Mat Dy) =
V1,3, V3, V) (Pa) 1 0 0 1
1 -1 0
I s’agit encore d’un simple calcul :
2 0 0 =2 0 -4 4 0
0 2 -2 0 . -4 0 0 4 — & Danger !
2 _ 3 _ _ £ g
= 0o -2 2 (N puis " = 4 0 0 -4 A ce stade, nous ne pouvons
O 1 -1 0 0 4 -4 0 en dire plus sur les valeurs
propres de T, et slirement pas
Ainsi, X° — 4X = X(X - 2)(X + 2) est un polynéme annulateur de T. ‘1“16 0,2et-2 Sznf tous trois
‘1. _ valeurs propres de T.
On en déduit que Sp(T) < {-2.0,2} 4 Nous savons juste que les
X ValeurS prOpreS sont parmi
y ) ) ses trois nombres, peut-étre
Ona . € Eo(T) si et seulement si quaucun d’entre eux n’est
valeur propre, peut-étre le
t sont-ils les trois.
x —y+z=0 x x 1\ [0
- t=0 =1
Ty:0<:> X+ @x <:>y:erectO,1
z x—1t=0 y=z z ] 0 1
t y—z= 0 t X 1 0
1 0
Ainsi, 8 [ 1 | est une famille génératrice de Eo(T). Puisqu’elle est formée de deux vecteurs
1/ \0
non colinéaires, elle est libre et donc est une base de Eq(T).
Encore une fois, il sagit de faire des calculs :
o -1 1 0 1 2 -2
-1 0 0 1 11-1 -2 -2
=ty 0 o —af| 1 |F]f 2|2 2 |
0 1 -1 0/\-1 -2 2

On adonc TX; =2X; et TXz = —2X5.

Puisque X; et X, sont non nuls, ce sont des vecteurs propres de T, et donc 2 et —2 sont
valeurs propres de T.

De plus, 4 la question précédente, nous avons prouvé que dim Eq(T) = 2.

Et donc on a

4 > dimEo(T) + dim Ex(T) + dimE»(T) > 2+1+1 =4
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de sorte que Z dim E(T) = 4, et donc T est diagonalisable.
AESp(T)

Et par conséquent, ‘ @, est également diagonalisable.

0 0 0 O 1 0 1 1
0 0 O o1 -1 1
Posons D = 00 2 0 etP = 01 1 -1l
0O 0 0 -2 1 0 -1 -1
Alors P est la matrice de passage de la base canonique de /4 1(R) 4 la base de vecteurs

1\ (0 1 1
o 1| 1]-1 1
oryrprrp-1f
1/ \0) \-1/) \-1

propres

Par la formule de changement de base, on a donc|T = ppP !,

Partie IT : Réduction de ®4 dans le cas général.
Soient M,N € A ,(R) et A € R. Alors

DM + N) = AAM + N) — (AM + N)A = A(AM — MA) + (AN — NA) = AD4(M) + O 4(N).
Donc @4 est linéaire, et elle est bien! a valeurs dans ./, (R) : c’est un endomorphisme de

(R,
Soient M, N € A ,(R). Alors

(M,N) = tr(l MN) = tr(( C MN)) = tr(! NM) = (N, M).

Ainsi, (-|-) est symétrique.
Soient M, N, P € A ,(R) et A € R. Alors

(AM + N|P) = tr(*(AM + N)P) = tr(A*MP + 'NP) = Atr(* MN) + tr(! NP) = A(M|P) + (N|P).

Donc (-|-) est linéaire & gauche, et donc, puisqu’elle est symétrique, c’est une forme bilinéaire
symétrique.
Soit M = (m; ;) € Mn(R). Alors

n n m n n
(M, M) = tr(*MM) = Z(tMM)i,i = Z Z(tM)i,ij,i = m?,j'
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

En particulier, (M, M) > 0.
De plus, on a?

(M,M) =0 & V(i,j) € [1,n]?, m?

=0 VY(@,j) e [Ln]*, m;=0eM=0.

Ainsi, | (-, -) est un produit scalaire sur 4, (R). ‘

Soient M, N deux matrices de 4, (R). Alors

(@AM)IN) = tr (*(AM — MA)N) = tr(* MAN) — tr(A’MN).
Drautre part, on a

(M|®A(N)) = tr(" M(AN — NA)) = tr(*MAN) — tr(! MNA).

Mais on a
tr(! MNA) = tr(( MN)A) = tr(A’ MN).

Et donc

[ (M[@4(N)) = (@A(M)IN). |

Tun produit de matrices
de ,,(R) est encore dans
Mn(R).

Ici le concepteur du sujet

a été plutdt sympathique

en donnant l'expression

de (M, N) en fonction des
m;, j et des n; j. Ce n’est pas
toujours le cas et il faut savoir
refaire ce calcul.

2 Une somme de nombres
positifs est nulle si et seule-
ment si chacun de ces
nombres est nul.

Nous savons que
tr(AB) = tr(BA)

et comme nous venons de
le faire pour trois matrices,
on peut prouver que la trace
d’un produit de matrices ne
dépend pas de l'ordre dans
lequel on fait ce produit.

Ainsi, 4 est un endomorphisme symétrique pour le produitscalaire (-|-). Et donc| @4 est diagonalisable.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

9.a.

9.b.

10.a.

10.b.

10.c.

1.b.

172

ECRICOME 2009

X1 Y1
Notons X = etY = . Alors
Xn Yn
X1y1 x1y2 e xlyz
, X1 . XYl .. ... X2Un
Mxy=XY=]... (y1 : yn)= : :
Xn : :
XnY1 e oo XnlYn

Puisque X et Y sont des vecteurs propres, ils sont non nuls. Donc il existe i tel que x; # 0
et j tel que y; # 0.
Et alors, le coefhicient (i, j) de X'Y est x;y; # 0, de sorte que My y # 0.

Puisque AY = pY, en transposant cette relation, il vient| 'Y'A = 'Y & YA = p'Y.

Ona

(I)A(Mxyy) = AMX,y—MX’yA = AXtY—XtYA = ).XtY—X‘utY = (A—ﬂ)XtY = (A—,U)MX,Y.

Ainsi, si @ €T, il existe deux valeurs propres A et i de A telles que & = 1 — p.
Et alors si X et Y sont deux vecteurs propres respectivement associés 4 A et i, M,y est un
vecteur propre de @4, associé a la valeur propre a = A — p.

En particulier, a € Sp(®4) et donc [T € Sp(®4).

Puisque A est diagonalisable, il existe une base de /4, 1(R) formée de vecteurs propres de
A. Notons (Zi, . .., Zy,) une telle base.
Alors, pour tout Z € M, 1(R), il existe A1, ..., A, tels que Z = 11 Zy + - - + 1, Z,,.

n

Etalors MZ = ) A;MZ; = 0.
im1
Ainsi, MZ = 0, pour tout Z € M, 1(R) : ‘ M est la matrice nulle. ‘

Ceci contredit® le fait que M soit un vecteur propre de ®4, et donc, il existe au moins un
vecteur propre Zj de A pour lequel MZ, # 0.

On a ®4(M) = aM, soit AM — MA = aM.

Et alors AMZy — MAZy = aMZy & AMZ, — MuZy = aMz0 & A(MZy) = (a + p)MZ,.
Autrement dit, MZ, qui est non nul, est un vecteur propre de A pour la valeur propre
o+ .

Drapres ce qui précede, il existe une valeur propre Ade Atelleque a + p=1 o a=1-p.
Et donc toute valeur propre a de @4 est de la forme A — i, ott A et p sont deux éléments de
Sp(A), donc a € T.

On a donc prouvé que Sp(®4) C T et I'inclusion réciproque ayant été prouvée a la question

9.b,ona

EXERCICE 2
Domaine de définition de f

Pour A>0,ona

A A
1 1 1
f e ' dt = [——e“”} =—(1-e%) — -,
0

a

+00 1
Donc f e %" dt converge et vaut —.
0 a

La fonction t — e~ V1 + x2t2 est continue sur [0, +oo[, donc le seul éventuel probleme de
convergence est au voisinage de +co. Or, lorsque t — +co, ona 1 + x%e? x2et et

t—+oo
donc V1 +x2e2t ~ Vx2e2t ~ |x|e.
t t 0

—+00 —+

Etdonc e V1 + x2e2t  ~ e 2el|x] ~ |xlet.
t—+0o0 t—+00
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SiMZ = 0 pour tout

Z € Mn1(R), alors I'en-
domorphisme de A, 1(R)
qui A Z associe MZ est 'en-
domorphisme nul. Et donc
sa matrice dans la base cano-
nique de A n, 1(R), qui est
M, est la matrice nulle.

3 Un vecteur propre est non
nul par définition.

€2t = (e')2 et donc

(ezt — (82t)]/2 — et.
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3.b.
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+00
Puisque l’intégrale f e tdt converge, par critére de comparaison pour les intégrales
0

+00
de fonctions positives, on en déduit que f e 21 + x2e2t dt converge.
0

Branche infinie de la courbe représentative de f

Soit x > O et ¢ > 0. Alors x2e%! < 1 + x2e%t, de sorte que xe’ = Vx2e2t < V1 + x2e2t,
-1\2 -2t
) ty € 2,2t € 2,2t ;
Drautre part, on a | xe’ + o] =X H 1+ ey > 1+ x%e*, de sorte que par passage 2
x X

la racine®, il vient

=

e
V1 + x2e2t < xel + —.

2x

En multipliant les trois termes de l'inégalité précédemment obtenue par e/, il vient

e—3t

Vx> 0,¥t >0, xe ! < e 2 V1 +x2e2t < xe™' + e
x

Les trois termes de cet encadrement sont d’intégrale convergente sur 0, +oo[. Par croissance
de l'intégrale®, on a donc

+00 +00 +00 1 +00
f xe tdt < f e 21 + x2e2t dt < xf et dt+ o f et dt.
0 0 0 X Jo

Mais en utilisant le résultat de la question 1.a, il vient alors

1
< < =
x < f(x) x+6x

1
Onal< f(x)—x < . donc par le théoréme des gendarmes, lirP f(x) = x = 0 et alors
X xX—+00

lirP |f(x) — x| = 0.

Dérivabilité et monotonie de f

La fonction ¢ — xe’ est strictement croissante sur R, et de classe 6!, donc le changement
de variable est justifié. Notons que I'intégrale définissant f est convergente, donc I'intégrale
obtenue aprés changement de variable lest encore.

Lorsque t — 0, alors u — x, et lorsque t — 400, alors u — +c0. On aalorsu = xe’ & t =

1
In (E) et donc dt = = Zdu = d_u Il vient donc
x Xu u

+00 oo 2 d o 1+ -
foo= [ e ireda= [T oo [ e,
0 x u u % u

Notons qu’on a

+eo V1+u2d TN+ u2 le+u2d
x u 1 u 1 u

V1+x

V1 +u? ... 6 2
Or, x — ——— du est une primitive®, sur ]0, +cof, de x — s donc de classe
1 u X
cgl
On en déduit” donc que f est de classe 6! sur ]0, +ool, et que sa dérivée est

f’<x>=2xf+mgdu_xmg—ﬁ: 2() - VTo 22

X X
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4 Pas besoin de valeur absolue
en passant 4 la racine car tous
les termes sont positifs.

5 Les trois termes sont d’inté-
grale convergente.

Méthode
Ne pas oublier que si on ne
travaille pas sur un segment,
il est important de vérifier la
stricte monotonie du change-
ment de variable.

6 Bt méme la primitive qui
s’annule en 1.

du est une

7 eroo V1 + uz
1 u?
constante, qui ne dépend

pas de x, donc sa dérivée est
nulle.

M. VIENNEY
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1
Soit x > 0 et A > x. Alors, en posant g(u) = V1 +u? et h(u) = L qui sont deux
u

. ]
fonctions 6! sur [x, A] avec g’ (u) = et g’(u) = —, une intégration par parties sur

u
V1 +u?

le segment [x, A] nous donne

f“‘\/l+u2d [ Vizaz]! V1 + x2 V1+
UL A B S
3

2x2

2u?

4 4

u
+f du = _du
x 2uV1l+u? 2uV1 + u?

X

Lorsque A — +co, 0n a

V1 + A2
2A2

VA2 1

~  — — —
A—+00 2A2 A—>+o00 2A A—>+o00

D’autre part, de sorte que par comparaison 2 une intégrale de

1 1
2uVT ¥ a2 v 2wl

Riemann f+m du
iemann, _
x 2uvl+u2

du converge et donc

A

u u
x 2uV1+u2_\fx 2uV1+ w2

lim
A—+00

On en déduit que

f+°° V1+u2du_ lim A\/1+u2du_‘/1+x2+f+°° du
u3 T Ao % ud To2x2 x  2uV1 +u2'

Et donc, en multipliant par 2x2,

2f(x) = V1 + x2 + x? f

uV1+u

. La fonction u —

PR du )
On en déduit que f'(x) = = est strictement

1[“’" 1
X Jx  uVl+u? uV1 + u?

positive sur Ry, donc son intégrale sur [x, +oo[ aussi. Puisqu’il en est de méme de —, on en
x

déduit que pour tout x > 0, f’(x) > 0, et donc ‘ f est strictement croissante sur R*.

Ftude locale de f et f” en 0

Soit x > 0 fixé, et soit A > x. Alors, en posant g(u) = et h(u) = Inu, qui sont deux

1
V1 + u?

. 1 . .
fonctions de classe 6! avec g’(u) = - et W'(u) = —, une intégration par parties
u

u
(1 +u?2)3/2
sur le segment [x, A] nous donne

fA du 3
x uV1l+u?

Lorsque A — +co, 0n a

4 In(A)

NI+ A

In(x)
\/1 + x2 x

ulnu
. (L+u2)l

In(u)
Vi+u?l,
In(A) 5
V1 + A2 Ao+

a

A uln(u)
du
V1 +u?

In(A)

—
A A—>+o00

uln(u) Lulnu

(1 4+ u?)3/2 u—+oo Rl

ulnu
—_—
(1 + 12P72 umvreo

B 1
- u4>0+oo u3/2 ’

400
Par comparaison 4 une intégrale de Riemann convergente®, on en déduit que f
0

0.

u*2lnu.

Uu—+oo

De plus, au voisinage de +o0, on a u

3/2

En particulier, pour @ =3/2,onau 0, de sorte que

ulnu
(1 +u2pl?
ulnu

converge.

Il en est donc de méme de f s ulnu

W du, de sorte que lorsque A — +oo,

A ulnu

+00
u — ————du
A too fx (1 + u2)3/2

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

ulnu
o (1+u2)32

(1+u2)2

VN

Il n’est pas immédiat que
I'intégrale

fA du
x 2uV1+u?
admette une limite lorsque

A — +oo, et donc il est
impératif de vérifier que

f+oo du

x  2uV1l+u?
converge avant de passer 2 la
limite.

— Méthode

On souhaiterait prouver la
convergence par comparai-
son A une série de Riemann,
mais laquelle ? (On a peut-
étre remarqué que a = 2 ne
fonctionne pas).

Pour trouver le bon a, on
commence par écrire le quo-
tient avec un a quelconque,
puis on choisit a tel que le
quotient tende vers 0.

8$Cara = 3/2.

M. VIENNEY
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On déduit donc de ce qui précede que

u ) A u In x o ylnu
— = lim ——du=|——— + —23/2
x  uVl+u?2 A2ty Vil +u? V1 + x2 x (1+u?)

Une remarque concernant l’intégration par parties : on pourrait s’épargner une étude
de convergence en remarquant que

u ln(u) A4 du In(A) . In(x)
\/1+u2 x ouVl+u2 V1i+A2 Vi+x2
In(A) A du 0 o
et que ——— ———— admettent tous deux” une limite lorsque A — +co.
V1 + A2 x uV1l+u?
uln(u L *° yln(u
Et donc # du admet une limite lorsque A — +00, de sorte que ( )
x V1+u? x  V1+ u2
converge.
Le méme raisonnement aurait pu étre tenu a la question 3.c pour éviter de prouver la
+00 du
convergence de f _.
x  2uVl+u?
. ulnu
Enfin, lorsque u - 0*, ———— ~ ulnu — 0 par croissances comparées.
(1 + u2)3/2 u—0* u—0*

U ulnu .
Donc — du est faussement impropre en 0, donc convergente.
0 (1 +u ) /

f |
Et donc!? f ﬁ du converge | également.
0 u
Ona
o du xIlnx t©  ylnu
f'(x) =x ——du=-——-+T—+x _—
x  uV1+u? V1 + x2 x (+u?)?
Inx . t© ylnu
= |-— - -
Vi e eepr
Ainsi t© ylnu t© ylnu p . |
1nsi, on a . m u xj()>+ . m u, qui est une constante, alors que
Inx

~ —In(x) = +oo.

VI3 a2 xo0

+oo Inu Inx
On en déduit que f LLLLIN (——) et donc
R R R AR
Inx N t ylnu Inx In
-— — du ~ ———— ~ —lnx.
Viex? Jx (T+ud)P2 0 xo0t 1 y2 a0t
Etdonc| f'(x) ~ —xlnx.
x—0*t
De méme, en combinant les résultats des questions 3.c et 4.2, on a
£ 1 V1+x2 14_3(2 Inx N t© ylnu
X)—— = — — — B I — [ —
2 2 202\ Vii2 Je (1+u2)pr

. 7 . N x
Mais d’une part, nous savons!! que le second terme est équivalent 2 5 ln x.

x2lnx

Soit encore f(x) = — +o(x*Inx).

Drautre part,

[3S]

\/1+x2—1=1+%x2+ 0 (xz)—lzx + o (xz) ~ x;
¥2

x—0 ? x—0
Vi+x2 1
2 2 x—0t 4
2 Vi+x2 1
Mais XI = o, (x?Inx) et donc on en déduit que Tx -5=

de sorte que
21

o (x“Inx).

—>o+( )
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9 L’intégrale admet une
limite puisque nous savons
+00 du

déja que R
2 uV1 + u?

X
converge.

10 Nous avons déja prouvé
quelle convergeait au voisi-
nage de +oo.

Une fonction qui tend vers
une constante est toujours
négligeable devant une
fonction qui tend vers +oco
(écrire le quotient pour s’en
convaincre).

Rappelons que f ~ gsiet
seulement si

f=g+o0(9).

M Crest le caleul réalisé 3 la
question précédente.

On rappelle qu’une fonction
est toujours équivalente au
premier terme non nul de
son développement limité.

M. VIENNEY
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Et donc

1 x2Inx 5 5 x2Inx 2 x?Inx
f(x)—E i +x_o)0+ (x 1nx)+x_(>)0+ (x lnx) = - +x—0>0+ (x lnx) x:0+ 5

+00 1
On a, par la question 1.a, f(0) = f e 2t dt = 5 et donc
0

= lim —xlnx:O.

X—+00

-1
iy L1 _ i 1625

x—0* X x—0*

Donc f est dérivable en 0 et| f/(0) = 0.
D’autre part, lir{)l+ fl(x) = lirg+ —xInx =0= f(0).

Donc f” est continue en 0. Puisque nous avions déja prouvé que f est de classe 6! sur

10, +oo[, on en déduit que ‘ f est de classe 6 sur [0, +oo]. ‘

PROBLEME

Partie 1.

Il est évident qu’on peut obtenir une boule blanche dés le premier tirage. Dans le pire des
cas, on commencera par tirer toutes les boules noires (qui sont au nombre de b), auquel cas
aprés b tirages, I'urne ne contient que des boules blanches, de sorte que le (b + 1) tirage
donnera nécessairement une boule blanche.

Ainsi, on a déja Y(Q) c [1,b + 1]

Puisque 'énoncé nous demande une preuve soigneuse, soyons plus précis, et prouvons que
pour tout k € [1,b + 1], Y peut prendre la valeur k.

C’est le cas si les k — 1 premiers tirages donnent une boule noire, et que le k*™ donne une
boule blanche.

Et donc 'ensemble des valeurs que peut prendre Y est’ Y(Q) =[1,b+1]. ‘

Notons N (respectivement By) 'événement «le k¥ tirage donne une boule noire (resp.

blanche)».
Alors [Y=k]=NNN>N---N Nr_q1 NBg.
Et donc, par la formule des probabilités composées,

P(Y = k) = P(N1)PN1 (NQ) o 'PN]ﬂ"'ﬂNk,z(Nk—l)PNlﬁ---ﬂNk,1 (Bk)

b—(i—1)

b
Or, P(Ny) = N etpour i € [2,k — 1], Pnyn...an,_ (Ni) = N

Enfin,
a+ (k-1
PN1ﬂ---ﬂNk,1(Bk) = %

On en déduit donc que

Py —fyo b=l bo(e—i-Dark-1_

N N N N

(a+k—1)b!
NE(b—k + 1)

En particulier, pour k =b+1,0na

(a+b+1-1)b!  Nb! b!
PY=b+1)= Nb&+1Q! - Nb+1 - ﬁ
Et pour k € [[1, 5],
b! b b(N-(b-k+1)
(b—(k—1)INk1  (b—k)INk ~ (b—k+1)Nk
_bl(a+b-(b-k+1)
~ (b—k+1)INk
(a+k—1)b!
=— — " _ =P(Y=k).
Nk(b —k +1)! ( )

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Ici, on a seulement prouvé
une inclusion, mais pas en-
core une égalité. En effet,
nous avons justifié que Y
prend des valeurs entre 1 et
b + 1, mais pas que Y peut
effectivement prendre les
valeurs 2, 3, ..., b.

Siles i — 1 premiers tirages
ont donné une boule noire, il
reste toujours N boules dans
l'urne, dont b — (i — 1) sont
noires.

L’urne contient toujours

N boules, et en plus des a
boules blanches initiales, il y
ena k — 1 qui ont été ajoutées
lors des premiers tirages.

— & Danger !

1 Lerreur a ne pas faire ici

serait de penser que Y suit
une loi géométrique.

Si on attend bien le premier
succes lors d’une répétition
d’épreuves de Bernoulli,
celles—ci ne sont pas indépen-
dantes puisque le contenu

de l'urne évolue au cours des
tirages.

M. VIENNEY
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4. Ona
M M M
Z k(ag-1 —ax) = Z kap_1 - Z kay
k=1 k=1 k=1
M-1 M
= Z(i+ Da; — Zkak
i=0 k=1
M-1 M-1 M-1
=ap+ Z ia; + Z a; — Z kar — May
=1 i=1 k=1
M-1
=aq+ a; — May,
i=1
M-1
= Z ar — Mayy.
k=0
b+1
5. Par définition de I'espérance, on a E(Y) = Z kP(Y = k).
k=1

Mais alors, en prenant I'expression de P(Y = k) obtenue a la question 3,

L’expression dela question

b
b! b! b! 3 n’est pas valable pour k =
E(Y) = Z k ((b — (k- 1))INK-T - - k)'Nk) +(0+ 1)W b + 1, donc on isole le dernier
k=1 : : terme.
b-1
— Z b! A b! +(b+1 _' Question 4.
(b - k)INk (b—Db)IN? Nb
a2 BV bV bl
= —— b= +b— + —
(b~ k)INk  Nb /Nt  Nb
i b!
- EANING
= (b-k)IN
Partie II.
6. Avec les notations précédentes, on a p, o = P(Bi N By N --- N By).
Par la formule des probabilités composées, on a donc
a a a a\"
Pn,0 = P(B1)Pg,(B2) - Pp;n...nB,_ (Bn) = NN ONC (ﬁ) .
Sin > b, alors p,,, = 0 d’aprés la remarque faite dans 'énoncé.
Enfin, pour k < m,onapn,,=PWNiN---NN,)et donc!? 12 Toujours par la formule
des probabilités composées,
_bb-1 b—(n-1) b! en utilisant les calculs de la
Pnn = N N N = (b-n)N"" question 2.

Et puisque X, est une variable aléatoire  valeurs dans [0, n], {[X, = k], k € [0, n]]} est un
systéme complet d’événements, de sorte que

n n Par définition de X, et des
> pnk =Y P(Xp=k)=1. Pnksona
k=0 k=0 Pnk = P(Xn = k)-

7. Notons que {N,, B,} est un systéme complet d’événements, et donc par la formule des
probabilités totales,

Pk = P(Xn = k) = P([Xn = k] N By) + P([Xn = k] N Np).

Or, si on a eu exactement k boules noires lors des n premiers tirages et que le dernier tirage
a donné une boule blanche, c’est que lors des n — 1 premiers, on a obtenu exactement k
boules noires. Autrement dit, [X,, = k] N B,, = [X,_1 = k] N B,,.. Ainsi,

a+k

P([Xn = k] N Bn) = P([Xn—l = k] N Bn) = P(Xn—l = k)P[Xn,1:k](Bn) = Pn-1,k N
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De méme, ona [X, =k]NN, = [X,_1 =k -1] NN, et donc

b-(k-1
P = KINNy) = P X1 = k-110Ny) = P0G 1 = k=D)Prx, ke (Na) = pacs o et
On a donc bien
[Npui = @+ k)pns i+ (b —k+ Dpurpct]
Calcul de I’espérance de X,,.
Par définition, E(X,) = Z kP(X, = k) = Z kpn k.
k=0 k=0
Ainsi, en utilisant la formule (), il vient
NE(X,) = Nkp,, Le terme correspondant &
(X0) ; Pk k =0 est nul.
= > k(a+kpnr+ b =k+1)pn i)
k=1
= > K@+ K)pn-ik+ D k(b = (k= D))pn-1,5-1
k=1 k=1
n n—1
= Z k(a+k)pn-1,x + Z(l + 1)(b = i)pn-1,i Dans la deuxiéme somme,
k=1 i=0 i=k-1.
n n n-—1 n—1 n—1 n—-1
=a) kpnrk+ Y KPutk+b ) ipn i +b Y prti= Y Ppuri= ) ipnti
k=1 k=1 i=1 i=0 i=0 i=1
n—1 n—1
= (a +b- 1) Z kPn—l,k + anpn-1,n +n2pn—1,n +b an—l,i
n—1
= b+k(a+b-1)|pn-1.k
k=0 =N
n—1
= ) [b+ k(N =D]pn-1,k.
k=0
On en déduit donc que
n—1 n—1
NE(Xn) =b Y puotk+ (N =1) 3 kpu-tk = b+ (N = DE(X,-1).
k=0 k=0

Soit encore

£ = LBt )+ 2 = (1 _ %)E(Xnn L

. . b 1
Puisque par convention Xy = 0, on a E(Xp) = 0 et donc E(X;) = N0
Il s’agit ensuite d’exploiter la relation de la question précédente, qui permet de calculer
E(X,) en fonction de E(X,,_1).

1 E=1/10;
2 for i=
3 E = (1-1/100)*E+1/

La relation de la question 8.a prouve que (E(X,,))neN est une suite arithmético-géométrique.
Cherchons 1 € R tel que la suite (u,,) définie par u,, = E(X,,) + A soit une suite géométrique.
On a

1 b 1 b A
)E(Xn)+ﬁ+A= (1—N)<E(xn)+»+ﬁ+—.

N

Un+1 = EXpe1) + A = (1 N
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1 b A
Et donc up41 = (1 - —) u, siet seulementsi —+ — =0 A =—bh.
N N N

Ainsi, pour A = —b, (u,) est une suite géométrique de raison (1 N de sorte que

1\" 1\"
\/nEN,unz(l——) uoz—b(l——) .
N N

Notons que, le résultat étant
donné dans I’énoncé, il est

Et donc possible de le prouver par
récurrence sur n, évitant
1\" 1\" ainsi le recours aux suites
YneN, EX,)=u,—A=b-> (1 - N) =|b [1 = (l = N) ] . arithmético-géométrique.
Calcul de g,,.

Appliquons la formule des probabilités totales au systeme complet d’événements {[X,, = k], k € [0, n]}.
Alors

n

n
gn+1 = P(Npi1) = ZP(Xn = k)P\x,=k)|(Nn+1) = an,kP[x,,=kJ(Nn+1)~
k=0 k=0

Or, sachant que lors des n premiers tirages, on a obtenu exactement k boules noires, 2
Iissue de ces n tirages, 'urne contient toujours n boules, dont b — k sont noires. Et donc

b-k . .
Pix,=k](Nn+1) = ~ Ainsi,

b-k

Ngnet =N ) puk— =| D (b~ B)pui.
k=0 k=0

Il vient donc

Nqn+1 =b an,k - Z kpn,k =b- E(Xn)
k=0 k=0
————
=1

b E(X,)
et donc | qpy1 = ﬁ_%

En utilisant le résultat de la question 8.c, on obtient

R N T

Calcul de la variance de X,,. Notons que X, étant une
variable aléatoire  support
fini, il n’y a aucun soucis
de convergence dans ce qui

n
Nuy = NEXp(X, — 1)) = NZ k(k — )P(X, = k) suit : les sommes sont finies.
k=0

Par le théoréme de transfert , on a

= ) klk = 1)Npyk
k=0

= — _ _ Cest la formule de | -
= Z k(k—1)(a+ k)pp-1,k + Z k(k —1)(b+ 1= k)pn-1.k-1 tiois7.i. ormule de la ques
k=0 k=0
= k(k -1 K)p, _ k(k=Db+1=-K0b, 11 Les termes correspondants 2
=1 ( @t Rpn-i + kzzz ( )b+ WPn-t - k =0et k =1 sont nuls.
n-1 n-1
= k= 1)@+ K)pn1.k+ D i (i +1) (b= ipnr; Pu-tn = 0.
k=1 - T
=(i-1)+2
n-1 n—1 n—1
= D k= 1)@+ K)pnr e+ Y ili = Db = ipa-si+ )2 (b=i) pa-is
=1 = = ~———

=(b-1)-(i~1)
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n—1 n—1 n—1
= > ke = 1)@+ b)pn1 k=2 ) ili= Dpp-si +2 ) i = Dpp-i,1)
k=1 i=1 i=1
n—1
= Z[k(k - D(a+b-2)+2(0b - Dklpn-1x-
k=1

10.b. On a donc

1
un= - (@+b- 2>Zk<k pa- 1k+—<b—1)2kpn Lk

“N-2 k=1

= %(N - 2)E (Xn—l(Xn—l - 1)) +

n-1
- Lv-2u,, + 202D, [1 _ (1 _ l) }
N N N

n—1
= (1—E)un1+w[l—(l—l) }
N N N

10.c.  Prouvons par récurrence sur n la formule donnée par I’énoncé.

2=V, )

Pourn=0,0onauy=EXo(Xo—1))=E0)=0=b(b-1)

Supposons que la formule est valable pour u,. Alors

(222 -]
N N

{3l - 242 -4
[ n+l1
=b(b—1)1—%+(1—%) —2|1o] 4|1 +%—21 < }

[ 2 n+1 2 1 n
:b(b—1)1+(1——) +(——2 (1——)]
N N N
[ 2 n+l 1 n+1
-1+ {1-2) —2(1-=] |.
N N
Et donc la formule est vraie pour u,41. Par le principe de récurrence, pour tout n € N,
1+(1—3) —2(1—1) ]
N N

10.d. Notons que u, = E(Xn(X, — 1)) = E(X2) — E(X,,), et donc par la formule de Huygens,

up, =b(b-1)

V(Xn) = E(X3) = E(Xp)? = uy + E(Xp,) — E(X,)?

3] 2|

=|bp-1) +b|1

A

g o e

2
1_N <1,onadonc| lim V(X,)=0

n—+oo

1
Puisque |1 - —| < Tet
N
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Théoréme de transfert.

C’est le résultat de 8.c.
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Sujet : Etude d’une famille d’endomorphismes d’un espace euclidien

Abordable en premiere année : X Intérét :
Thémes du programme abordés : algébre linéaire, espaces euclidiens, diagonalisation, projecteur orthogonaux.
Modifications apportées au sujet d’origine : suppression des fleches sur les vecteurs (on n’est plus au collége !)

Soit u un vecteur unitaire de R?, de coordonnées (a,b,c) dans la base canonique % = (i,j,k) de R*. On a donc
2,12, 2 _

a+b +c=1.

On note p le projecteur orthogonal sur la droite 9 = Vect(u) de vecteur directeur u et g le projecteur orthogonal sur 2+.

Id désigne application identité de R? et (-, -} le produit scalaire canonique de R.

1. Quevautp+gq ?

2. Exprimer, pour v € R, p(v) a 'aide de (v, u) et de u.
Calculer alors p(i), p(j) et p(k). En déduire les matrices P et Q de p et g dans la base 9.

0 —c b
3. Soit f lendomorphisme de R® de matrice M = ( c 0 —a) dans la base 9.
-b a O

a. Montrer que M? = -Q.

b. Calculer f(u). En déduire que rg(f) < 2.
Déterminer le noyau et I'image de f et les exprimer en fonction de 9.

c. Déduire de la question précédente la valeur de f o p.
Montrer alors que X + X> est un polynéme annulateur de f.

d. Quelles sont les valeurs propres de f ? f est-il diagonalisable ?

4. Pour tout réel 6, on définit 'endomorphisme gy par
go =1d + (sin@)f + (1 — cos 0) 2

ot f2=fof.
a. Pour 0 et 0’ réels, calculer gg o gor et montrer qu’il se met sous la forme gg, avec 6" réel.

b. En déduire que, pour tout réel 6, gy est inversible et déterminer son inverse.

Sujet : Etude d’une fonction définie par une série. Moyen

Abordable en premiére année : v Intéréc :

Thémes du programme abordés : séries numériques, fonctions d’une variable

Commentaires : un théme récurrent : I'étude d’une fonction définie par une série ou une intégrale, en utilisant
Taylor-Lagrange. Trés semblable 2 EML 2005.

On considére, pour n € N*, la fonction f,, définie sur R* par :

1
n+x

1
pour tout x € R, f,,(x) = -~

1. a. Montrer que, pour tout réel positif x, la série de terme général f,(x) est convergente. On note F(x) sa somme.
b. Calculer F(0) et F(1).
2. Montrer que, pour tout réel positif x, la série de terme général f}/(x) est convergente. On note G(x) sa somme.

3. Etude de la dérivabilité de F.

1
a. Soit ¢ la fonction définie sur R par : pour tout t € R, o(t) = o
Soit n € N*. A l'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que pour tout (x, xp) € [1; +co[2,

RY)
lp(x) — o(x0) — (x — x0)p" (x0)| < m-
n
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b. Endéduire, pour x € R, eth # 0 vérifiant x+h € Ry, la nature de la série de terme général |f,(x + h) — fo(x) — hf;(x)l.
c. Montrer qu’il existe un réel K tel que, pour x € R, et h # 0 vérifiant x + h € Ry,

- G(x)

‘w < K.

h

d. En déduire que F est dérivable sur R, et que F’ = G.

4. Recherche d’un équivalent en +oo
Soit x € R;.

a. Justifier que, pour k € N*,

"1 1 z x m 1
———|dt< < - —— dt.
f1 (t t+x) fix) x+1+£ (t t+x)

In(1 +x) < F(x) < xf—l

c. En déduire que :
+1In(1 + x).

d. Déterminer un équivalent de F(x) quand x tend vers +oo.

Sujet : calcul approché d’une intégrale par la méthode de Monte-Carlo. m

Abordable en premiére année : X Intérée :

Thémes du programme abordés : variables 4 densité, convergence en probabilité, estimation par intervalle de
confiance, intégrales impropres, fonction de plusieurs variables, optimisation sous contrainte d’égalité linéaire.
Informatique : les questions de Turbo Pascal du sujet original ont été traduites en questions de Scilab.

La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Modifications apportées au sujet d’origine : question 2.a : remplacement de «pour n assez grand» par un
intervalle de confiance asymptotique.

ajout de la question 7 pour pallier 4 la disparition du programme de I’égalité de Taylor-Lagrange pour les fonctions
d’une ou plusieurs variables.

Commentaires : un sujet calculatoire, mais qui met en ceuvre un grand nombre de techniques différentes.

L’objet du probléme est la présentation d’'une méthode probabiliste de calcul d’une intégrale (méthode de Monte-Carlo),

et de deux fagons de Paméliorer.

Dans tout le probléme, U désigne une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], g une fonction continue sur [0, 1] et on
1

pose]zf g(t)dt.
0

L’espérance d’une variable aléatoire X sera notée E(X) et sa variance V(X) (si elles existent).

On admet que, pour tout entier naturel non nul n, si X1, X, ..., X, sont des variables aléatoires a densité, mutuellement
indépendantes, alors des variables aléatoires de la forme f1(X1), f2(X2), ..., fu(Xn) ot les f; sont des fonctions de R dans R,
distinctes ou non, sont également mutuellement indépendantes.

I. Méthode de Monte-Carlo
1. a. Rappeler une densité de U.

b. Justifier que la variable aléatoire g(U) admet une espérance égale a J.

2. Soit (Uy)nen- une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que U.

n

On pose o2 = V(g(U)) # 0 et on note, pour tout n de N*, §,, = Z g(U;).
i=1

Sn

) converge en probabilité vers J.
n /neN*

a. Justifier que la suite de variables aléatoires (

b. Recherche d’un intervalle de confiance pour J.

Sn
n

i. Justifier que la suite de variables aléatoires (
v

) converge en loi vers une variable aléatoire de loi
) neN*
normale centrée réduite.
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ii. On donne ®(1.96) = 0.975, o ® désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
Déterminer un intervalle de confiance asymptotique pour J, au niveau de confiance 95%, faisant intervenir
Su.

3. Application :
1
2. A laide du changement de variable t = sin u, montrer que f 41 - t2dt = 7.

0
b. i. Ecrire en Scilab une fonction G, de paramétre t, qui pour une valeur ¢t du paramétre renvoie la valeur
4V1 - 12,
ii. On rappelle qu'en Scilab , la fonction rand() permet de simuler une variable aléatoire de loi uniforme
sur [0, 1].

On suppose que n est un entier préalablement entré dans Scilab . En utilisant le résultat de la question
2.a et la fonction G, compléter le programme suivant, de maniére i ce qu’il calcule une valeur approchée
de .

Ul =N

I1. Réduction de la variance par variables antithétiques
4. Reconnaitre la loi de 1 - U.

On définit la variable aléatoire Y par Y = % [g(U) + g(1 — U)]. Que vaut E(Y) ?

5. On suppose g strictement croissante et on admet I'existence des espérances intervenant dans cette question.
a. Justifier que, pour tout (u, w) € [0, 1]?,

(g(u) — g(w))(g(1 —u) —g(1 —w) < 0.

b. Soit W une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], indépendante de U.

Quel est le signe de E[(g(U) — g(W))(g(1 —U) — g(1 - W))] ?
En remarquant que g(U)g(1 — U) et g(W)g(1 — W) ont méme espérance, en déduire que :

E[g(U)g(1 - U)] < (E[g)))*.
On admet que l'on obtiendrait le méme résultat pour g strictement décroissante.

1
c. Montrer alors que, lorsque g est strictement monotone, V(Y) < EV(g(U)).

6. Donner un nouvel intervalle de confiance asymptotique pour J au niveau de confiance 95%, basé sur cette méthode.
On note ¢, la longueur de Iintervalle de confiance obtenu dans la partie I pour une valeur fixée de n.
Avec cette nouvelle méthode, combien de tirages N de la variable aléatoire uniforme sufht-il de faire pour obtenir
la méme longueur ¢, d’intervalle de confiance.

III. Réduction de la variance par stratification.
7. Formule de Taylor-Lagrange pour une fonction de plusieurs variables
a. Soit ¢ une fonction continue sur un intervalle [a, b], avec a < b.
i. Montrer qu’il existe x; € [a,b] et x1 € [a, b] tels que ¥t € [a,b], ¢(x0) < ¢(t) < @(x1).

B (b _ a)n+1 fh (b _ t)n (b _ a)n+1
ii. Montrer que pour tout n € N, it 1) p(x0) < . ] p(t)dt < (D o(x1).
(b— t)n ( _ \n+l
n!

(o)t = GO0

b. Soit g une fonction de classe 62 sur [a, b], a < b. A laide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer
qu'il existe ¢ € [a, b] tel que

b
iii. En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f
a

— )2
96) = 9(@) + /(@b - a) + ") 2a) .

c. Soit f une fonction de classe ‘62 définie sur un ouvert Q de R”, et soit a € Q. Soit h € R" tel que pour tout
te[0,1],a+the Q.
En considérant la fonction g définie sur [0, 1] par g(¢) = f(a + th), montrer qu’il existe 6 € [0, 1] tel que

1
fla+h) = f(a)+(Vf(a).h) + S qa+on(h)
oll gy désigne la forme quadratique associée 2 la matrice hessienne de f au point x € Q.
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8. Etude d’une fonction de plusieurs variables.
On considere la fonction f définie sur ]0, +oo[? par :

o

b.

1 1 1
¥(x1, %2, %3) €]0, +00”, fx1,%2,%3) = — + — + c—.
4X1 X2 QX3

Justifier que f est de classe 62 sur ]0; +oo[>. Calculer ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2.
On note :

Vi f(A) = [aiz,jf(A)] 1<i,j<3

la matrice hessienne de f en A = (ay, a2, a3).
Justifier que, pour tout A €]0, +o0[, pour toute matrice colonne H a trois lignes non nulle, on a :

'HV?f(A)H > 0.

. f admet-elle des extremums sur ]0; +oo[> ?

d.

On cherche désormais les extremums de f sous la contrainte x; + x> + x3 = 110.
Montrer que f admet un unique point critique sous cette contrainte, que I’on déterminera.
En utilisant le résultat de la question 7.c, montrer qu’il s’agit d’'un minimum global sous contrainte.

9. Méthode de stratification
Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b < 1. On définit les trois intervalles Iy, I et I par

I =[0,al, I = [a,b[, I = [b,1],

et on considére quatre variables aléatoires indépendantes Uy, U, Us et T, de lois uniformes respectivement sur Iy, I, I3
et [0, 1]. _ _
On déhnit la variable aléatoire U par U = Ui Ijrer,) + Usliren) + Us + Tjrep) ot 14 désigne la fonction indicatrice

d’un événement A. U est donc la variable aléatoire définie, pour tout élément w de 'univers Q par :

a.

Ui (a)) si T(w) el
U(w) ={Us(w) siT(w)€eDb
Us(w) siT(w) ey

A laide de la formule des probabilités totales, montrer que pour tout réel x,
P(g(ﬁ) < x) =aP(g(U;) < x) + (b — a)P(g(U) < x) + (1 — b)P(g(U3) < x).

En admettant que g(Uy), g(Uz), g(Us) sont des variables aléatoires 4 densité, montrer que g(U) est elle-méme
une variable aléatoire 3 densité et en déterminer une densité fo@ en fonction de densités de g(Uy), g(U2), g(Us),

que P'on pourra noter fyw,), fyws)» fyws)- B
Vérifier, en prenant la fonction identité pour g, que U suit une loi uniforme sur [0, 1].

. Déduire de ce qui précede que

E(9(0)) = aE(g(U1)) + (b = @)E(g(U2)) + (1 = b)E(g(U3)).

. On tire de fagon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles, ny points dans I, n, points de L, n3 points

dans I;. On considére donc la famille de variables aléatoires indépendantes
(U1,1, ey U1,n1’ U2’1, ey U2,n2, U3,1, ey U3,n3) telles que

e Ui 1,...,Upn, ont méme loi que Uy,
e Usi,...,Usn, ont méme loi que U,
e Usy,...,Us ,, ont méme loi que Us,

et on note Z la variable aléatoire définie par :
1< 1 G 1 &
Z=a— Uy ; b—a)— U ; 1-b)— Us.r).
a ;9( 1,1) + ( a)nsz:;g( 2.j) + ( )n3kz=;g( 5 k)

Montrer que

V(Z) = @S V(g(U) + (b — ) —V(g(U2) + (1 - b —Vi(g(Us)).
ni np n3

. Application numérique :

On suppose que pour un certain choix de la fonction g et des réels a et b, on a

@VigU) = 7. (b~ aPVig(U) = 1, (1 = bPV(g(Us) = 5.

On suppose que l'on tire 110 points, de fagon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles (n; points
dans I, n, points dans b, n3 points dans I5). Quelles valeurs faut-il donner 2 ny, n», n3 pour que E(Z) fournisse
une estimation de J avec le plus petit risque d’erreur possible suivant cette méthode ?
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3.b.

CORRECTION 185

ECRICOME 2008 : CORRIGE

EXERCICE 1

Si x € R3, alors, de maniére unique, x = xg + Xg1, avec xg € P et xg1 € Q-+,
Par définition des projections orthogonales, on a alors p(x) = xg et g(x) = xg, de sorte
que p(x) + g(x) = x = Id(x).

Ceci étant vrai pour tout x € R%, on en déduit que|p + g = Id.

Puisque u est unitaire, la famille formée du seul vecteur u est une base orthonormée de %.
On en déduit alors que
px) = (x, uu.

En particulier, on a

p(i) =G, uyu=a-u, p(j)=b-uet pk) = c-u.

Maisu=a-i+b-j+c-ketdonclamatrice de p dans la base % est
On constate qu’on obtient

une matrice symétrique, ce
qui n’est pas surprenant, car

(a2 ab ac ) p est un endomorphisme
P =

ab b2 be symétrique et % est une base
ac be ¢ orthonormée de R>.

1-a®> —ab —ac b? + ¢? —ab —ac
Onendéduitque Q=L-P=| —ab 1-b> —cb |=|| —-ab @+ —cb |.
—ac —be 1-¢2 —ac —be a® + b?

Un calcul direct prouve que

0 - b 0O - b —c2—p? ab ac
M=lc 0 =allc 0 =-a|= ab —a% - b? be =

-b a 0/\-b a 0 ac bc —a®-b?

a

Le vecteur colonne des coordonnées de u dans la base % est | b |, donc le vecteur colonne
c

des coordonnées de f(u) dans la base % est

IR

On en déduit que

Comme u est non nul, on a donc 9 c Ker f et ainsi dimKer f > 1.
D’aprés le théoréeme du rang, on a alors

A priori, on a juste
Im 2 = Im(-q).
~ 2 _ _ 2 _ _ PP 2 _
Puisque ;VI = —Q, alors f* = —q. En particulier, Im f* = Img. Mais multiplier un endomor-
Or Im f? c Im f. Et donc Imq C Im f. phisme par un scalaire ne
Mais Im g étant la projection orthogonale sur %+, on a Imq = 9*. Et donc 9+ c Im f. change ni son image, ni son

Puisque dimIm f < 2 et que dim %+ =3 — dim% = 2, on en déduit que noyan

Par le théoréme du rang, on a alors dim Ker f = 1, et comme nous avons déja prouvé que

) CKerf,ona

Pour x € R3, on a p(x) € 9 = Ker f, et donc f(p(x)) = 0. Ainsi,
Ona

rg(f) = dimR* - dim Ker f < 2.

f+f=fold+f)=fold-g)=fop=0.

Ainsi, | X + X3 est bien un polyndme annulateur de f.
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4.b.

1.b.

3.b.

186

ECRICOME 2008

La seule racine réelle de X + X3

possible de f.

Puisque f n’est pas injectif, 0 est bien valeur propre de f, et donc | Spec(f) = {0}.

Et puisque dim Eo(f) < dimR?, f n’est pas diagonalisable.
Soient 0, 0’ € R. Alors

= X(1 + X?) est 0, donc il s’agit de la seule valeur propre

g6 0 gor =(Id + (sin O) f + (1 = cos 0) f2) o (Id + (sin 0" f + (1 — cos 6") f?)

=Id + (sin 6 + sin 8") f + (2 — cos B — cos 6’ + sin O sin §’) f>
+ [(sin 8)(1 — cos 0’) + (sin 8")(1 — cos B)] £ + (1 — cos B)(1 — cos 6") f*

=Id + (sin 6 + sin 6") f + (2 — cos B — cos 6’ + sin O sin §’) f>
— [(sin @)(1 = cos 0”) + (sin 8")(1 = cos B)] f — (1 — cos O)(1 — cos 0’) >

=Id + (sin @ cos 6’ + sin 0’ cos 0) f + (1 — cos O cos @’ + sin O sin 0’) f>

=Id +sin(6 + 0")f + (1 — cos(8 + 6")) f>

{5 ]

Notons qu’en particulier, gy = Id. Et donc gg 0 g_p = Id, ce qui prouve que gy est inversible

et que g;l =g-9.

EXERCICE 2
n+x n x x
Ona fulx) = n(n + x) B n(n+x) n(n+x) oo 2’
x

Mais puisque la série de terme général — converge, par critere de comparaison pour les

séries 4 termes positifs, il en est de méme de la série de terme général f,(x).

% =0 et donc | F(0) = men(o) =

n=1

1
Pour toutn e N,on a f,(0) = — -
n

De méme, pour N > 1, 0n a

(1 1o 1 1
zfna:z(n )=z;—zn+1:1—N+1-
Jim an(l)

fn est dérivable sur R*, de dérivée égale a f;/(x) =

Et donc F(1) =

(n+x)?

On aalors fi(x) ~ et donc, comme 2 la question 1.a, la série de terme général
n—+oo

fa(x) converge.

Etude de la dérivabilité de F.

n?’

2
¢ est de classe 62 sur R%, avec ¢”’(x) = —

Cette fonction est positive et décroissante sur [n; +oo[, de sorte que pour x, xo € [n, +oo[,
ona max |p”(#)|<¢”"(n) < =
t€[x,xo]

Et donc, par I'inégalité de Taylor-Lagrange 4 ordre 2 au voisinage de xo, il vient

Ix — xo> 2

(x — x0)°
20 nd ’

N

lp(x) = p(x0) — ¢"(x0)(x = x0)| <

nd

1
Ona fu(x + h) — fulx) = n_'l_x T x+h =¢p(n+x)—@n+x+h).
De méme, on a f,/(x) = m =—¢'(n+x).

Et donc, d’apres le résultat de la question précédentel, il vient

2

0 < |fulx+h)= fa(x)=hfr (0] = lp(n+x)—@(n+x+h)—((n+x) — (n + x + h)) '(n+h)| < %
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Ona f3 = —f et donc
F=fof=f

Rappelons que

cos(0+0') =
cos 6 cos O’ —sin O'sin 6’

et

sin(@ + 0') =

cos 0sin 0" + sin 0 cos 6’

1l est facile de voir que f7(x)
est positif, mais il est encore
plus facile de remarquer que

5 20, ce qui suffic.

Méthode

Méme si on reconnait faci-
lement une somme télesco-
pique, il est indispensable
de repasser par les sommes
partielles pour étudier une
telle série.

Pour appliquer 'inégalité de
Taylor-Lagrange, il suffit
d’obtenir un majorant de |¢
sur le segment d’extrémités x
et xp.

Six < xo, il s"agit du seg-
ment [x, xo] et sinon, du
segment [xo, x|.

Dans tous les cas, ce segment
est inclus dans [n, +oo[, et
donc nous nous contentons
de majorer |¢”| sur [n, +oo],
ce qui est a priori moins
précis, mais suffit ici.

/rl

1 Qui s’applique car n + x + h
et n + x sont supérieurs a n.
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CORRECTION 187
h2
Puisque la série de terme général —; est convergente, on en déduit qu’il en est de méme
n
de la série de terme général |f,,(x + h) — f(x) — hf;(x)].
En divisant par |h| la relation précédemment obtenue, on obtient
Sfaulx +h) = fu(x) |h|
T e
Et donc
F(x+h) - F(x — x+h x ,
‘ o+ )= Pa) G(x)‘ Z (fn< )~ fu(@) fn(x))'
n=1
< falx + h) Sulx) f;; (x)‘ Inégalité triangulaire.
n=1
+00 +00
h |
<), 5 =h > =
n=1 n=1
———
=K
Lorsque h — 0, on a K|h| — 0, et donc, par le théoréme des gendarmes,
Rappelons que
. |F(x+h)-F(x) . F(x+h)-F(x)
}llg(l)T—G(x)=0®}g(l)f=G(X)~ fx)> e f(x)=€—0
& |f(x)— €] = 0.

On en déduit que, pour tout x € R,, F est dérivable en x, et que F’'(x) = G(x).
Et donc ’ F est dérivable sur R, et F’ = G. ‘

Recherche d’un équivalent en +oo

Pour x fixé, la fonction ¢ — T est dérivable sur R, de dérivée t —

En particulier, elle est décroissante sur [k, k + 1], de sorte que

1 1 1 1 1
Vtelkk+1 — {-=-——— <K --= — .
€l k41l finr () = k+1 k+1l+x t t+x k k+x fiet)
Par croissance de I'intégrale, on a alors
k+1 k+1 1 1 k+1
fird= [ fiear< [ (— _ —) < [ fd = fiw).
k k t t+x k

En sommant les inégalités précédentes pour k allant de 1 2 n — 1, il vient

n—1 n-1 k+1
kzz;fkﬂ(x) Zf (— - m) t < ka(x)

n
Par la relation de Chasles, le terme central est f (— - —) dt et donc
1

"
fl(;—m) t\ka(x)

D’autre part, un changement d’indice prouve que

:
H

S i () = Zﬁ<x)—2fk<x> fitx) = kao«)—x%-

1

~
I

Et donc on a

x (t+x)?

1

_t_2_

Y- < < [M(i-m) #e | DA<
k=1

k=1

"1 1
v [ (-_—) dt
1 t t+x
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Les deux intégrales de
gauche et de droite sont des
intégrales d’une constante
(ne dépendant pas de la va-
riable d’intégration #) sur un
segment.

Graphiquement il s’agit de
Iaire d’un rectangle, et donc
si le segment est de longueur
1, 'intégrale est simplement
égale i la constante intégrée.
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ECRICOME 2008

Ona

(5 7] = et = [in ()] =0 () - ().

Mais lorsque n — +o0, on a

~ 1 — 1
n+ x n—+o n—+oo

Par continuité de la fonction In, il vient donc lim In ( ) =0.
n—+oo n+x

Et donc lim (E—L) dt:—ln( ! ):1n(1+x).
n—+oo Ji \t  t+x 1+x

Ainsi, en passant 2 la limite lorsque n — +o0 dans I'inégalité de la question 4.b, il vient

In(1 + x) < ;fk(x) < xi - +1In(1 + ).
-
=F(x)

En divisant I'inégalité précédente par In(1 + x) > 0, on a

F(x) x 1 1
“In(1+x) x+1ln(1+x)
1
Mais lim =1let lim —— =
x—+00 X + x—+00 11’1(1 + x)

Donc par le théoréme des gendarmes, il vient

Fx)
oo In(1 4 %)

& | F(x) ~m1n(l+x).

—+

PROBLEME
I. Méthode de Monte-Carlo

1 site|0,1
Une densité de U est| fy : t = { S% [0, 1]
0 sinon

+00

9 fu(t)dt =

Par le théoréme de transfert, g(U) admet une espérance si et seulement si f

. —00
f g(t)dt converge absolument.
0

Mais g est continue sur le segment [0, 1], et donc il s’agit de I'intégrale d’une fonction
continue sur un segment : elle converge.
Ainsi, g(U) admet une espérance et

1
E(¢(U)) = fo gt)dt = J.

Les U; étant indépendantes et de méme loi, il en est de méme des g(U;). Or, d’apres 'énoncé,
celles-ci admettent une variance, et donc par la loi faible des grands nombres,

S, P
— — J.
n

Recherche d’un intervalle de confiance pour J.

.. . S . . N
Les g(U;) sont i.i.d. et admettent une variance. Donc — admet une espérance égale 2 J et
n

une variance égale 2

2

1 (< 1< o
;V<; g(Ui)) == ; V(g(Uy)) = r

Par le théoréme central limite, = converge en loi vers X, ot X est

une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
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La continuité est nécessaire
pour composer des limites :

limu, =1 = limln(u,) =0

car la fonction In est continue
en 1.

On pourrait méme prouver
que F(x) ~ In(x).

Mais rappelons que ceci ne
vient pas uniquement du
faitque x +1 ~x :onn’a
pas le droit de composer les
équivalents 3 gauche !

Les g(U;) admettent un
moment d’ordre 2 (et donc
une variance) pour les mémes
raisons que J admet une
espérance :

1
f gt dt
0

converge car intégrale d’une
fonction continue sur un
segment.

Les g(U;) sont indépen-
dantes.

Ne pas oublier de vérifier
les hypothéses pour appli-
quer le TCL : il faut que

les variables soient i.i.d. et

admettent uneNArIRAGE N Ey
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2.b.ii. Comme X — N (0,1),0on a
P(=1.96 < X < 1.96) = (1.96) — &(—1.96) = 2(1.96) — 1 = 0.95.
De plus, on a
Sn J o S o S S o S o
P{-1.96 < -2 <1.96)=P|-1.96— - = < -] < 1.96— — —") =P(—" -1.96—<J< =+ 1.96—).
( £2 ) ( Vi SISO TG T S S
Mais d’aprés le résultat de la question précédente,
-
lim P(—1.96 < < 1.96) = P(-1.96 < X < 1.96) = 0.95.
n—oo \/—71
— Inconvénient
) Sn Sn ) .. . L.
On en déduit que [7 - 1.96%, - 1.96%] est un intervalle de confiance asympto- 5;3221}0111 5:::53211623 de
tique de J au niveau de confiance 95%. o Tie connalt pas pecessare
ment la valeur de o, dont
4 . . on aurait pourtant besoin
5 Ap P lication pour construire I'intervalle de
fi .
3.a. Lafonction ¢ : u + sinu est 6! sur [O, %], de dérivée égale 2 ¢’ (u) = cos(u). —
De plus, on a ¢(0) = O et ¢ (%) = 1. On a donc, par le théoréme de changement de 2Sur un segment. On ne
ariable2 se préoccupe donc pas de la
v monotonie de ¢.
1 /2 /2 /2 — Cosinus
f 4 1—t2dt=4f Vl—sinzucosudu=4f \/cosQucosudu=4f cos® u du. < AOSIS
0 0 0 0 La relation
cos(u) = 1 - sin?
Mais, quel que soit u € [0, z], ona
2 n’est pas valable sur tout R,
mais uniquement si cos(u) >
iy pmiu\2 ) ) 1 2u) + 1 0. Ce qui est le cas sur [0, Z].
cos?(u) = (%) =7 (e2’“ +e 2y 2) = Z(2 cos(2u) +2) = %.
On en déduit que
/2 /2 in(2 /2
4[ cos’udu = 2f (cos(Ru) + 1)du = 2 [M + u] = 7.
0 0 2 0
Et donc
1
f 41 —t2dt =
0
3.b.i.
1 function y = G(t)

2
3

y = 4*sqrt(1-t*2)
endfunction

.. . S
3.b.ii. On suppose que n est «grand», de sorte que par la question 2.a, — est «probablement»
n

proche de J. <
1 J=20;
2 for i=1 :n
3 J =7 + G(rand()) ;
4 end
5 J=171/n;
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— Incertitude

La convergence en probabi-
lité ne nous met pas totale-

ment 3 Pabri d’un «<mauvais»
tirage, et il se peut donc que
le programme retourne une
valeur totalement fantaisiste

de J.

M. VIENNEY
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Réduction de la variance par variables antithétiques

Il s’agit d’une transformation affine de loi uniforme : nous savons que si U < ([0, 1]),
alors (b — @)U + a <= U([a, b]).

Sion pose ici a = 1 et b = 0, on en déduit que U suit la loi uniforme sur [0, 1].

Puisque U et 1 -U ont méme loi, c’est également le cas de g(U) et de g(1-U). En particulier, Sil'on ne souhaite pas uriliser

la transformation affine de

E(g(1-U)) = E(g(U)) = J. lois uniformes, on peut, au
Et donc choix :
| 1 2] o travailler sur les densités, en
E(Y) = E|=(a(U) + g(1 =U))) = = (E(a(U)) + E(a(1 = U))) = =~ =[7T. remarquant que 1 — U est une
) ( 2 (9(U) +g( ) 2 (EGU) (9( ) 2 transformation affine de U

o travailler directement sur
Soient (u, w) € [0, 1]2. la fonction de répartition de
. : _ 1 — U et prouver que C’est
Siu < w, alors, par croissance de g, g(u) < g(w) et donc g(u) — g(w) < 0. la méme que Ia fonction de
En revanche, 1 —u > 1 -w et donc, g(1 —u) > g(1 —w), de sorte que g(1 -u) —g(1 —w) > 0. répartition de U.
Ec alors ((9(u) — g(w))(g(1 —u) — g(1 — w)) < 0.

Au contraire si u > w, alors g(u) — g(w) > 0 et g(1 —u) — g(1 — x) < 0. Et alors
((9(u) — g(w))(g(1 —u) — g(1 = w)) < 0.

D’aprés la question précédente, la variable aléatoire (g(U) — g(W))(g(1 — U) — g(1 — W)) est
A valeurs négatives, donc son espérance est négative. Or on a

(g(U)—g(W))(g(1-U)-g(1-W)) = g(U)g(1-U)~-g(W)g(1-U)—-g(U)g(1-W)+g(W)g(1-W)

et donc

E[(g(U) = gW))(g(1 =U) —g(1 =W))] < 0 ©E[g(U)g(1 - U) = g(W)g(1 = U) - g(U)g(1 = W) + g(W)g(1 - W)] < 0
©E(g(U)g(1 - U)) - E(g(U)g(1 = W)) = E(g(W)g(1 = U)) + E(g(W)g(1 = W)) <0

Puisque U et W sont indépendantes, g(U) et g(1 — W) le sont également® et donc 3 Et sont de méme loi.
E(g(U)g(1 = W) = E(g(U))E(9(1 - W)) = E(9(U))*

et de méme E(g(W)g(1 - U)) = E(g(U))>.
Enfin, comme indiqué dans 'énoncé, g(U)g(1 - U) et g(W)g(1 — W) sont de méme loi, donc
de méme espérance. Il vient donc

2E(g(U)g(1 - U)) - 2E(g(U))* < 0 & | E(g(U)g(1 - U)) < E(g(U))>.

OnaE(r?) = TE[(6U) + 9(1 ~ V)] = TE[g(U) +29U)g(1 ~ U) + (1 ~ U] = 3 [E@(U)) + E(g()g(1 ~ ).

Et alors, par la formule de Huygens, on en déduit que
1
V(Y) = E(Y?) - E(Y) = 5 (E9U)*) + E(gU)g(1 - U)) - 2E(g(V))’)

Drautre part, V(g(U)) = E(g(U)?) — E(g(U))?, et donc

V(Y) <

(E@9)*) - E((U))?) = %V(g(U)).

N =

(E(@U)) + E(g())* - 2E(g(U))*) =

N =

Il s’agit de refaire le raisonnement tenu  la question 2.b.ii en remplagant S,, par

S, = Z (9(U;) + g(1 = Uy)), et donc les o par des ¢’ = \/V(Y).
i=1
On obtient alors comme intervalle de confiance asymptotique de J I'intervalle

S/ o_l S/ Gl
2 _-196—, 2 +1.96—].
n \Vn on \n

O_/

La longueur de cet intervalle pour un échantillon de taille n est alors ¢, = 2 x 1.96—,
n

alors que la longueur de I'intervalle obtenu en 2.b.ii était £, = 2 % 1.96-Z.
n
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http://www.ecs2-fauriel.fr

7.a.ii.

7.a.1ii.

7.b.

CORRECTION

191

La question posée est alors : 2 n fixé, combien doit valoir N pour que ¢ N S ln ?
1l suffit alors de faire le calcul :
o’ o o’
y <t e < — © VYN = Vn—.
VN n o
2 ’
o o 1
2< —etdonc — € —

2 o \/E
Ai N L bien VN > Vi et donc £/, < £
insi, si \/_ on a bien \/_; et donc £}, < £y.
L. N
Autrement dit, il suffit de prendre | N > lEJ +1.

En utilisant le résultat de 5.c, on a o’

II1. Réduction de la variance par stratification
Formule de Taylor-Lagrange pour une fonction de plusieurs variables

La fonction ¢ est continue sur le segment [a, b], donc elle admet un maximum et un
minimum.

Et donc si on note m (respectivement M) le minimum (resp. le maximum) de ¢ sur [a, b],
ces valeurs sont atteintes : il existe xo € [a, b] et x1 € [a, b] tels que ¢(xp) = m et p(x1) = M

Et donc ] Vt € [a,b], o(x0) < o(t) < o(x1). \

Pour tout t € [a,b], (b —t)" > 0, de sorte que

o) < 00 < L e,

(b-v"
nl

Par croissance de I'intégrale, on en déduit donc que

b b—1t)" b b — )" b b— )"
o) f O < f O b1yt < gt f Oy,

Et donc, apreés calcul de ces deux intégrales,

b— n+1 _\n b— n+1
%fﬂ(xo)<fa (b n) (t)dt\%(p@q).

On a, d’aprés la question précédente,

n ! — )"
plx0) < ”;,fﬂ f G ryar < pxn).

La fonction ¢ étant continue, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a, b]

] _ n
tel que ¢(c) = (n hl )1H)+1 f G ) @(t) dt soit encore

f“’

Puisque g est 62, la formule de Taylor avec reste intégral montre que

(b )n+1

o(1)dt = (0=~

b
g9(b) = g(a) + (b — a)g’(a) + f (b—-1)g" () dt.

Et par la question précédente appliquée 4 la fonction continue g” avec n = 1, il existe

2
c € [a,b] tel quef (b-1t)g"(t)dt = g"(c )( 2

. Et alors

o) = @) + g @b - @) + g"(0) LS i
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Lorsqu’on dit que ¢ admet
un maximum et un mini-
mum, cela ne signifie pas
seulement qu’elle est bornée,
mais également qu’elle atteint
ses valeurs extrémales.

A titre de comparaison, la
fonction arctangente est
bornée sur R, mais n’admet
ni maximum ni minimum.

Cette formule est appelée
égalité de Taylor-Lagrange

a lordre 2. Elle est plus forte
que I'inégalité du méme nom,
qui en est une conséquence
immédiate si 'on majore
g”(c) par M, oti M est un
majorant de g” sur [a, b].

M. VIENNEY
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Il a été prouvé en cours que la fonction g est de classe 62 car f lest, et que
q g q

g'(t) =(Vf(a+th),h)etg"(t) = gxsen(h).
En lui appliquant le résultat de la question 7.b, il existe 6 € [0, 1] tel que

9(1) = 9(0) + 9'(0) + 36"(0) | f(a+ ) = (@) + (V@) B+ 3geson(h).

Etude d’une fonction de plusieurs variables

Les fonctions
(1, x2,x3) = 4x1, (x1,%2,%3) = x2, (x1,%2,%3) = 9x3

sont de classe 62 sur ]0, +oo[? et 4 valeurs dans R*. La fonction inverse étant 62 sur R*,
on en déduit, par composition et par somme de fonctions de classe @2 que f est 62 sur
10, +co[>. On a alors

1 1 1
Vilxi,x,x3)=|{——,——,——=|.
Flx,x2,%3) ( 4x% x% 9x§>

De méme, on a

2

1 2
07 1 f(x1, %2, %3) = =, 85, f(x1, %2, %3) = =5, 85 5 f (01, %2, %3) = —.
’ 2x ’ X ’ 9x3

1 2

Et pour | i # j, azjf(x1,x2,x3) =0.

D’aprés ce qui précede, on a

1
7 00
Vf(ai,az,a3) =| 0 a% 0
2
00 &
hy
etdoncsiH =|hy | # 0, il vient
h3
hy
2a} 2 2 >
2a0) 2 2p2 2h
tHVZf(a1,a2,a3)H = (hy, ho, h3) a_; = —13 —32 —33 >0
28 2a; a, as
9a§

(a1, a2, a3) est un point critique de f si et seulement si Vf(ay, a2, a3) = 0.
3

Or nous avons calculé précédemment le gradient de f, qui ne peut s’annuler sur ]0, +oo[>.

Donc f n’admet aucun point critique sur ]0, +oo[?, et donc n’admet pas d’extremums
locaux.

(a1, a2, a3) est un point critique de f sous la contrainte x; + x> + x3 = 110 si et seulement
si il existe A € R tel que

a1+a2+a3=110

1 _
ai+ax+az =110 _ét_zl%_/1 ai +az+az =110
Sy_1 V42 2 2
Vf(a1, a2 a3) = A(1,1,1) —Z =4 4ay = a; = 9a
1
-1 -

pl
9aj

Puisque ay, az, a3 sont positifs, on en déduit que 2a; = a» = 3as.
" , . . az az
Et donc la premiére équation devient S tat 3= 110 & ay = 60.

Et donc f admet un unique point critique sous la contrainte a; + az + a3 = 100, qui est
(30,60, 20).
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On peut aussi remarquer
que la hessienne de f en a
n’a que des valeurs propres
strictement positives, et donc
pour h # 0, go(h) > 0.

M. VIENNEY
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Nous savons que x = (x1, X2, x3) vérifie la contrainte x; + x5 + x3 = 110 si et seulement si
(x1, %2, %x3) = (30 + h1,60 + ho, 20 + h3) avec h = (hy, ho, h3) € Vect(1,1,1)*.

Notons a = (30, 60, 20) le point critique de f sous la contrainte.
Ainsi, si (x1, x2,x3) = (30 + h1, 60 + ha, 20 + h3) vérifie x1 + x5 + x3 = 110, daprés le résultat
de la question 7.c, il existe 6 € [0, 1] tel que

f(xl, XZ,X?,) = f(30 + h1, 60 + hz, 20 + h3) = f(a) + (Vf(a), h) + %q,ﬁ.gh(h).

Or, (Vf(a),h) = 0 et par la question 8.b, ga10r > 0.

On en déduit que f(x) > f(a), et donc f admet un minimum global en a = (30, 60, 20)
sous la contrainte x; + x5 + x3 = 110.

Méthode de stratification

D’aprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements
{[T € ],[T € ],[T € I3]}, on a, pour tout x € R,

P(g(U) < x) = P(T € I)Pirer)(9(U) < x)+P(T € L)Pirer,)(9(U) < x)+P(T € L)Pirer)(9(0) < x).

Or T suit une loi uniforme sur [0, 1], de sorte que
PTelh)=P0<T<a)=a, P(Tehb)=b—a, P(Telz)=1-5.

De plus, la loi dg g(U) sachant [T € I] est la loi de g(Uy).

Donc Pirep)(9(U) < x) = P(g(Ur) < x). )

D§ méme, on a Pirep,1(9(U) < x) = P(g(U) < x) et Pire,)(9(U) < x) = P(g(U3) < x). On
a donc

P(g(0) < x) = aP(g(U1) < x) + (b~ )P(g(U2) < x) + (1 = b)P(g(U3) < x).

Si g(Uh), g(Us), g(Us) sont des variables a densité, alors leurs fonctions de répartition sont
continues sur R et de classe 6! sauf éventuellement en un nombre fini de points.
Et donc

X - Fg(U)(x) = aFyu,)(x) + (b - a)Fg(Uz)(x) +(1- b)Fg(US)(x)

est également continue sur R et de classe ‘6! sauf en un nombre fini de points. On en
déduit que g(U) est une variable a densité.
Si on dérive cette expression 12 ot elle est dérivable?, il vient

iy = afqw) () + (b = a) fywa) (x) + (1 = b) fo(us) (x)-

Puisqu’il est toujours possible de choisir arbitrairement la valeur d’une densité de g(U) la
ou F () Test pas dérivable, on peut prendre pour densité de g(U) la fonction

Ty = afgwn () + (b = @) fgwn) (%) + (1 = b) fyus)(x).

En particulier, si g est la fonction identité, alors les variables g(Uy), g(Us) et g(Us) suivent
des lois uniformes sur respectivement [0, a[, [a, b[ et [b, 1]. On peut alors prendre comme
densités respectives de Uy, U, Us les fonctions,

1 o 1 . 1 :
= si0<x<a — sia<x<b — sib<x<l1
fux)=42 . s fo(x) =40 7 , fo, )y =417
0 sinon 0 sinon 0 sinon
Et alors, ¥x € R,
1 .
a— si0<x<a
¢
(b—a)—— sia<x<b 1 si0<x<1
fU(x)= bTa - 0 sinon
(1-b)—— sib<x<1
1-b
0 sinon

On reconnait 12 la densité d’une loi uniforme sur [0, 1], donc |U < ([0, 1]).
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Le résultat de 7.c s’applique
car pour tout ¢ € [0, 1], a +
th €]0, +oo[3.

Cette méthode prouve que

le minimum est global sous
la contrainte car la forme
quadratique associée 2 la
hessienne est positive en tout
point de 0, +co[3.

Le fait qu’elle soit positive
en (30, 60, 20) ne permet
de déterminer que la nature
locale du minimum.

4 Cest-a-dire sauf en un
nombre fini de points.

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

9.b.

9.d.

194

ECRICOME 2008

Sous réserve de convergence, on a

E(g(f])):]_‘C>0 xfg(ﬁ)(x)dxzajioo fowH(x) dx+(b—a) j:oo for)(x) dx+(1-b) \f:m fo(us)(x) dx.

Mais les g(U;) possédent une espérance pour les mémes raisons qu’a la question 1.a, et
+0o0

E(g(Uy)) = foun(x) dx.

Donc g(U) posséde bien une espérance, et on a

| E((0)) = ablg(U))) + (b — @)E(g(Un) + (1 = H)E((U3)). |

Les U; ; étant mutuellement indépendantes, il en est de méme des g(U; ;). Et donc
1 ¢ 1 1
V(Z) = a®— > VgUL)) + (b —a)’ = > V(gUs) + (1= b= 3" V(g(Us,)).
= = n3 =
Mais pour tout i € [1,n1]], g(Us,;) a méme loi que g(Uy) et donc
ny
D V(g(UL,) = mV(gUh).
i=1

En procédant de méme pour les g(Us, ;) et g(Us ;) on en conclut que

V(z) = azrf—lwg(m» . a)znizwng» i (1= b)2n13V<g<U3>).

Application numérique
Notons que

BZ) = a- Y Blg(Uy) + (b= @)= 3" Blg(Us, )+ (1= ) > Elg(Us )
145 nz 4= i

= aE(g(U1)) + (b - a)E(g(U2))) + (1 = b)E(g9(Us)) = E(9(U)) = J.

Ainsi, Z est un estimateur sans biais de J, de sorte que son risque quadratique est égal 4 sa

variance.

1 1 1
Cette variance vaut donc V(Z) = — + — + —.
4711 np 97’13

Puisque l'on tire 110 points, il faut donc avoir ny + n + n3 = 110.
Par le résultat de la question 8.d, la valeur de V(Z) est alors minimale pour ny = 30, n, = 60
et n3 = 20.
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L’énoncé est relativement
vague lorsqu’il évoque dle
plus petit risque d’erreur pos-
sible». Interprétons donc cela
comme le risque quadratique
de Z en tant qu'estimateur de

J.
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Sujet : Etude d’une série alternée. Moyen

Abordable en premiére année : v Intérét :
Theémes du programme abordés : suites et séries numériques, développements limités.
Commentaires : trés bon exercice pour s’entrainer a I'étude des séries.

1. Montrer que lorsque x est au voisinage de 0 on a
In(2 — &*) = —x — x% + o(x?)
2. a. Montrer que pour tout entier k supérieur ou égal a2,ona:
2-¢'’k €lo, 1]

b. En déduire le signe de In(2 — e!/¥), pour tout entier k supérieur ou égal a 2.
c. Quelle est la nature de la série de terme général In(2 — e!/¥) ?

d. Pour n entier supérieur ou égal a2, on pose :
n
V, = Zln(Z —e/®yetu, = exp Vy.
k=2

Déterminer lim V, et lim u,.

n—+oo n—+oo

3. a. Montrer que :

In(nu,) = i [1n(2 —e'/®y—In (1 _ %)]
k=2

1
b. Déterminer un équivalent, quand k tend vers +oco, de In(2 - ¢!/*) - In (1 - E)'

c. En déduire que u, est équivalent, quand n tend vers +o0, 3 — avec K > 0.
n
Quelle est la nature de la série de terme général u, ?

4. On pose
Sy = Z(—l)kuk.
k=2

a. Brudier le sens de variations de la suite (uy,)n>2.
b. Montrer que les suites (S2n)n>1 €t (S2n+1)n>1 sont deux suites adjacentes.
c. En déduire la nature de la série de terme général (-1)"u,,.

Sujet : Sous-multiplicativité de la norme canonique de ./, (R).

Abordable en premiere année : X Intérét :

Theémes du programme abordés : produit scalaire, matrices, réduction des matrices symétriques.
Commentaires : le résultat pourrait se prouver par d’autres moyens, mais la preuve proposée est assez jolie. Bon
entrainement 4 la manipulation de la trace et de la formule du produit matriciel pour des matrices qui ne sont pas
toujours carrées.

M n(R) désigne I'ensemble des matrices carrées d’ordre n > 2, 4 coeflicients réels.
Pour tout élément A = (a; ;)1<i, j<n de M ,(R), on note Tr(A) la trace de A et YA la transposée de A.

1. Soit ¢ I'application définie sur A, (R) X A ,(R) par :
VA € M,(R), VB € M ,(R), p(A,B) = Tr(*AB) (o1t “AB = 'A x B).

Exprimer ¢(A, B) en fonction des coefficients de A et de B et montrer que ¢ est un produit scalaire sur 4 ,(R).
On note N la norme associée 4 ce produit scalaire.
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2. Soient A, B € M ,(R). Le but de cette question est prouver que

N(AB) < N(A)N(B).

(V)

. Justifier I'existence de P € A ,(R) et D € M ,(R) telles que
‘P(tAAP = D
ol P est une matrice orthogonale et D une matrice diagonale.

On notera par la suite A; le coefhicient d; ; de la matrice D = (d; j)1<i, j<n-

b. Soit A une valeur propre de AA et X un vecteur propre associé.
En calculant X" AAX de deux maniéres différentes, montrer que A > 0.

c. On pose S = ‘P(B'B)P = (s; j)1<i,j<n- Montrer que :
[N = Tx(D), [N(B)]* = Tx(S), [N(4B)® = Tr(SD).

d. Montrer que

TI'(SD) = Z /1,'31"1'.
i=1

e. On note E; le i®™ vecteur de la base canonique de /4, 1(R), espace des matrices  n lignes et une colonne a
coeflicients réels. Montrer que
t t 2
E;SE; = ||"BPE|]|%,

ott || - || désigne la norme euclidienne canonique de ., 1(R), puis calculer ‘E;SE; en fonction des coefficients
de S.
Qu’en déduit-on, pour i entier compris entre 1 et n, sur le signe de s; ; ?
f. Montrer que
n n n
Z Aisii < (Z /1:') (Z Si,i)
i=1 i=1 i=1
puis conclure que
N(AB) < N(A)N(B).

Sujet : Méthode du maximum de vraisemblance pour I'’étude des paramétres d’une loi expo- m
nentielle décalée.
Abordable en premiére année : X Intérée :

Theémes du programme abordés : variables 4 densité, fonctions de plusieurs variables, estimation ponctuelle,
Scilab .

Informatique : les questions de Turbo Pascal du sujet original ont été traduites en questions de Scilab.

La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Le préliminaire, les parties I et II sont indépendants.

Préliminaire
On considére deux variables aléatoires 4 densité X et Y définies sur un méme espace probabilisé, admettant des variances
V(X) et V(Y). On suppose V(X) > 0. On définit alors la covariance de X et Y par

Cov(X,Y) = E[(X — EGO)Y - E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y).

On admet que sous les conditions de I'énoncé, E(XY) existe bien.

1. Montrer que pour tout nombre réel A,
VX +Y) = 2V(X) + 2ACov(X, Y) + V(Y).
2. a. Enétudiant le signe du trindme précédent, montrer que
(Cov(X, Y))? < V(X)V(Y).
b. A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on I’égalité
(Cov(X, Y))? = V(X)V(Y)?
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Partie I : Etude d’une fonction de plusieurs variables
n désigne un entier naturel non nul, A et S deux réels positifs vérifiant S > nA.
On définit sur [0, +00[x]0, +cof la fonction L, par

1
L.(a,b) = b—ne_i(_"‘”s) si0<a<A

Ly(a,b) =0 sia> A

3. Justifier que L, est de classe ‘6 sur louvert ]0, A[x]0; +oo[. Montrer que L, n’admet pas d’extremum sur cet ouvert.

4.

Montrer que
Ya € [0,A[, Vb €]0, +oo[, L,(a, b) < L,(A,Db).

Montrer que ce résultat est encore vrai pour tout a de JA, +ool.

. Soit g la fonction définie sur ]0, +oo[ par g(b) = Ln(A, b).

Montrer que g admet un maximum absolu sur ]0, +co, atteint en un point by que I'on exprimera en fonction de
A, S etn.

. Déduire de ce qui précede que L, admet sur [0, +co[x]0, +oo[ un maximum absolu atteint en un unique point

(a0, bo) que I'on précisera.

Partie II : Etude d’une loi
Soit a > 0 et b > 0. On considére la fonction f, ;, définie sur R par

10.

11.

L5t Gxs

—e six > a
fa,b(x) =40 .

0 sinon

Vérifier que f,j est bien une densité de variable aléatoire. On note &(a, b) la loi associée.

On considére désormais une variable aléatoire X de loi &(a, b).

. Déterminer la fonction de répartition de X.

On pose Y = X — a. Déterminer la loi de Y et la reconnaitre.
En déduire E(X) et V(X).
Soit p € N. Montrer que X admet un moment d’ordre p, E(X?), et pour p > 0, déterminer une relation liant E(X?)
et E(XP~1).
Simulation de la loi &(a, b)
a. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1[. Montrer que la variable aléatoire —bIn(1 — U) + a suit
une loi &(a, b).

b. On rappelle quen Scilab, la fonction rand() permet de simuler une variable aléatoire de loi uniforme sur
[0,1[.

7

Ecrire une fonction tirage, de paramétres a et b simulant une variable aléatoire de loi £(a, b).

Partie III : Estimation des paramétres a et b

a et b désignent toujours deux réels tels que a > 0 et b > 0. On considére désormais une suite de variables aléatoires
(X;)i>1, indépendantes, identiquement distribuées, de loi &(a, b).

Pour n entier supérieur ou égal a 2, on considére les variables aléatoires S, et Y, définies par

Spn=X1+--+X,etY, =min(Xy,...,X,).

Le but de cette partie est de déterminer des estimateurs de a et b.

12.

o N N Ul AN

On suppose que la fonction tirage de la question 11.b est bien définie, et que a,b et n sont également déja définies.
Compléter le programme suivant pour qu’il simule les variables aléatoires S, et Yy, les résultats étant stockés
respectivement dans les variables S et V.

X = tirage(a,b) ;

end
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13. Déterminer 'espérance et la variance de S,,.

Xi—a
14. Quelle est la loi suivie par chacune des variables — ?

Xl—a+X2b—a+.“+Xn—a

Déterminer une densité de U, et en déduire une densité de S,,.

En déduire la loi suivie par U, =

15.  a. Déterminer la fonction de répartition de Y,. En déduire que Y,, suit une loi &(an, b,) (on précisera a, et by).
Donner les valeurs de E(Y;,) et V(Yy,).

b. Calculer le biais ainsi que le risque quadratique de Y, en tant qu’estimateur de a.
c. ATaide de ce qui précéde, prouver que (Y,) est une suite d’estimateurs de a, asymptotiquement sans biais et
convergente.

S
16. On pose Z, = — — Y,,.
n

a. Calculer le biais de Z, en tant qu’estimateur de b.
b. On note rz, (b) le risque quadratique de Z, en tant qu’estimateur de b. Montrer que
20> b?

2
rz,(b) = 5 + — — ZCov(S, Ya).
n n n

c. A laide du préliminaire, montrer que

lim rz, (b) =0
n—co

et en déduire que (Z,) est une suite d’estimateurs de b, asymptotiquement sans biais et convergente.

17. Pour un échantillon donné (xy, .. .,x,) avec min(x1, ..., x,) # max(xi, . .., x,), correspondant 4 une réalisation des
n variables aléatoires X1, . .., X,, on définit la fonction L sur [0, +c0[X]0, +oo[ par

L(a,b) = l—[fa,b(xi)~
i=1

a. Montrer que L est la fonction L, définie dans la partie I, pour des valeurs de A et S que I'on précisera en
fonction des x;.

b. Comparer les estimations de a et b obtenues sur ’échantillon (xi, . .., x,) 4 partir de Y, et Z, avec les valeurs
ap et by obtenues dans la partie 1.
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ECRICOME 2007 : CORRIGE

ExERrcICE 1

La fonction ¢ : x - In(2 — e¥) est de classe 62 au voisinage de 0, avec

e* £ o (x) —2e*
e X)= —.
2 ¢t? (ex —2)2

@' (x) =

ex_

D’aprés la formule de Taylor-Young 4 I'ordre 2, on a alors

2
In(2 — &¥) = »(0) + ¢’ (0)x + (p"(O)% +0(x?) = | =x = x> + o(x?).

1
Pourk >2,0ona - > O,donce% >letdonc?2 e’k < 1.
1 1
Drautre part, T < > et donc e’k < e1/2,

1/2 1/k

Puisque e < 4, e!/? < 2, et donc e!/* < 2, de sorte que 2 — e’k > 0,

Nous savons que pour x €]0, 1[, In(x) < 0, donc pour tout entier k supérieur ou égal a 2,
In2-e'*y <0

Lorsque k — +oo, alors Pl 0, donc on peut utiliser I'équivalent fourni par la premiére

1
tion :ln2—e'/*) ~ ——.
question :In(2 -e )k W TF

Mais nous savons que la série de terme général % diverge, et donc par critére de comparaison

pour les séries de signe constant!, |la série de terme général In(2 — e!/¥) diverge.

(Vi) est une suite décroissante car suite des sommes partielles d’'une série dont le terme géné-
ral est toujours négatif. De plus, cette série diverge, donc (V,,) est divergente. Mais une suite

décroissante et divergente admet nécessairement —co comme limite :| lim V, = —co.
n—+oo
Et alors, par composition de limites, | lim u, = 0.
n—+oo

D’une part, on a In(nu,) = In(n) + In(u,) = In(n) + V,.
Drautre part, notons que

anln (1 - %) = anln (kk;l) = anln(k —1) = In(k).
k=2 = k=2

Nous reconnaissons 12 une somme télescopique :

Zn: In (1 - %) = In(1)-In(2)+In(2)-In(3)+- - -+In(n—-2)-In(n—1)+In(n—1)-In(n) = — In(n).

k=2

Et donc

; [ln(Z —el/®) —In (1 - %)] =V, = (=In(n)) =V, +In(n) =

1 1 1 1 1 11
Nous savons que In(2 — e!/¥) = < et o(p) et In (1 - E) =-—c -5+ o(—),

donc on en déduit que

1 1 1 1 1
Ak _ A DL 1 _U/ky _ S
In(2-e'/*)~In (1 k) e +O(k2) et donc|In(2 —e'/*) - In (1 k) e TR
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Un développement limité
fourni un équivalent : il
suffit de prendre le premier
terme non nul de la partie
principale, donc ici

In(2 - e¥) v

1 —% est de signe constant !

Une suite qui a une limite
égale A +oo est divergente
(méme si elle admet une
limite) !

2 Danger !
On n’ajoute pas les équi-
valents ! Sil'on cherche un
équivalent d’'une somme, on
passe par des développements
limités.

M. VIENNEY
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Grace a ’équivalent obtenu 2 la question précédente, par critére de comparaison pour
les séries de signe constant (négatif ici car —5;5 < 0), on en déduit que la série de terme
général In(2 — e/F) — In (1 — 1) converge, et donc il existe une constante A telle que

n

nl—i>r-£looZ [ln(z —e/Fy—1n (1 - %)] =A.

k=2

+00
1
Notons que cette constante A n’est autre que Z [ln(Z —e!’F)~In (1 - ;)]

k=2

Ainsi, In(nu,) — A, donc nu, — e?.
n—+oo

n—+oo

eA

Ceci signifie alors que nu, ~ e*etdonc|u, ~ —.
n—+oo n—o+oo n

On retrouve bien le résultat cherché avec K = ¢4 > 0.

Comme la série de terme général — est divergente, par critére de comparaison pour les
n

séries 4 termes positifs, on en déduit que ‘ la série de terme général u,, est divergente.

Nous avons déja expliqué précédemment que (V;,) est décroissante, donc par croissance de

I'exponentielle, | (u,) est décroissante. ‘

Ona

2n 2n+2
Son = Sa(n+1) = Z(—l)kuk - Z (~D)¥up = uzps1 — tons2 > 0
=2 )

et donc (S»,), est décroissante. De méme, on a

2n+1 2n+3
k k
Son+1 = So(na1)41 = E (=1 ux - E (=1)"ur = uops3 —u2n42 <0
k=2 k=2

donc (Sz,41)n est croissante. Enfin, on a

Son = Sont1 = uopp1 — 0.

n—+oo

Ceci achéve bien de prouver que | les deux suite (S2,)n €t (S24+1)n sont adjacentes.

Deux suites adjacentes sont toutes deux convergentes et convergent vers une méme limite.

Soit donc ¢ la limite commune aux deux suites (S»,) et (S241)-

Ainsi, les deux suites extraites de (S,) formées respectivement des termes d’ordre pair et des
termes d’ordre impair convergent vers la méme limite ¢, donc (S,,) converge également
vers €.

Mais (S,,) est la suite des sommes partielles de la série de terme général (—1)"u,. Par

définition, ceci signifie que | la série de terme général (—1)"u,, est convergente.

EXERCICE 2
Notons A = (ai,j)K,-,Kn et B= (bi,j)lsi,an- Alors

¢(A,B) = Tr("AB) = ) (‘AB);,

i=1

= 2"1 zn:(tA)i,kbk,i

i=1 k=1

Pour A, B € M ,(R), on a alors
¢(A,B) = Tr(*AB) = Tr(*(*AB)) = Tr(*BA) = ¢(B, A).
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Une série converge si et
seulement si la suite de ses
sommes partielles converge.

Deux suite (uy) et (vy) sont
adjacentes si :

o l’une est croissante

o lautre est décroissante

o lim u,-v,=0
n—+oo

Le coefhicient (i, j) de A
est, par définition de la trans-
posée, le coefficient (j, i) de
A.

M. VIENNEY
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Donc ¢ est symétrique.
Pour A,B,C € M,(R)et A€ R,ona
¢(AA+B,C) = Tr(*(AA+B)C) = Tr(A'AC+*BC) = ATr(* AC)+Tr(* BC) = Ap(A, C)+¢(B,C).
Donc ¢ est linéaire a gauche, et étant symétrique, elle est bilinéaire symétrique.
Pour A = (a; j)1<i,j<n € Mn(R),0n a

n n

paa)=> > a, >0

i=1 k=1
Enfin, une somme de nombres positifs étant nulle si et seulement si chacun de ces nombres
est nul, on a

P(AA) =0 V(i j) e [Ln]’a,=0eYi)) e [Ln]a;=0A=0.

Et donc | ¢ est un produit scalaire sur 4, (R). ‘
La matrice ‘AA est symétrique car '(*AA) = ‘AA.
Et donc elle est diagonalisable en base orthonormée : il existe P orthogonale et D diagonale Ici || - || désigne la norme

telles que “AA = PD'P & | 'P(AA)P = D.

D’une part, on a
EXTAAX = TXAX = 1P XX = AIX|P.

Drautre part, on a
IXTAAX = H(AX)AX = ||AX]].

Donc déja, ‘X' AAX > 0, et donc A||X||* > 0.
Mais X est un vecteur propre, donc n’est pas nul : [|X]| > 0.

Et donc, en divisant A||X|* > 0 par [|IX]|> > 0, il vient

On a N(AY = p(A,A) = | Tr('AA).

Or nous avons prouvé en 2.a que ‘AA et D sont semblables, et deux matrices semblables
ont méme trace, donc N(A)? =| Tr(D).
De méme, S et B!B sont semblables, donc

Tr(S) = Tr(B'B) = Tr(*BB) = ¢(' BB) = N(B).
Enfin, {(AB)AB = 'B'AAB = 'BPD'PB et donc
N(AB)* = ¢(AB, AB) = Tr(*(AB)AB) = Tr('BPD'PB) = Tr('P(B' B)PD) =

Utilisons le calcul effectué a la question 1 :

Tr(SD) = Tr(*DS) = ¢(D, S)

n n
aPIPILEN
i=1 k=1

n
= Z di,isi,i
i=1
n
= Z)Lisi’i'
i=1

Revenons A la définition de S :
'E;SE; = 'E;' PB'BPE; = !(*BPE;)! BPE; = ||' BPE;|°.

Notons que SE; est un vecteur de /, 1(R), que ‘E; est un vecteur de 1 ,(R) et donc
'E;SE; € M1 1(R) =R.
Ona

n

(SEp)j = (SEi)j1 = Zsj,k(Ei)k,1 =sj.i.
k=1
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associée au produit scalaire
canonique de M, 1(R).
X1
Autrement dit, si X =| : |,
Xn
alors

n
2 _t - 2
IXIP = XX = ;.-

i=1

La trace d’un produit ne
dépend pas de l'ordre dans
lequel on fait ce produit :
Tr(!* BB) = Tr(B?B).

D est diagonale, donc
dk,i =0sik #i.

0 sik#i

E)i 1 =
(E.1 {] sik=1i

M. VIENNEY
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$1,i
. $2,i
Autrement dit, SE; =
Sn, i
Puis il vient
S1,i
' 82,
EiSEl‘ Z(O ... 01 0 ... O) . =1 Si,i-
Sn,i
Puisque ||’BPE;||* > 0 on a donc
Ona
n n n n n n n n n
(Z/li)(zsi’i) = (ZA;) Zsj’j = AiSj,j = /11'31',1' + Z/liSj’j.
i=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 i=1 Jj=1
J#Fi

Or, les ; sont les valeurs propres de *AA, donc par la question 2.b sont positifs.
D’autre part, les s; ; sont positifs d’aprés la question 2.e, et donc

n o n
ZZA,‘SJ‘J > O.

i=1 j=1
J#i

On en déduit donc que

i=1 i=1

D’apreés la question 2.c, on a N(AB)? = Tr(SD), N(A)?> = Tr(D) = Z A; et

i=1
n

N(B)?> = Tx(S) = Z si.i- Bt donc on a
i=1
N(AB)? < N(A)’N(B)>.

Une norme étant positive, il vient donc

\ N(AB) < N(A)N(B). \

PROBLEME
Préliminaire
Si A € R, alors par la formule de Huygens,
V(AX +Y) =E(AX + Y)?) — E(AX + Y)?
=A2E(X?) + 2AE(XY) + E(Y?) — (AE(X) + E(Y))?
=A2E(X?) + 2AE(XY) + E(Y?) = A’E(X)? — 2AE(X)E(Y) — E(Y)?
=2*(E(X?) = E(X)?) + 2A(E(XY) — EX)E(Y)) + (E(Y?) - E(Y)?)

= 12V(X) + 2ACov(X, Y) + V(Y).

Puisqu’une variance est toujours positive, le trindme en A obtenu  la question précédente
est toujours positif ou nul, de sorte que son discriminant est négatif ou nul.
Mais ce discriminant vaut : 4Cov(X, Y)? — 4V(X)V(Y), et donc

Cov(X,Y)? < V(X)V(Y).
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Puisque X est a densité,

ce n’est pas une variable
certaine et donc V(X) # 0.
Ainsi, nous avons bien ici
un polynéme en A de degré
exactement deux.
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On a égalité dans la question précédente si et seulement si le discriminant du trindme est

nul.

Cov(X,Y
Alors c’est qu’il possede une unique racine A = —%

Et alors pour ce 4, V(AX +Y) = 0.
Mais une variable aléatoire est de variance nulle si et seulement si elle est constante presque
siirement, c’est-a-dire s'il existe b € R tel que

PAX+Y=b)=1.

Inversement, s’il existe un b tel que P(AX + Y = b) = 1, alors V(AX + Y) = 0, et donc le
trindme en A des questions précédentes posséde au moins une racine. Comme il en possede
au plus une, c’est que son discriminant est nul, et donc Cov(X, Y)? = V(X)V(Y).

La preuve est essentiellement
la méme que celle quon a
donné du méme résultat
(formulé en termes de cor-
rélation linéaire) pour des
variables discrétes.

Ainsi, Cov(X, Y)? = V(X)V(Y) si et seulement si il existe deux réels a et b tels que P(aX + Y = b) = 1.

Partie I : Ecude d’une fonction de plusieurs variables

La fonction (a,b) — bl—n est de classe 6! sur ]0, A[x]0, +oo[ car inverse d’une fonction
polynomiale qui ne sannule pas.

De méme, la fonction (a, b) - —%(—na + 8) est polynomiale donc 6, et par composition

avec la fonction exponentielle qui est de classe 6! sur R, (a,b) - e~ 513+ oot de classe
6! sur ]0, A[x]0, +ool.

Alors L, est de classe 6 sur ]0, A[x]0, +oo[ comme produit de fonctions de classe 6.

On a alors
n

pn+l

1
- (=na+$)

01Lp(a,b) = e
qui ne s’annule pas® sur I'ouvert ]0, A[x]0, +oo[, donc L, n’y admet pas de point critique,

et par conséquent | pas d’extremum>.

, ) 1 . .
Pour b €]0, +oo[ fixé, la fonction a — e 57+ est strictement croissante sur |0, A, et
donc
1 1
Va €]0, A[, e” 574+ < 75 (7nA+S)

1
Et donc, par multiplication par o >0

1

1
Va €]0, A[, Vb €]0, +oo[, Ln(a, b) = b—ne_%(_"‘”s) < b—ne‘%(‘”“s) = Ln(A, D).

Enfin, si a > A, alors Vb €]0, +oo[, L,,(a, b) = 0 et L,,(A, b) > 0, donc

\va > A,Yb €]0, +0o[, Lu(a, b) < Ln(A, b). \

1
g est donc la fonction d’une seule variable réelle définie par g(b) = b—ne_%(_""”s).
Cette fonction est de classe 6! sur ]0, +oo[, et sa dérivée vaut
n —-nA+S 1
’ _[_ —+(-nA+S)

g(b)—( pn+l * pn+2 )e g :

On a alors
n -nA+S S

g’(b)=04:>WzbnT@nbz—nA+S®b=—A+;.

S
Posons alors by = —A + —. Pour b < by, on a g’(b) > 0 et pour b > by, g'(b) < 0.
n

Donc g est strictement croissante sur |0, by[ et strictement décroissante sur ]by, +oo[ :

elle posseéde un unique maximum global en by.
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2 Car une exponentielle n’est
jamais nulle.

3 Ni local, ni global.

bo

Ficure 1- La fonction g.
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Nous venons de prouver que Vb €]0, o[, L,,(A, b) < Ln(A, bo).
Et donc en reprenant le résultat de la question 4,

va 6]07 +OO[, Vb 6]05 +OO[’ Ln(a’ b) < LH(A7 b) < Ln(A’ bO)

Ainsi L, posséde en (4, by) un maximum global. ‘

De plus, si a # A, alors nous avons déja prouvé que L,(a,b) < L,(A,b) < Ln(A, bo), et si
b # by, alors L,(a,b) < L,(A,b) < Ly(a, by).

. . . . . S
Donc le minimum de L, est bien atteint en un unique point (A, -A+ —).
n

Partie II : Etude d’une loi
La fonction f;, est clairement positive sur R, et elle est continue sur ] - oo, a[, et sur Ja, +ool.
De plus, pour X > a,ona

X Xl x-a x—a1X X-a
f fa,b(x)dx=f —e‘de:[—e‘T] —1-e% — 1.

b a X—+c0

(o]
Doncona f fap(x)dx = 1etpar conséquent,
-0

fa.b est bien une densité de probabilités.

Soit x € R. Par définition, on a

Fx(x) = P(X < x) = f_x f(t)dt = fxf(t)dt.

a, alors Fx(x) = 0.
a, alors en reprenant le calcul de la question précédente,

Six <
Six >

x—a

*1 _ta -
Fx(x)zf 3¢ bdt=1-e"7 .
a

Ainsi, la fonction de répartition de X est

0 six<a

FX(X):{ x-a

1-—e 77 sinon

Six € R, alors

0 sixta<ao©x<0
PY<x)=PX-a<x)=PX<x+a)=

_X .
1—e"% sinon

o . Y .. . . . 1
On reconnait alors la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramétre 5 donc

1
Y=X-a—&[-|
+=2(3)

On en déduit que| E(X) = E(Y) +a=a +b et V(X) = V(Y +a) = V(Y) = b2,

Nous allons prouver cette propriété par récurrence sur p.

Notons que nous savons déja que X admet une variance, donc admet des moments d’ordre
1let?2.

Supposons donc que X admette un moment d’ordre p.

Alors, d’aprés le théoréme de transfert X admet un moment d’ordre p + 1 si et seulement

+00 1 .
f L EefTu dt converge absolument*, et si c’est le cas, E(XP*1) est égal 2 la valeur de
a

cette intégrale.

Procédons 2 une intégration par parties sur un segment de la forme [a, X], en posant
+1 _t-a . . 1

u(t) = tP*! et o(t) = —e~ 7 , qui sont bien de classe €' sur le segment [a,X], avec

w(t)=(p+ Dt etv'(t) = %e_t_Ta. Il vient alors

0.8
0.6
0.4
0.2

Si(a, b) # (A, by), alors
a # Aet/ou b # by et donc
Ln(a, b) < Ln(A, bo).

a=1,b=1
a=1,b=2
a=2,b=4

1 2 3 4

FiGure 2- La densité f, ;, pour
différentes valeurs de a et b.

4 Mais puisqu’il s’agit de
I'intégrale d’une fonction
positive, la convergence
absolue est équivalente 2 la
convergence.

Xl 41 —t=a1X X ta 1 4] _X=a Xt ia
e T dt = [t e (1) | e dt = aP X TR +b(p+1) Se T .
a a a

b

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR
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. . . _X-a \ £
Mais par croissances comparées, XPtle=TF" — 0, et par hypothese de récurrence,
X—+00

X 4 X
f —e b dt:f t fap(t)dt — E(XP).
a b —oo X—>+oc0

+00 +oo
Donc f P f () dt = f tP*! £, (1) dt converge, de sorte que E(XP*!) existe, et
—00 a

on a
E(XP™Y) = aP™ + b(p + 1)E(XP).

Par le principe de récurrence, E(X?) existe pour tout p, et on a E(XXP*1) = aP*! + b(p + 1)E(XP),
soit encore

E(XP) = a® + bpE(XP7Y).

Notons que cette relation est encore valable pour p = 2 car
E(X?) = V(X) + E(X)? = b* + (a + b)*> = 2b%> + a® + 2ab = a° + 2bE(X).
11.a. Sil'on utilise la question 9, =bIn(1 — U) + a suit une loi &(a, b) si et seulement
siY = —bIn(1 — U) suit une loi & (%)
Or, pour x € R,on a

P(Y<x)=P(—b1n(1—U)<x)=P(1n(1—U) > _Tx) =P(1-U>e?)=P(U<1-€7).

Mais U suivant une loi uniforme sur [0, 1[, on sait que

0 sil—e %<0
P(U<1-e#)=41-eF sil-e?e[0,1]
1 sihon

X . _Xx . . X
Or pour x < 0,1 —e"% < 0. Et puisque Vx € R, e"% > 0, on n’ajamais 1 —e"» > 1.
Ainsi, on a bien,
0 six <0

X .
1—-e% six>0

P(Yéx):{

1
Ainsi, Y suit une loi exponentielle de paramétre 5t donc|Y + a = —bIn(1 — U) + a suit une loi &(a, b).

11.b. 1l suffit d’appliquer le résultat de la question précédente :

1 function y = tirage(a,b)
2 y =-b*log(1-rand())+a ;
3 endfunction

Partie III : Estimation des parametres a et b
12. Notons que la boucle n’allant que de 1 2 n — 1, il faudra simuler X; avant I’entrée dans la

boucle.
1 X = tirage(a,b) ;
2 S =X;
3 Y=X;
4 for i=1 :n-
5 r = tirage(a,b) ;
6 S = S+r;
7 Y = min(Y,r) ;
8§ end

n
13.  Par linéarité de 'espérance, on a | E(S,) = Z E(X;) = n(a +b).
i=1

n
Et par indépendance des X;, il vient | V(S,,) = Z V(X;) = nb°.
i=1
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X,——a

1 1
Puisque X; — a suit une loi & (E)’ alors E(Xi —a) = suit une loi exponentielle de

parametre 1.
Xi —da

Comme les X; sont indépendantes, il en est de méme des . Et puisque ces derniéres

suivent une loi (1) = y(1), par stabilité des loi y,

X|i—a X, —a
Up=——+---+ — y(n).
; 5 5 y(n)
Par conséquent une densité de U, est
0 sit<O0
it 1
fu, nle=t it >0
(n-1)
Et alors comme S, = bU, + na, par transformation affine, une densité de S, est
1 0 si* 5 <0© x<na
X —na .
x = = fu, ( ) = 1 (x—na)"" _xna .
b b e b sinon
(n—=1)! bn
n
Soit x € R. Alors [Y, > x] = ( |[X; > x]. Et donc par indépendance des X;, il vient
i=1

n
P(Y, > x) = ]_[P(x,. > x) = (1 = Fy, (x))"
i=1
de sorte que, en passant 4 'événement contraire
n 0 six<a
Fy,(x)=1-P(Y, >x)=1-(1-Fx,(x))" = _ nix-a)
1—e "5 s1x

Vv A

a

On reconnait 1a la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant une loi & (a, -,
n

donc

Y,,f—>8(a,é).
n

Par conséquent, en utilisant les résultats de la partie I, on a

2
E(Yn) =a+ 2 et V(Yn) = b—2
n n

Par définition, le biais de Y, en tant qu’estimateur de a est

ba(Yn) = E(Yp) —a =
n

Et alors le risque quadratique de Y, en a est

b2 B2 | 2p?
ra(Yn) = ba(Ya)’ + V(Ya) = < + — =| =
n n n

Ona b,(Y,) — 0, donc
n—oo

Y, est un estimateur asymptotiquement sans biais de a. ‘

Et puisque ro(Y,) — 0, alors | Y, est un estimateur convergent de a. ‘
n—oo

Par linéarité de I'espérance,

1 b _1
E(Zn)=;E(Sn)—E(Yn)=a+b—a—;: nn b.

Et donc le biais de Z, en b est

bz,(b) = E(Zu)~b=—2.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR
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En utilisant la décomposition biais-variance du risque quadratique, il vient

b’ br o1 2 b 207 2
rz,(b) = ¥+V(Zn) = ;+;V(Sn)+V(Yn)—;Cov(Sn,Yn) =|—+

— — —Cov(Sp, Yn).
n n n

D’aprés le préliminaire, on a

=V (S)V(Y,) < Cov(Sy, Yy) < AVV(S)V(Yy).
Soit encore

[ b2 b2
—Cov(S,, Y,) < VV(S)V(Y,) = _anz = —.
n \n

Et donc il vient ) 5 5
2b b 2b
rz,(b) S — + —+ — — 0.
n n nyn n—oo®

Par conséquent5 ,| Zn est un estimateur convergent de b. ‘

I est asymptotiquement sans biais car bz, (b)) = —— — 0.
n n—o

Si l'un des x; est inférieur 2 a, c’est-a-dire si min(xy, ...,x,) < a, alors f, (x;) = 0, et
L(a,b) = 0.

Au contraire, si min(xj, . ..,x,) > a, alors par définition de L(a, b), il vient

n
Lab) = []fuslx)
i=1
B ll[ [
izt b
_ 1 _X{+...Xn-na
= b_ne )
Ainsi,
1 . .
Lia,b) = b_ne_%(—na+(x1+---+xn)) sia < min(xy,...,x,)
0 sinon
On reconnait alors I'expression de L, (a, b) pour ‘ A=min(xy,...,x,) et S =x1 + -+ + xp.

Xn)-
., xn) est Pestimation de a obtenue a I'aide de Y, a partir de I’échantillon

Dans la partie I, on avait obtenu ap = A = min(x, ..
Or, min(xy, ..
(x1,...,xn).

) X1+ +x
Etnousavionshp = ——A= ——
n

= —min(xy, . .., X,), qui est la valeur de l'estimation

n
de b obtenue grice a Z, sur ’échantillon (x1, .. ., xp).
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>Un risque quadratique
est toujours positif, et donc
icirz, (b) - 0 daprésle
théoréme des gendarmes.

Cette question était particu-
lierement mal posée (méme
pour une question d’Ecri-
come !). En effet, si 'on
suppose que les x; sont des
réalisations des variables X;,
alors il ne peuvent en au-
cun cas étre inférieurs 2 a,
puisque les X; sont a valeurs
dans [a, +ool.

En réalité, les estimateurs
ainsi obtenus sont ceux du
maximum de vraisemblance.
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Sujet : Réduction simultanée d’'un ensemble d’endomorphismes de R?

Abordable en premiére année : X Intérée :
Theémes du programme abordés : espaces euclidiens, valeurs propres.

La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Modifications apportées au sujet d’origine : suppression de la question demandant une équation de 9+

On considére l’espace vectoriel euclidien R® muni de son produit scalaire canonique et on note 8 = (i, j, k) la base
canonique de R®.

Pour tout (x,y) € R> X R% on a donc : (x,y) = 'XY ot X et Y désignent les matrices colonnes des coordonnées de x et y
dans la base 9.

Si F est un sous-espace vectoriel de R?, F* désigne le supplémentaire orthogonal de F dans R>.

On note Z(R?) I'ensemble des endomorphismes de R? et Id 'application identité de R.

Pour f endomorphisme de R?, de matrice M dans la base canonique, on note f* 'endomorphisme de R? dont la matrice
dans la base canonique est “M.

I. Quelques propriétés de f*.
Dans cette question f est un endomorphisme de R>.

1. Montrer que : Y¥(x,y) € (R®), (f(x).y) = (x. F*(1)).
2. Montrer que f* est le seul endomorphisme g de R? vérifiant :

V(. y) € (R, (Fx).y) = (x.g(w).

3. Soit F un sous-espace vectoriel de R? stable par f.
a. Pour x € Fety € F*, calculer {x, f*(y)).

b. En déduire que F* est stable par f*.

I1. Réduction des matrices d’un ensemble &.
On désigne par & 'ensemble des endomorphismes f, de R® dont la matrice dans la base % est de la forme

ot u = (a,b,c) € R3.
4. Montrer que & est un sous-espace vectoriel de £(R?).

5. Montrer que pour tout u € R3, f., appartient 2 &.

1 1 1
6. On note e; = %(i +j+k), e= —2(1' —j), e3 = —(i +j — 2k) et @ la droite de vecteur directeur e;.

2 V6

a. Montrer que e; est un vecteur propre commun aux éléments £, de &.

b. En déduire que, pour tout u € R?, 9 est stable par f,.

c. Déduire des questions précédentes que, pour tout u € R?, 9+ est stable par f,.

d. Montrer que (e, e3) est une base orthonormale de 9+ et que %’ = (ey, e2, 3) est une base orthonormale de R>.

e. Justifier alors que la matrice de f, dans la base %8 est de la forme
e 0 0
N,=|0 f g
0 h ¢
ol e, f, g, h, € sont des réels.
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Sujet : Etude d’une fonction définie par une intégrale

Abordable en premiére année : X Intérée :

Theémes du programme abordés : fonctions d’une variable réelle, intégrales impropres, calcul différentiel d’ordre
let2

Modifications apportées au sujet d’origine : les notations pour les dérivées partielles ont été changées, en
conformité avec le programme 2015

Commentaires : un théme assez classique, ne demandant pas trop de technicité, mais qui nécessite une bonne
compréhension de la définition des dérivées partielles.

On considére la fonction f des deux variables réelles x, t définie par :

fx,t) = eV + xt.

1. Frude de f.
a. Justifier que f est de classe 62 sur [0, +o0[X[0, +co[.
b. Pour (x,t) € [0, +00[X[0, +oo[, calculer d; f(x,t) et 8i1f(x, t).
c. Montrer que pour tout (x, t) € [0, +0o[X[0, +oo],

|3i1f(x, t)‘ < ge_tz.

+00
, . 1 g2
2. Montrer que pour tout réel a strictement positif, 'intégrale f t%e”"" dt est convergente.
0
En déduire que pour tout réel x positif, les intégrales suivantes sont convergentes :

2

+00 +oo _
12 f te
e " V1 +xtdtet —dt.
j(; 0 V1+xt

3. On considére la fonction g définie sur [0, +oo[ par
+0o +00 ,
g(x)=f f(x,t)dtzf e V1 +xtdt.
0 0

a. Sans chercher 2 calculer la dérivée de g, montrer que g est croissante sur [0, +oo].
b. Soit xy € [0, +oo[. Montrer que pour (x, t) € [0, +eo[X[0, +eo],

2 2
FGeat) = f o t) = (x — x0) f (x0. )] < % Ix — xof2.

c. En déduire que pour xq € [0, +oo[,

2 +00

X — X 2

< Qf 2e " dt.
8 0

90) = glx0) - (x = x0) fo " o f ot dt

d. Montrer que g est dérivable sur [0, +oo[ et que g est définie par

g'(x) = J; 01 f(x,t)dt.

Retrouver le sens de variations de g.

Sujet : Etude d’une suite infinie de pile ou face

Abordable en premiere année : v Intérét :
Theémes du programme abordés : probabilités discrétes

Informatique : les questions de Turbo Pascal du sujet original ont été traduites en questions de Scilab.
Modifications apportées au sujet d’origine : ajout d’'une sous-question de Scilab

On effectue une succession infinie de lancers indépendants d’une piéce donnant Pile avec la probabilité p €]0, 1] et Face
avec la probabilité g = 1 — p.
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On va s’intéresser dans ce probléme aux successions de lancers amenant un méme coté.

On dit que la premiére série est de longueur n > 1 si les n premiers lancers ont amené le méme c6té de la piece et le
(n + 1)*™e Pautre coté.

De méme la deuxiéme série commence au lancer suivant la fin de la premiére série et se termine (si elle se termine) au
lancer précédant un changement de coté.

On définit de méme les séries suivantes.

Q désigne I'ensemble des successions infinies de Pile ou Face.

Pour i € N*, on note P; 'événement «le i#™ lancer améne Pile» et F; 'événement contraire.

Les trois parties sont indépendantes.

I. Ecude des longueurs de séries
1. On note L; la longueur de la premiére série.
Exprimer 'événement (L = n) a l'aide des événements P; et F; pour i entier naturel variant entre 1 et n + 1.
En déduire que

P(Li=n)=p"q+q"p.
Vérifier que

+00
ZP(L1 =n)=1.
n=1

2. On note Ly la longueur de la deuxiéme série.
a. Exprimer Pévénement (L1 = n) N (L, = k) 2 I'aide des événements P; et F; pour i entier naturel variant entre 1
et n+ k + 1 puis calculer la probabilité de 'événement (L1 = n) N (L, = k).
b. En déduire que, pour k € N*,
P(Ly = k) = p>q*" + @p*".

+00
On admet que Z P(Ly=k)=1.
k=1
c. Montrer que la variable aléatoire L, admet une espérance égale 2 2.

I1. Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers

R : " T rde e 1
On consideére dans toute cette partie que la piece est équilibrée, c’est-a-dire que p = 5
On note N, le nombre de séries lors des n premiers lancers :

— La premiére série est donc de longueur k < n si les k premiers lancers ont amené le méme c6té de la piéce et le
(k + 1)¥me I'autre coté et de longueur n si les n premiers lancers ont amené le méme coté de la piece.

— La derniére série se termine nécessairement au n®™ lancer.

Par exemple, si les lancers successifs donnent : FFPPPPFFPPP. .. (F désignant Face et P Pile), on a pour une telle
succession w € Q,

Ni(®) = N2(w) = 1, N3(w) = - - - = Ng() = 2, N7(w) = Ng(w) = 3, No(w) = - = N11(w) = 4

les données précédentes ne permettant évidemment pas de déterminer Nia(w).
On admettra que N, est une variable aléatoire sur (Q, ¢/, P).

3. Déterminer les lois de Ni, N, et N3 et donner leurs espérances.

4. Dans le cas général ot n € N*, déterminer N,(Q) (ensemble des valeurs prises par N,,) puis calculer les valeurs de
P(N, = 1) et P(N,, = n).

5. Simulation informatique :
Pour k € N*, on note Xj la variable aléatoire qui vaut 1 lorsque le k™ lancer améne Pile et 0 sinon.
Compléter le programme informatique suivant pour que, m étant une valeur entiére, inférieure 4 100, entrée par
Dutilisateur, il simule les m variables aléatoires X, Xa, . .., X, (dont les valeurs seront placées dans la matrice X) et
détermine les valeurs de N1, Na, ..., Ny, (qui seront stockées dans la matrice N).

function N = simulation(m)
X = zeros(m,1) ;
N = zeros(m,1) ;
X(1) =floor(2*rand()) ;
NCT) =15
for i = m
X(i) = ...

o NN O Ul R W =
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9 .
10 end
11  endfunction

Proposer alors un programme qui, sur la base de 10000 simulations de X9, retourne une valeur approchée de
E(X20).

6. Fonction génératrice de N,
On pose, pour n € N* et pour s € [0, 1],

Gn(s) = Z P(N, = k)sk.
k=1

a. Pour s € [0, 1], comparer l’espérance de la variable aléatoire sV avec G,(s).
b. Que représente G, (1) ?

c. Montrer que pour toutn > 2 ettoutk € {1,...,n}ona
1 1
P((N, =k)NnP,) = EP((Nn—l =k)NPy1)+ EP((Nn—l =k-1)NF,1).
On admet que 'on obtiendrait de méme
1 1
P((Np, = k)N Fp) = EP((Nn—l =k)NFp1) + EP((Nn—l =k-1)NPy).

Montrer alors que

1 1
P(Ny = k) = 5P(Na-1 = k) + 5P(Nyoy = k= 1).

d. Soit n > 2. Montrer que

Gn(s) = %Gn—l(s)-

Calculer Gi(s) et en déduire que

n-1
Gn(s):(lgs) s.

e. Déterminer le nombre moyen de séries dans les n premiers lancers.

I11. Probabilité d’avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs
7. Montrer que pour tout réel x ona 1 —x < e™™.

8. On considére dans cette question une suite (A;);en d’événements indépendants. On suppose que la série de terme
général P(A;) diverge.
Soit k € N* fixé. Pour n > k, on note

Cp = U A=A U---UA,.

k<i<n

a. Justifier que

n—+oo

lim ZP(Ai) = too.
i=k

n
b. Montrer que P(C,) = 1 — l_[ P(A;) puis, en utilisant la question 7, que
i=k

P(Cy) > 1 —exp (— Z P(A,-)) .
i=k

En déduire que
lim P(C,) = 1.

n—+oo

+00
c. Comparer pour l'inclusion les événements C,, et Cy41. Que peut-on en déduire pour P (U C,-)?
i=k
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d. Justifier que
+00 +00
UA,' = U Cn
i=k n=k

+00
et en déduire que P U A;
i=k

I
N

9. En considérant les événements A, «on obtient Pile au (2n)*™ et au (2n + 1)*™ lancers», montrer que la probabilité
d’avoir deux Pile consécutifs aprés n’importe quel lancer vaut 1.
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3.b.

6.b.

CORRECTION

213

ECRICOME 2006 : CORRIGE

EXERCICE 1
I. Quelques propriétés de f*.

Ona (f(x),y) = "(AX)Y = X'AY = 'X("AY) = | (x, f*(y))-

Soit g un endomorphisme de R® vérifiant Y(x, y) € (R3)2, (f(x),y) = {x, 9(1)).
Alors, d’aprés la question précédente, on a, pour tout (x,y) € (R3)2,

(x. () = (x.9(y) & (x, ") - (x.9(y)) =0 & (x, f*(y) - 9(y)) = 0.
En particulier, siy € R et si x = f*(y) — g(y), alors

(F@-9). @ -9gw)=0|f -9y =0e fy) -9y =0 fy =g).

Ceci étant vrai pour tout y € R?, on en déduit que

Soit x € Fety € F*+. Alors

ffy)=(f), y )=0.
—_—

eF €F+

Siy € F*, alors la question précédente montre que pour tout x € F, (x, f*(y)) = 0. Et donc
fry)eF.
Ainsi, | F* est stable par f*.

I1. Réduction des matrices d’un ensemble &.

Il est clair que & ¢ £(R?) par définition, et 'endomorphisme nul de R? est dans & car sa
matrice dans la base & est M(g,0,0)-

Soient f et g deux éléments de &, dont les matrices dans la base %8 sont respectivement

a b ¢ a b
M=|c a bleeN=[c" a b'| etsoitdeR.
b ¢ a v ¢ a
Alors la matrice de Af + g dans la base % est
Aa+a Ab+b Ac+c’
M+N=|Ac+c Aa+ad Ab+Db =M)k(a,b,c)+(a’,b’,c’)~
Ab+b Ac+c” Aa+d
Etdonc Af +g € 8.

Ainsi, | § est un sous-espace vectoriel de £(R>).

Soit f, € &, ot u = (a, b, ¢). Alors la matrice de f dans la base canonique est

a ¢ b
'M,=|b a c = M, c,b)-
c b

a

Et donc

Soit f;, € &, avec u = (a, b, ¢). Alors

1 1 1 at+b+c 1 1
M,—|1|=—|a+b+c|=(a+b+c)— =|1].
V3 1 V3 a+b+c V3 1

Ainsi, e1 est un vecteur propre de fu, et donc est un vecteur propre commun a tous les
éléments de &.

Soit x € 9. Alors il existe A € R tel que x = Aey.
Et donc f,,(x) = Afu(er) = Ma+b+cley € D.
Et donc ’ 9 est stable par f,.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Seul le vecteur nul est de
norme nulle.

Mieux : on a prouvé que eq
est un vecteur propre de f,
pour la valeur propre a+b+c.

Montrer que x est vecteur
propre de f si et seulement si
Vect(x) est stable par f.
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Notons que pour tout f € LR, ona(f*) = fcarsiM = Matg (f), alors Matg (f*) = ‘M
et donc Matg ((£*)*) = {(*M) = M.

En particulier, si f,, € &, alors d’aprés les résultats des questions 5 et 6.b 9 est stable par f;;.
Mais alors, par la question 3.b, @+ est stable par (f;;)* = f,.

Puisque 9 est de dimension 1, dim%+ =3 -1 =2.

De plus, (e1, e2) = (e1,e3) = 0, de sorte que e, € D+ et ez € D+,

De plus, e et e3 ne sont pas colinéaires, donc forment une famille libre de 9+, de cardinal
2, et donc une base de 9.

Enfin, il est facile de vérifier que (e2, e3) = 0 et que ||ea|| = ||es|| = 1, et donc (ez, e3) est une
base orthonormée de &+.

Puisque [le]| = 1, e; est une base orthonormée de 9.

Et alors ‘ (e1, e2, e3) est une base orthonormée de R? |, car concaténation d’une base ortho-

normée de 9@ et d’une base orthonormée de @+.

Puisque 9 est stable par f,, fu(e1) € 9. Et donc il existe un réel e tel que f,(e1) = eey.
De méme, par stabilité de 9+ par f,,, fu(e2) € D+ et donc il existe deux réels f et h tels
que fu(ez) = f62 + h6‘3.

Et de méme, il existe g et ¢ tels que f,(e3) = gex + Ces.

Et donc la matrice de f,, dans la base % est

e 0 0
N, = 0 f g
0 h 4

EXERCICE 2

Etude de f.

La fonction (x, t) — t2 est 62 sur [0, +00[x[0, +oo[ car polynomiale.

Par composition avec la fonction u - e* qui est €2 sur R, (x,t) — et est 62 sur
[0, +00[ X0, +oo].

La fonction (x,t) = 1 + xt est polynomiale sur [0, +oo[x[0, +oo[, donc de classe 62, et 2
valeurs dans R*.

Par composition avec la fonction u — u, qui est 62 sur Ri, (x,t) = V1 + xt est 62 sur
[0, +00[X[0, +oo].

Et donc par produit de fonctions 62, ‘ f est 62 sur [0, +00[x[0, +oo]. ‘

Ona

—t2

te
01f(x,t) = ——.
1) 2V1 + xt

En dérivant de nouveau par rapport 2 x, il vient alors

2
t2et

2 —
al,lf(xs t) - _4(1 + xt)3/2 .

1

Pour (x,£) € [0, +olX[0, +eof, ona 1+ xt > 1 et done 757 <1

On en déduit donc que

2
t2et £2

9? ) = ——— <|— -t
| 1,1f(x )| 4(l+xt)3/2 46

. _ 42 . , N
La fonction t +— t%e™"" est continue sur [0, +oo[, et donc le seul éventuel probleme de

convergence de I'intégrale est au voisinage de +co.
De plus, en posant x = t2, on a
-2 z _ . £
% =x"Te™ — 0 par croissances comparees

X—+00

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Un vecteur est dans F+ si et
seulement si il est orthogonal
A tous les éléments d’une base
de F.

Ici, une base de % est formée
du seul vecteur eq, donc

x €Dt & (x,e)=0.

Attention 2 ne pas dire que
la fonction racine carrée est
62 sur R,. Elle y est bien
continue, mais n’est dérivable
que sur R}.

La dérivée de
o 12
Vi
est
11
2 [\ﬁ'
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12
; e dt : A e a > e a >
Puisque — converge, il en est de méme de t%e”" dt et donc de t%e7 1 dt.
1 1 0

12

2 1
de sorte que t%¢™" = o (—)
t—+00

~ .. , . _42 .
De méme, pour x positif fixé, la fonction ¢t = ™" V1 + xt est continue sur [0, +oo[, et au
voisinage de +co, on a

2
1+xt ~ \/;tl/ze ”
t—+o0

.
2 . .
Draprés le critére des équivalents pour les intégrales de fonctions positives!, f e " V1 +xtdt  'lestclair que la fonction
0 intégrée est ici positive.
+00
172t

2
converge car dt converge.

0
On conclut de méme pour la seconde intégrale en remarquant que

te™t 1 2
~ 12t .

2V + xt 1o+® 24/x

Soient (x,y) € [0, +co[X[0, +oo[, avec x < y.
Alors, pour tout ¢ € [0, +oo[, on a

l+xt<l+yt=>Vi+xt<l+yt= e VI + xt < e_t2\/1 + yt.

Et donc par croissance de l'intégrale, il vient

+00 +oo
g(x) = f eV +xtdt < f e 1 +ytdt = g(y).
0 0

On en déduit donc que ‘ g est une fonction croissante sur [0, +oo]. ‘

Pour t > 0 fixé, la fonction x — f(x,t) est de classe 62, et sa dérivée n’est autre que

x - 01 f(x,t).

De méme, sa dérivée seconde est x (912 i (x, t), dont nous avons prouvé a la question 1.c
2

, = _
queelle est bornée par —e*.
D’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 1 appliquée entre x et xp, on a alors

t2

2
2 (X — X 2 . P
If(x,t) = f(x0,t) — (x — x0)01 f(x0, )| < et Q et |x — x0|2. 2Ce qui est légitime car
2 8 l'intégrale du terme de droite
) o ) . L converge d’apres la question
Pour xg et x fixés, en intégrant la relation précédente?, il vient 2.

+00 t2

+00 _ 12 t2 _ 12 +00 N
f [ (xo,£) = F(x,8) = (x0 — x)01 f(x0, £)] dit < f Eebozxl Ly = o= f et dt.
0 , 4 2 8 s J,

Mais par I'inégalité triangulaire, on a

‘g(x) ~ glx0) — (x — x0) fo o0 f(xo. 1) di

= ‘j(; ) (f(x, t) - f(XO, l’) — (x — XO)alf(xo, t)) dt

< f " 1FGe ) = fxo D) - (x = x0)3 flxou )] dt
0

+00 2
X — X 2
<f =%l 212 4
0 8
2 400
X0 — X 2
< uf 27 dt.
8 0

I s’agit de revenir 4 la définition de la dérivabilité : g est dérivable en xo si et seulementsi la
limite du taux d’accroissement existe. Or, en divisant la relation de la question précédente

par |x — xol, il vient, pour x # xo,
Jx — xo| 2

‘g(x) g(xo) f o0 f o ) di| <
HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY
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Cette derniére intégrale est indépendante de x, et donc
+00
o x—x i
lim Qf t?et dr = 0.
X—X) 8 0
Par le théoréme des gendarmes, on en déduit que

g(x) — g(xo) _ f+oo 91 f(xo, 1) dt| =0 & lim M = f+°° 01 f(xo,t)dt.
0 0

X — X0 X—X0 X — X0

lim

X—X0

+00
Ceci prouve donc que | g est dérivable en xj et que g’(x) = f 01 f (x0,t) dt.
0

Ceci étant vrai pour tout x € [0, +oo, g est donc dérivable sur cet intervalle.
Enfin, t = 9, f(xo, t) est une fonction positive sur R, et donc par croissance de I'intégrale,

g'(x0) > 0, ce qui permet de retrouver le fait que

PROBLEME

I. Etude des longueurs des séries
Si la premiére série est de longueur n, alors les n premiers lancers ont donné le méme
résultat, et le (n + 1)*¢ a donné un résultat différent. Donc

[Li=n]=@1 N NPy NFp) UF NN Fy N Ppyy).
Ces deux événements sont incompatibles, de sorte que
PLi=n)=PPNn---NP, ﬂFn+])+P(F1 N---NF,NPpy1).
Par indépendance des lancers, il vient alors
n n
P(Ly = n) = | [ P(B) X P(Fyr) + | | P(F) X P(Pasr) = | p"q + ¢"p.
i=1 i=1

Notons que les séries de terme général p"q et ¢"p sont convergentes car géométriques de
raison dans ]0, 1[. Et donc

+00 +00 +00
DPLi=m)="p"q+ Y q"p
n=1 n=1 n=1
+00 +00
=gy p"+p ) 0"
n=1 n=1
+00 +00
:quiH +qui+1
e .
=gp ) p'+pg ) ¢
i=0 i=0

1 1
:qpn +PQH =P+q=

Ona[L; = n]N[L, = k] si et seulement si les n premiers lancers donnent le méme résultat,
que les k suivants donnent l'autre résultat, et que le (n + k + 1)*™ lancer fournit de nouveau
le méme résultat que les n premiers. Soit

[Li =n]n[la =kl =(P1 0 NPy N Fpe1 NN Fryge N Prygey DUF N -+ - N Fy N Py N

Ces deux événements sont clairement incompatibles, et par indépendance des lancers, il
vient alors

n+k n n+k

o

— & Danger !
Ne pas oublier de préciser
que la série s’arréte, c’est-a-
dire que le (n + 1)*™ lancer
donne un résultat des précé-
dents.
En effet, si 'on oublie ceci,
on considere alors I'évé-
nement [L1 > n]et non
[Ly = n].

i=n-len=i+1.

Le fait que cette somme soit
égale 2 1 signifie que la pro-
babilité que la premiére série
soit infinie (i.e. la probabilité
d’avoir une infinité de lancers
identiques) est nulle.

"mPn+kﬁFn+k+1)~

qg +tq p.

n+l k

P(Ly = nIn[Lz = k) = [ | Px | | PEDXP(Pas)+] | PEIX | | POHXP(Fns1) = | "' ¢
i=1

j=n+1 i=1 Jj=n+1
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En appliquant la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements
{[L1 = n],n € N*}, il vient

+oo +00 +00 +00
PLy=k)= Y P(Li=n]n[la=k)= > (p""q" +q"'p*) = ¢"p? > p' +p¢* > ¢’
n=1 n=1 i=0 i=0
1 1 _ _
:qkp21_ pqul_ = p?qF ! + pt!
q

+00
Sous réserve de convergence, on a E(L,) = Z kP(L, = k).

k=1
Or les séries de terme général kp?q*~! et kg?p*~! sont des séries géométriques dérivées de
raisons respectives g et p, dans ]0, 1], et donc convergentes. On a alors

+00 +00
E(Lz) — Z quPk—1 + Z kPqu—l
k=1 k=1
+00 +00
:qZkak—l +p22qu—l
k=1 k=1

1 1
=q° +p° =1+1=|2.
Tamp TP =g

II. Etude du nombre de séries
En un seul lancer, il y a forcément une seule série. Et donc Ny = 1.

Par conséquent, | E(N;) = 1.

En deux lancers, il y a soit une seule soit deux séries, donc N»(Q) = {1,2}.
De plus, [N2 = 2] = (P; N F2) U (F; N P,). Et par incompatibilité de ces deux événements, il
vient

P(N, = 2) = P(P1 N F) + P(Fy N Py).

Par indépendance des lancers, on en déduit que

1 1 1
P(N> = 2) = P(P1)P(F2) + P(F;)P(P2) = 17173
1
Etdonc P(N; =1)=1-P(N, =2) = 5>
On en déduit E(N)—11+21— &4
e edul que 2) = > > = 2.

Enfin, en trois lancers, on peut avoir une, deux ou trois séries, donc N3(Q) = {1,2,3}.
Ona

P(N3; =1) =P((Fy N F> N F3) U (P; NPy N P3))

De méme, P(N3 =3)=P(P1NF> NP3)U(FiNP,NF3)) =

1
Etdonc P(N3; =2)=1-P(N3 =1)—P(N3 =3) = 5
On en déduit que

1 1 1
E(N3)=Z+2§+3Z :
4

En n lancers, on peut avoir au minimum une série3, et au maximum n séries”.

Donc De plus, on a
o= n={f)o{( 1)

i=1 i=1
Et donc, par incompatibilité de ces deux événements, et par indépendance des lancers,

n

P(N, =1) = P(ﬂpi) +P(ﬁF,~) = ﬁP(Pi) + ﬁP(Fi) = ZL" + Zin = 2,11—1'
i=1 i=1

i=1 i=1
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Le résultat admis, a savoir
que la somme des P(Ly = k)
vaut 1 signifie qu’il existe
presque siirement une troi-
siéme série, c’est-a-dire que
la probabilité d’avoir une
deuxiéme série infinie est
nulle.

Pour |g| < 1,0na

i’o :

kgk! = )
— 2

pe (1-q

Nj est une variable certaine.

Silon a correctement rédigé
le cas de N, et que l'on a
ainsi montré qu’on maitrai-
sait le raisonnement, alors on
peut se permettre quelques
raccourcis sur le cas de Nj,
qui est similaire.

En revanche, si le premier
cas est mal rédigé, et que le
second n’est pas davantage
détaillé, ne comptez pas sur
la bienveillance du correc-
teur....

3 i tous les lancers ont
donné le méme résultat.

45ia chaque lancer on a
obtenu un résultat différent
du précédent.
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De méme, on a, si n est pair

[N.=nl=(PiNnENPsN---NF)UF NP,N---NP,)

1 1 1
et donc P(N,, = n) = 3t 3 =|

On montrerait que le méme résultat est valable pour n impair.

Simulation informatique
L’idée du programme qui suit est de simuler les lancers successifs, et d’utiliser le fait que le
kéme lancer a débuté une nouvelle série si son résultat differe du résultat du lancer précédent.

1 function N = simulation(m)
2 X = zeros(m,1) ;

3 N = zeros(m,1) ;

4 X(1) =floor(2*rand()) ;

5 N(1) = 1;

6 for i =2 :m

7 X(i) = floor(2*rand()) ;
8 if X(i)==X(i-1) then

9

N(i) = N(i-1);
10 else
11 N(i) = N(i-1)+1 ;
12 end
13 end

14 endfunction

On peut alors faire appel 10000 fois 4 cette fonction pour simuler 10000 réalisations de
Xoo et calculer la moyenne de ces 10 000 simulations, qui doit étre une valeur approchée
de E(Xzo).

1 s =0

2 for i=1 :10 000

3 X = simulation(20)
4 s = s+X(20)

5 end

6 disp(s/10000)

Fonction génératrice de N,
Draprés le théoréme de transfert, on a°

E(sN") = Z":P(Nn = k)s* =[Gals) |
k=1

En dérivant la fonction s — G,(s), qui est bien dérivable car polynomiale, on a

Vs € [0,1], G,(s) = Z kP(N, = k)s*™!
k=1

de sorte que G,,(1) = Zn: kP(N, = k) =
k=1

Appliquons la formule des probabilités totales au systeme complet d’événements {P,_1, F,_1} :

P((Nn, = k)N Py) = P(Ny = k)N Py N Pyq) + P(Ny = k) N Py 0 Fpy).

Mais si P, et P,,_1 sont réalisés®, alors Nj, = N,_; : une nouvelle série n’a pas été commencée
au n-éme lancer.

Etdonc [N, =k]NP,_1 NP, =[Ny_1 =k]NPy_y NP,.

De plus, I'événement [N,_1 = k] N P,_1, qui ne dépend que des résultats des n — 1 premiers
lancers, est indépendant de I’événement P,.. Et donc

PUNwc1 = K10 Bt 0P = PNyt = K] 0By )P(Py) = 3PNyt = K10 Py)

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

— Détails
On a choisi ici de prendre
n pair uniquement pour
faciliter Pécriture : dans ce
cas le dernier lancer doit
donner un résultat différent
du premier. Mais le principe
et le calcul sont exactement
les mémes lorsque n est
impair.

Loi de Bernoulli
Notons que 2*rand() permet
de tirer un nombre au ha-
sard dans [0, 2], et donc que
floor(2xrand()) retourne O
ou 1 avec probabilité % pour
chacun.

5 Pas besoin de se soucier
de la convergence : il s’agit
d’une somme finie !

6 Autrement dit si les deux
derniers lancers donnent tous
les deux Pile.
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De méme, si F,_; et P, sont réalisés, alors une nouvelle série a été démarrée lors du néme
lancer, de sorte que [N, = k] N Fy—y N P, = [Ny—y = k — 1] N Fy_y N Py, Et alors, par le
méme argument d’indépendance que précédemment, il vient

PNy = K10 Py 01 Py) = PNyt = k= 110 Ey )P(Py) = 2PNyt = k= 110 Fy).

Par la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements {P,, F, },
ona

P(Np = k) =P((Np = k) N Py) + P(Nn = k) 0 Fp)

=3 P(Nat = K) 0 Pact) + 3PN =k = 1) Fy ) + 3PNt = KD Fact) + 3PNyt = k= 1) A Py

L PNt = ) A Pact) + PNt = ) O Ent)) + 2 (PNt = k= 1) Pat) + P((Npt = k = 1) 0 Fut))

2 2

1 1
—P(N,_1 = —P(Np_y =k —1).
SP(Npot = k) + 2P(Not =k = 1)

Soit s € [0, 1]. Alors, par la question précédente,

n

Gn(s) = ZP(N = k)sk = Z % (P(Ny_i = k — 1) + P(N,, = k))s¥
k=1 k=1

1 1 k S 1 k=1 1 S
=3 ;P(N,H = k)" + 3 ;Pwﬁ = k= 1) = 2Gui(5) + 5Gana(9)

1+
= ) SGn—l(S)'

1
On a Gi(s) = ZP(M =1)s=P(N; = 1)s = s.
k=1
+s

Ainsi, pour s fixé, (G,(s))n>1 est une suite géométrique de raison et de premier terme

Gi(s) = s, de sorte que

n-1 n—1
Vn € N, Gn(s)z(l—;s) Gi(s) = (1+s) s.

D’aprés la question 6.b, on a E(N,,) = G}, (1).
Or, si I'on dérive l'expression obtenue 4 la question précédente, on obtient

, n—1(1+s\"7> 1+s\"!
G, (s) = s+ .

2 (72 2
-1 +1
Etdonc E(N,) = G,(1) = —— +1 = ”2 :

II1. Probabilité d’avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs

La fonction f : x - e est de classe 62 sur R, de dérivée seconde égale 3 ™ > 0. Donc
elle est convexe.

Or on a f’(0) = —1, de sorte que la tangente a sa courbe représentative en x = 0 est la
droite d’équation y = f’(0)x + f(0) = 1 — x.

Mais puisque f est convexe, sa courbe est située au dessus de toutes ses tangentes. En
particulier,

‘VxeR, e_x>1—x.‘

n
Notons que la suite (P(A;));>k est positive, de sorte que (Z P(Ai)) est une suite crois-
i=k n>k
sante. Par le théoréme de la limite monotone, elle converge vers une limite finie, ou diverge

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Formule des probabilités
totales.

— /A Attention !

Ici le premier terme est pour
n=1etnonn=0"!

On prendra donc soin de
décaler les indices en consé-
quence :

o

Up = ulq"_1.
4 e
1-x
2
-1 1 2

FIGURE 1- La fonction e™*

sa tangente en 0.

et
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vers +oo.

Supposons qu’elle converge vers ¢ € R. Alors La suite des sommes partielles

d’une série a termes positifs
est toujours croissante.

i P(A;)) =P(A1) + -+ P(Ar_q) + i P(A;) = P(A) +---+P(Ar_q) + L.
i= i=k

Ceci contredit la divergence de la série Z P(A;), donc nécessairement

i

n
Jim, )P4 = oo

— B &, Danger !
Le complementa1re de AUB
- n est AN B, et non AU B.

— — En termes d’événements : la

OnaC, = = m i 4 négation de «A ou B» est «ni
i=k i=k A ni B ne sont réalisés», et
Et alors, les A; étant indépendants7 non «A n’est pas réalisé ou B
n’est pas réalisé».
n n
P(Cn)=1_P(Cn):1_P( Ai)z l_nP(Ai)' 7 Car les A; le sont.
i=k i=
Ona P(A;) = 1 - P(A;), et donc, d’aprés la question 7, P(A;) < exp(—P(A;)).
Il vient donc 1_[ P(A;) < ]_[ exp(—P(A;)) = exp (— Z P(Ai)) . Et par conséquent
i=k i=k i=k
n n
P(Cy) =1- ]_[ P(A}) > 1 —exp (— Z P(Ai)) :
i=k i=k
D’aprés la question 8.2, on a® lim 1 - exp Z P(A;) 8 Par continuité de la fonc-
n—teo n%“’(’ tion exponentielle.
Drautre part, on a toujours P(C,) < 1, et donc par le théoréme des gendarmes,| lim P(C,) = 1.
n—+co
OnaC, € Cyi1. En effet, si Pun des événements Ay, Ax.1, .. ., A, est réalisé, alors Pun des
événements Ay, Axi1, . . .,Ansq est réalisé, donc C,4q est réalisé.
n

Et alors, pour tout n > k, on a U Ci =C,.
i=k
Par le théoréme de la limite monotone, on a alors

(e = mr(Ue) - im e =1

i=k i=k

+00 n
On a toujours A; C C;, et donc UAi c U C;.

imk i=k
Inversement, supposons que 'un des Cp,, n > k soit réalisé. Notons le Cp,.
Alors Cpy = Ap U+~ UA,,.

+00

Et donc l'un des événements Ay, . .., Ay, est réalisé, de sorte que U A; est réalisé.
i=k
+00 +00 s TEI
Ainsi on a U Cy C U A; et donc’® U Cy = U A;. 9 Par double inclusion.
n=k i=k i

Par la question précédente, ceci prouve donc que

+00

i=k
Soit donc A,, 'événement «on obtient Pile au (2n)®™¢ et au (2n + 1)*™¢ lancers».
Alors on a P(An) = P(Pan N Pans1) = P(P2n)P(P2ns1) = p.
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Ainsi, la série de terme général P(A,) diverge.

+00
D’aprés ce qui précéde, on a donc P UA,- =1, et ce pour tout k.

i=k
+00
Or, 3 k fixé, I’événement | | A; est «obtenir Pile 2 un lancer d’ordre pair ainsi qu’au
q
i=k

lancer suivant aprés le k-eme lancer», qui est inclus'® dans I'événement «obtenir deux Piles

consécutifs aprés le k-éme lancer». Notons Dy ce dernier événement.
+00

Alors P(Dy) » P UAi = 1. Puisque d’autre part on a P(Dy) < 1, on en déduit que
i=k

P(Dy) = 1, et ce pour tout k.

Autrement dit, la probabilité d’avoir deux Piles consécutifs aprés n’importe quel lancer

vaut 1.
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10E¢ hon égal, car il ne
prend pas en compte le fait
d’avoir deux Piles consécutifs
lors d’'un lancer d’ordre
impair et du lancer suivant.
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ECRICOME 2005

Sujet : Diagonalisation d’une matrice symétrique a paramétres Moyen

Abordable en premiére année : X Intérée :

Thémes du programme abordés : diagonalisation, matrices symétriques, fonctions de plusieurs variables
Commentaires : bien que plutdt rébarbatif sur les calculs (et probablement trop long et pénible pour faire un
sujet de concours intéressant), il y a un certain nombre de choses a apprendre ici, sur la diagonalisation dans les
premiéres questions, sur des thémes classiques (quotients de Rayleigh, racines carrées d’une matrice symétrique
positive) dans la question 4.

L’espace R® est muni de son produit scalaire usuel. Trois réels a, b, ¢ étant donnés, on pose :

a c b
M(a,b,c)=|c a+b c
b c a

1. Déterminer trois matrices I, ], K dont les coefficients ne dépendent pas de a, b, ¢ telles que :
M(a,b,c) =al + b] + cK.

Calculer J?,K? et K°. Déterminer une relation entre I, J et K2, ainsi qu’un polynéme annulateur de K.
Quelles sont les valeurs propres possibles de K ?

2. Justifier qu’il existe une matrice P € J3(R) inversible, telle que D = (“P)KP soit une matrice diagonale.
Déterminer P et D vérifiant les conditions précédentes et telles que di1 < dap < d33 (ot d; est le coefficient d’indices
i,j de D).

3. En écrivant M = M(a, b, ¢) en fonction de I, K, K2, déterminer la matrice (‘P)MP.
En déduire les valeurs propres de la matrice M.
Discuter suivant les valeurs de a, b, ¢ le nombre de valeurs propres distinctes de M et préciser dans chaque cas les
sous-espaces propres associés.

4. On suppose dans cette question a = 4,b = 2,c = V2, on note note M = M(4,2, \/E).

’

X X
Onpose X' =|y"|=(P)Xou X =|y|
z' z

a. On définit la fonction £ sur R\ {(0,0,0)} par :

(L X)MX
fle,y,2) = ————
X117

i. Montrer que ||X|* = ||X’||* puis que

4% + 2y’2 + 827
x/2 + y/2 + Z/2

flxy.2) =

ii. Montrer que 2 et 8 sont respectivement les minimum et maximum de f sur R\ {(0,0,0)} et déterminer
les points en lesquels ils sont atteints.

b. On cherche désormais a résoudre ’équation B?> = M d’inconnue B € .#3(R).

i. Soit B une solution de 'équation (sil en existe).
Montrer que B et M commutent.
En déduire que si X appartient au sous-espace propre E; de M attaché a la valeur propre A, alors BX
appartient aussi a E;.
Montrer que les vecteurs propres de M sont également vecteurs propres de B.
Justifier alors que A = (P)BP est une matrice diagonale.

ii. Résoudre ’équation A% = ("P)MP d’inconnue A et donner le nombre de solutions de 'équation B> = M.
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Sujet : Etude d’une suite récurrente. Moyen

Abordable en premiére année : v Intérée :
Theémes du programme abordés : suites numériques

Informatique : les questions de Turbo Pascal du sujet original ont été traduites en questions de Scilab.
Commentaires : trés bien pour s’entrainer 2 la manipulation de suites

On défnit une suite réelle (u,)nen par :
up > 0et,pourn > 1, u, = Vn+up1.

1. Montrer que pour tout entier n, u, > Vn.

2. a. Montrer que :

1
Vx e Ry, Vx < 5(1 + x).

, . . Uuo . . Un—1
b. En déduire que pour tout entier n, u, < n+ >0 puis que la suite (n—z) converge vers 0.
n n>1

c. Montrer que la suite (—") converge vers 0, puis en remarquant que, pour tout entier n non nul,
n /nx1
u
<—=<
\n
3. On pose wy, = u, — Vn. A l'aide d’'un développement limité en 0 de V1 + x, montrer que la suite (u,),en admet une
limite L que l'on précisera.
4. Calculer

Un—1

1 1+ , en déduire un équivalent de u, en+co.

lim (\/_—Vn—l) puis lirP (tp — tp_1).

n—+oo

. g . . . 1
Justifier alors qu’il existe un entier naturel Ny tel que pour tout entier n, si n > Ny alors u, > up—1 — 5

Montrer que up+1 — uy, est du signe de 1 + uy, — un—1, puis que la suite (u,) est croissante a partir d’un certain rang.

5. Ecrire en Scilab une fonction suite qui calcule le terme d’indice n de la suite lorsque ug = 1.

Sujet : Loi de Student, loi de Cauchy et lois normales.

Abordable en premiére année : X Intérét :

Theémes du programme abordés : intégrales impropres, variables aléatoires a densité, produit de convolution.
Informatique : les questions de Turbo Pascal du sujet original ont été traduites en questions de Scilab.

La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Commentaires : nombreuses subtilités sur les variables  densité au début de la partie IV, mais le reste est plutot
classique, abordable, et le résultat final est trés joli et présente une belle utilisation de la convolution.

Partie I : Un calcul d’intégrales
1. Déterminer pour quelles valeurs du réel a I'intégrale J, converge, ou

J _f+oo dt
T Jo QA+

2. ATaide d’une intégration par parties, montrer que pour tout réel a supérieur ou égala 1, on a

oo £2 1
f LS T,
o (1 +¢t2)et! 207"

En déduire que pour tout réel a supérieur ou égal 2 1, on a

I _2a—1]
a+l — 2a a-

3. Calculer Ji. Pour n entier supérieur ou égal 2 1, calculer J,.
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Partie IT : Loi de Student 2 n degrés de liberté
Pour n € N*, on définit sur R la fonction g,, par

2\
VteR, gn(t)= (1 + —)
n

4. Justifier que pour tout n € N*, il existe un réel k, tel que la fonction f, = égn soit une densité de probabilité.
Exprimer k, 2 l'aide de J 231 (on pourra a cet effet utiliser le changement de variable y = \/Lﬁ)
5. Soient (Q, ¢/, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur (Q, ¢/, P), de densité f,,. On dit alors
que X suit une loi de Student 4 n degrés de liberté.
a. Montrer que X admet une espérance si et seulement si n > 1, et la calculer.
b. Montrer que X admet une variance si et seulement si n > 2. Exprimer alors V(X) en fonction de k,, n et J nt,

puis vérifier que
n

n—-2"
Lorsque n = 1, la loi de Student a 1 degré de liberté s'appelle loi de Cauchy, et une densité sur R est alors

V(X) =

1 1
fitte —

rl+12

Partie III : Simulation d’une loi
Dans le plan rapporté a un repére orthonormal direct (O, i.j), un rayon lumineux part de l'origine O et frappe un écran

représenté par la droite d’équation x = 1 et un point M. On suppose que ©, mesure de 'angle (i, OM) est une variable
aléatoire de loi uniforme sur |-%, Z|.
6. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire Y = tan ©. En déduire que Y est une variable 2 densité,
dont on précisera une densité. Reconnaitre la loi de Y.

7. On consideére la fonction Scilab suivante :

1 function y=simul()

2 u = rand()

3 y = sin(%pi*u - %pi/2)/cos(%pi*u - %pi/2)
4 endfunction

Quelle est la loi simulée par cette fonction ? Expliquer votre démarche.

Partie IV : Obtention d’une loi de Cauchy 2 partir de lois normales
On considére un espace probabilisé (Q, «, P).
8. Soit Y une variable aléatoire définie sur (Q, «/, P), de fonction de répartition F. On notera G la fonction de répartition
de la variable aléatoire |Y].
a. On suppose dans cette question que Y est une variable aléatoire de densité f, continue sur R.

Exprimer une densité de —Y 2 I'aide de f, et montrer que Y et =Y ont méme loi (c’est-a-dire méme fonction
de répartition) si et seulement si f est paire.
On suppose cette condition vérifiée. Exprimer G a l'aide de F, et montrer que |Y| est une variable aléatoire 2
densité. Exprimer une densité g de |Y| en fonction de f.

b. Inversement, on suppose dans cette question que |Y| est une variable aléatoire de densité g et que Y et —Y ont
méme loi.
Montrer que pour tout réel x, P(Y = x) = 0, puis exprimer F(x) en fonction de F(—x).
Exprimer F(x) en fonction de G et de x (on pourra distinguer deux cas : x < 0 et x > 0).
En déduire que Y est une variable 2 densité, et exprimer une densité f de Y en fonction de g.

2t

9. Soit ¢ un réel strictement positif. A I'aide du changement de variable u = e*/, montrer que I'intégrale

o 2t
_ce
f e>te™ T dt converge et la calculer.

0o

10. Soient X et X’ deux variables aléatoires définies sur (Q, «/, P), indépendantes, 2 valeurs dans R*, de méme densité
¢ définie par

x2

1
V¥x € R, ¢(x) = \/?e_T.
7

a. Montrer que la variable aléatoire Z = In|X]| est une variable aléatoire 4 densité, et en déterminer une densité.
Quelle est la densité de la variable aléatoire —Z ?
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. . . X .
b. Montrer qu'une densité h de la variable aléatoire In |)?' est donnée par

ex

2
v R, A(x) = ——.
x € (<) e +1

, . ., . , .1 X . . . X
c. Déterminer une densité de la variable aléatoire )?|, puis reconnaitre la loi de i
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ECRICOME 2005 : CORRIGE

EXERCICE 1

1 0 0 0 0 1 0 1
PosonsI=|0 1 0],J=[(0 1 O]lecK=[1 0 1| Alors

0 0 1 1 0 0 0
a 0 0 0O 0 b 0 a c b
al+bJ+cK=|0 a O]+[{0 b Of+]|c cl=|c a+b c|=M(ab,c).
0 0 a 0 0 b 0 0 b c a
1 0 0 1 0 1 0 2 0
Onaalors J2=|0 1 0|=LK?*=|0 2 0OletK®*=(2 0 2]
0 0 1 1 0 1 0 2 0
En particulier, notons que K? =I+]|et K3 = 2K.

On en déduit que K* — 2K = 0, et donc | X> — 2X est un polynéme annulateur de K.

[«

[EN
=

o O o
(e}

— /\ Attention !

11 faut toujours bien lire le su-

Les valeurs propres possibles de K sont alors les racines de X° —2X = X(X? - 2), c’est-a-dire jet : certains demandent

_ P telle que P71 AP soit
0.V2 et —V2. diagonale (soit encore
K est une matrice symétrique réelle, donc elle est diagonalisable en base orthonormée : il A = PDP™'), dautres de-
existe D diagonale et P orthogonale telles que K = PDP~! = PD'P & D = 'PKP. Pour ( mandent P telle que PAP™!

, . . , . : —_ p-1
déterminer P et D, il nous faut donc les valeurs propres de K et une base orthonormée de soit diagonale (A = P~'DP).
11 faut alors étre capable de
vecteurs propres.

r la dernic 1 d identi lingai 11 e décider si c’est P ou P! qui
La premiére et la derniére colonne de K sont identiques, et non colinéaires 2 la troisiéme est la matrice de passage de la
donc K est de rang 2, de sorte que 0 est valeur propre de K, avec un sous-espace propre de base canonique 2 une base de
dimension 1. vecteurs propres de A.
Par conséquent, K posséde au moins une autre valeur propre, qui est donc soit \/z, soit
V2.
Puisque K est diagonalisable, sa trace est la somme de ses valeurs propres, comptées avec
multiplicité.
Si K ne possédait qu'une seule valeur propre non nulle, la dimension du sous-espace propre

associé serait 2, et donc on aurait tr(K) = +2V2, contredisant le fait que K est de trace
nulle.
Ainsi, V2 et —V2 sont toutes deux valeurs propres de K. Par conséquent,

Spec(K) = {0, V2, —\/§} et les trois sous-espaces propres sont de dimension 1.

On aurait bien évidem-
x ment pu calculer les rangs

On a alors (y) € Eo(K) si et seulement si de K — V2I et K + V2I afin

z de constater qu'aucune de
ces matrices n’est inversible.
Mais il faut étre certain de

0 1 0\/x y=0 y=0 x 1 bien manipuler les racines
1 0 1 y =0e<{x+2z=0 = B <y € Vect| 0 |. carrées !
0 1 0/\z y=0 ==z z -1
x
De méme, |y | € E5(K) si et seulement si
z

0 1 0\/x x y=V2x =2 =2 x 1
((1) (1) é)(y)z\/i(y)@ x+z=V2y (:){Zx:\/zy (:){y:\/zx @(y)eVect\/lE.

z z y = V22 z
x
Enfin, | y | € E_;5(K) si et seulement si
z

0 1 0)\/x x y=-Vax =2 =2z x 1
1 0 1 y:—\/zy(:» x+z=—\/§y @{ N @{ N © [y | e Vect -V2|.
o 1 ol\z 2 y= V32 2x = -V2y y=-V2x 1
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Notons que nous n’avons pas encore terminé : nous voulons P orthogonale, et donc il
ne suffit pas d’avoir une base de vecteurs propres, mais il faut une base orthonormée de
vecteurs propres.

Les sous-espaces propres étant deux  deux orthogonaux, et tous de dimension 1, il sufht
donc de diviser chacun des vecteurs obtenus ci-dessus par leur norme.

Le premier est de norme V2, les deux autres sont de norme 2.
Ainsi, on a K = PD'P ol

-V2
0
0

0 1/2 N2 1)2
0l.P=[-v272 0 22|
V2 12 -1/N2 1/2

D=

S O O

Puisque J = K2 -1, on a donc
M =al +b(K> = 1)+ cK = (a — b)] + bK* + cK.
Et puisque "PKP = D, alors

D? = (‘PKP)’ = 'PK P'P KP ='PK?P.
——
=1

On en déduit donc que

‘PMP =P ((a—b)I + bK> + cK) P = (a — b)' PIP + b'PK>P + ¢' PKP

a-b+2b—V2¢c 0 0
=(a-b)+bD*>+cD= 0 (a—b) 0 )
0 0 (a—-b)+2b+V2

Par conséquent!, on a
Spec(M) ={a+b - V2c,a—b,a+b+ \/Ec}.

Il serait tentant d’en déduire que M posséde trois valeurs propres, mais il est encore possible
que deux d’entre elles (voire les trois) soient égales.

e Sic=0etb = 0. Alors M ne posseéde qu'une seule valeur propre a, et étant diagonalisable,
on a Ea(M) = ./%3’1(R).

eSic=0etb # 0, alors M posséde deux valeurs propres qui sont a + b et a — b, avec
dimE,4p = 2 et donc dim E,_p(M) = 1.

Plus précisément, remarquons que la matrice P est telle que P~' MP soit diagonale : ses
colonnes sont des vecteurs propres de M.

Autrement dit, en notant X1, X», X3 les trois colonnes de P, qui sont donc la base de vecteurs
propres de K obtenue a la question 2, on a

Eq+p(M) = Vect(X1, X3), Eq-p(M) = Vect(Xz).

e Sic=1V2bb#0.

Alors a+b—+V2c = a+b—2b = a-b. Et donc M ne possede que deux valeurs propres
distinctes :a—beta+b+ V2 =a+ 3b.

On a alors E,_,(M) = Vect(X1, X5) et Eq,35(M) = Vect(X3).

e Sic=-V2b,b # 0. Alors M ne posséde que deux valeurs propres qui sont a — b et
a+b—\2c=a+3b, avec cette fois E,_p(M) = Vect(X2, X3) et Eqssp(M) = Vect(X).

e Sic ¢ {0,—V2b,V2b}. Alors M posséde trois valeurs propres, et on a

1 Nous venons de trouver
une matrice diagonale sem-
blable & M, ses coefficients
diagonaux sont donc les
valeurs propres de M.

Ce n’est jamais dit trés ex-
plicitement en cours, mais
c’est bon 4 savoir : P~1AP
est diagonale si et seulement
si les colonnes de P sont des
vecteurs propres de A.
Essayez de raisonner en
termes de changement

de base pour vous en
convaincre.

C’est d’ailleurs exactement ce
qu’on a utilisé pour trouver la
matrice P de la question 2.

Eyp (M) = E_5(M) = Vect(X1), Eq_p(M) = Eo(M) = Vect(Xa), E, ., y5.(M) = E5(M) = Vect(X)).

Par définition,

IX'|2 = 'X'X" = {("PX)'PX = X _P'P X = 'XX = | |X]].
——
I

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

4.a.ii.

4.b.i.

228

ECRICOME 2005

4 0 O
D’aprés la question précédente®, ona 'PMP =[0 2 0]. Etalors
0O 0 8
4 0 O 4 0 O
'XMX ='XP[0 2 0]'PX='X'|0 2 0|X’
0O 0 8 0O 0 8
4 0 O0\/x 4x’
=(x" y )0 2 O||ly|=(" vy Z)[2y|=4x"+2y? + 82"
0 0 8/\z 8z’

Drautre part, ||X’|* = x"? + y* + 2’* et donc

IXMX | 4x"? + 2y + 8272
”X/“Z - X2 + y/2 + 272

fxy,2) =

Il est évident que 2(x"* + y? + z’?) < 4x"> + 2y’* + 82’% < 8(x% + y’> + z'%), et donc, aprés
division par x” + y? + 2”2 > 0,

2< f(x,y,2) < 8.
5 7”2 7”2 72\ 7”2 7”2 2 1 :
Drautre part, on a 2(x"* + y'* + z’%) = 4x’* + 2y’ + 82 si et seulement si

2x2+ 627 =0 x" =2 =0.

x’ 0
Et donc f(x,y,z) = 2 si et seulement si (y') = (y’).

z/ 0

x 0 1
Soit si et seulementsi [y |=P[y’|=y’[ O |
z 0 -1

De méme, on prouve que f(x,y,z) = 8 siet seulement si

x 0 1/2
x'=y'=0<:)x'=y'=04:>(y)=P( O):z' 1/V2].

z z’ 1
Remarque : la fonction f que nous venons d’étudier est appelée quotient de Rayleigh, et c’est un
exercice assez classique de TD.
Le résultat généralement prouvé, est que, si M est une matrice symétrique, si q : X — 'XMX est
la_forme quadratique associée, alors R™ \ {0}, le maximum (resp. le minimum) de q est égal d la
plus grande (resp. la plus petite) valeur propre de M, et ce maximum (resp. minimumy) est atteint
uniquement en les vecteurs propres de M associés a la plus grande (resp. petite) valeur propre.

Si B est solution, alors BM = BB? = B’ = B?B = MB. Donc | B et M commutent. |

Par conséquent, si X € E;(M), alors MX = AX et donc

MBX = BMX = BAX = ABX
de sorte que | BX € Ex(M).

Mais puisque M posséde trois valeurs propres distinctes, ses sous-espaces propres sont de
dimension 1. Et donc si X est un vecteur propre de M associé a la valeur propre A, alors
E; (M) = Vect(X).

Par conséquent, BX € Vect(X), de sorte qu’il existe y € R tel que BX = pX.

Et puisque3 X #0, ‘X est donc un vecteur propre de B. ‘

Nous savons que P est la matrice de passage de la base canonique de /3 1(R) 4 une base %8
formée de vecteurs propres de M.

Mais alors %8 est également une base formée de vecteurs propres de B.

Notons également que si on note fz : Mn1(R) — M, 1(R) application définie par
f8(X) = BX, alors B = Matg__ (f5).

Et alors, par la formule de changement de base,

A="'PBP =P 'BP =Py 5. Matgy, . (fs)Ps.., 2 = Maty(fs).

Mais %8 étant formée de vecteurs propres de B, | A est diagonale.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

20nac¢ {0, +V2b}.

3 Cest un vecteur propre de
M.

La matrice d’'un endomor-
phisme dans une base est
diagonale si et seulement si
il s’agit d’une base formée de
vecteurs propres.
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I s’agit donc de résoudre A? = D.

At 0 O
Sionnote A=[{0 A, 0|, onadonc
0 0 A;

A2 0 0 400
A=De|0 A2 0|=|0 2 0
0 0 23 \0 0 8

Il'y a donc 2° = 8 solutions, correspondant a 1) = +2, 1> = +V2 et A3 = +2V2.

Et grice A ce que nous avons dit précédemment, B vérifie B> = M si et seulement si ' PBP
est 'une des 8 matrices diagonales que nous venons d’obtenir.

Et donc les solutions de B2 = M sont les

Notons que nous obtenons bien ainsi 8 matrices distinctes, puisqu’elles ont des valeurs
propres différentes.

Donc | I’équation B*> = M posséde exactement 8 solutions.

EXERCICE 2
Montrons par récurrence que pour tout n € N, u, > 0.
Pour n = 0, c’est I'hypothése faite pour .

Supposons que u, > 0. Alors uys1 = Vn+ 1+ u, > 0.
Par le principe de récurrence, on a donc u, > 0, pour tout n € N.

En particulier, pour tout n > 1, n + u,_1 > n et donc*, u, = Vo +u,_1 > V. *Par croissance de la fonc-
De plus, il est évident que uy > 0 = V0. tion £+ V.
Ainsi, | pour tout n € N, u, > v/n.
Soit x € R,. Alors
2 1
1-Vx)» >0 1-2Vx+x>0e|Vx < 5(1+x).
M . uo
ontrons par récurrence que pour tout n, u, < n+ >
uo s L2
Pourn=0,onauy =0+ ok donc la propriété est vérifie.
uo
Supposons donc que u, < n+ > Alors
! Coest le résultat de 2
Upe1 =Vn+1+u, < =(n+1+uy,) est le résultat de 2.a.
2
! 4o Hypothese de ré
< —In+ 1 +n+ — ypOf ese de recurrence.
n
2n+1 Uuop
< b
2 2n+1
uo
<n+l1+—.
2n+1
Z00]

Ainsi, la propriété est vrai au rang n+1, et donc par le principe de récurrence, | pour tout n € N, u, < n+ —.

En particulier, pour n > 1, il vient

uog
Upoy n-1+ 1 _n-—1 Uo
0< 5 S 5 S——+ TS
n n n 2n=1p
. n-1 n uo
Mais ~ —= — OJet—— — 0.
n2 n-o+o n2 no+oo 2n—1p2 nosieo
SRS . Un—1

Par le théoréme des gendarmes, on a donc | lim —— = 0.

n—oo n
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Ona, pourn > 1,

U, Yn+up— 1 up

R T EE )
n n n n n—-+oo
u
D’aprés la question 1, on a —" >1
Drautre part, on a \ /1 +
. Up—1 u 1
Mais 0 € =—— < ==
n n-—1 n—>+<>0
‘1. Up—1
On en déduit que /1 + —— — 1.
n n—o+o
Un
Et donc par le théoréme des gendarmes, lim — =1, de sorte que |u, ~ +n.
n—+o00 \/ﬁ n—+oo

Up—1 Up—1
Onawnzx/ﬁ(‘/1+ 1 —1),avec"— — 0.
n n n—+oo

Drautre part, nous savons que

V1+x=1+§+ oo(x)etdonc\/1+x—1 ~ X
x—

x—0
Ainsi,
Up—1 _ Up_q Up_1 Vn—1 1
wn, ~ n = ~ ~ — .
n—+oco 2n 2\/ﬁ n—+oco 2\/HT1 n—-+co 2\/n__1 n—+oo 2
. 1
Et donc| lim w, = =.
n—+o0o 2
Ona
/ 1
Vn—vVn-1=+vn[1-4/1--=].
n
Mais® 5 A Iaide du méme déve-
1 1 1 1 loppement limité qu’a la
I—4/1- P 1- on + nico Y | N question précédente.
n 1
Et donc \/_ -Vn-1 ~ £ =— — 0. C’est la définition de la
n—teo 2n 2\/5 n—teo convergence d’une suite :
On a alors si (un) tend vers 0, alors pour
tout ¢ > 0, il existe un rang
n— Un-1 = Wp +\/__Wn—1 -Vn—-1=(wy _Wn—1)+‘/__ Vn—-1 — 0. ng tel que pour n > ng,
n—+0co 0 tel que p 0
— %—%:0 "jmo lun| < e

1 Ici on a choisi de prendre
En particulier, il existe un entier Ny € N tel que pour n > Np, [up, — up—1| < <5 e=1.
Et alors, pour n > Np,
Up — U > —1 S|\up 2 u = 1
n n-1# 2 n Z Un-1 2-
— Astuce

Ona,pourn > 1
» P Z 5 On a multiplié en haut et

i+l +u,—Va+u, ;rllélias par la quantité conju-
(m — m)( n+1l+u, +\n+ un—l) L’intérét est que les racines

= {( disparaissent au numérateur.

Un+1 — Un

Vn+1T+u, +Vn+u,— Certes, elles apparaissent au
n+1l+u,—(n+uyq) d'énominateug rr,lais avec un
= signe +, ce qui n’est plus un
Vn+1+u, +Vn+u,— probléme pour étudier le
14w, —uy signe.

w/n+1+u,,+\/n+u,,_1'

Puisque le dénominateur est clairement positif,

Un+1 — Up est du signe de 1 + u, — up—1.

Maispour n > No, 1 +up —up1 21— = 2 0.

N —

>
Et donc upy > u

Donc ‘ la suite (u,,),,; N, €st croissante. ‘
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Il suffit dutiliser une boucle pour calculer successivement tous les termes de la suite.

1 function u = suite(n)
2 u =
3 for i=1 :n
4 u=sqgrt(i+u)
5 end
6 endfunction
PROBLEME

Partie I : Un calcul d’intégrales

La fonction t — — est continue et positive sur R,.

1
(1+y?)
1

Au voisinage de 400, ———— ~ —,
g (1 + t2)a t2a

()
Or, f e dt converge si et seulementsi2a > 1 © a > %
1

. ) 1
Donc | J, converge si et seulement si o > >

Soit A > 0. Procédons a une intégration par parties sur le segment [0, A], en posant

u(t) =1, U(t) = —%m

avec u’'(t) = letd'(t) =

, qui sont deux fonctions de classe 6! sur le segment [0, A],

W. H vient donC

fAﬂ_ Lt A+fALL__LL+LfAL
o (1+t)ett | 201+ |, Jy 2a(1+12)a  2a(1+A2)* 2aJy (1+t2)

A
Mais lim ————
A—+oo (1 + AZ)a

e t2 1 (Y dt 1
———dt = — — = —Js.
0 (1 + t2)a+1 2a 0 (1 + tZ)a 2a

Jout = f*"" dt B f*"" 1+2 t? it
atl = 0 (1 + t2)a+! - 0 (1 + 2)a+l (1 4 2)a+!

B —medt— 1 |21
= Ja o =Ja =5 Ja = Ja-

1+ t2)a+l 2a

=0, et donc

Notons que

Soit A > 0. Alors

A dt T
j(; o2 - [Arctan(l‘)]g1 = Arctan(A) Pt

0o 27
e dr T
]1:f —2:—'
0 1+t 2

En utilisant la formule prouvée 2 la question précédente, il vient alors

de sorte que

o

1n

1 2n-3)2n-5)---1
LI @n-3)2n-5)--1 r

v
x22 T 2n=2)2n—4)---4x22"

~

Mais
(2n-3)2n-5)---1 _ (2n-2)2n—-4)---4x2 (2n-3)2n-5)---1
Cn-2)2n—4)---4x2 (2n-2)2n-4)---4x2(2n-2)2n—4)---4x2
3 (2n—2)!
C(2n=2)x(2n—4) x4 x 2)?

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

— Mdéthode

Commencer par étudier le
domaine de continuité nous
permet de voir quels sont les
points qui nécessiteront une
étude de convergence.

Ici la fonction est continue
en 0, donc l'intégrale au
voisinage de 0 converge : la
seule étude nécessaire est au
voisinage de +co.

V'

— Mdéthode

Lexpression du numérateur
nous fait penser 3 (2n — 3)!,
mais il manque les termes
pairs (de 22 2n - 2).

Pour les faire apparaitre, il
suffit de multiplier numéra-
teur et dénominateur par ces
termes.
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3 (2n - 2)!

T2 =1)x2(n-2) x (2 x2) x 2)2
(2n -2)!

@n1(n-1))*

On en déduit alors que

Cn-2)! =&

In= g e 2

Remarque : si cela vous fait penser 4 un résultat déja vu sur les intégrales de Wallis

/2
d’ordre pair Wa, = f cos>™(x) dx, c’est normal®.
0

En effet, on pourrait montrer par le changement de variable ¢ = tan x que Ws, = J,—1.

Partie II : Loi de Student 2 n degrés de liberté

La loi de Student a été découverte par un statisticien anglais du nom de William Gosset”. Il
travaillait & Dublin pour le compte des brasseries Guinness, oii son rle était d’étudier l’inﬂuence des
différentes variétés d’orge et de houblon sur le goiit de la biére, le but étant de réduire au minimum
cette influence afin de stabiliser la qualité du produit. Voici donc une application trés concréte du
bon usage des statistiques...

La fonction g, est positive et continue sur R.
De plus, elle est paire, et au voisinage de +c0, on a

1 n's
gn(t) t—:l—oo (tz) ”;'1 - pn+l ’

n

+00
Puisque I'intégrale f
1

+00
[ s
0
+00

Mais alors par parité de gy, f gn(t) dt converge.

—00

+00
T converge, il en est de méme de f gn(t)dt et donc de
1

+00 +00

Pour que f, soit une densité, il faut que f
—c0 —00

ky, est non nul, car la fonction g, est strictement positive sur R., et donc k,, > 0.

. 1 . .. .
Alors, la fonction k—gn est continue, positive et son 1ntegrale sur R converge et vaut 1.
n

fn = 7-n est donc bien ‘ une densité de probabilité. ‘

;1 . t
Pour calculer k,, réalisons le changement de variable® y = —. On a alors

N
+oo 1 +00 1

kn=j:oo —(1 tz%ﬂdt=2j; —tZ"T”dt
) (1+5)

+0o0 1
=2\/ﬁf —dy =|2VnJu.
o (1+yd)7 2

+00

5.a. X admet une espérance si et seulement si f t fu(t) dt converge absolument.

—00

Mais la fonction ¢ +— tf,(t) est continue et impaire sur R, donc il sufht d’étudier la

+0o
convergence de f tfa(t)dt.
0

Pour t au voisinage de +o0, 0n a

1 ¢ 1 "%

to+o0 kp, A G k, t"

tfa(t)

+00
On reconnait alors une intégrale de Riemann, de la forme f e qui converge si et
1

seulement si n > 1.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

1
k—gn(t) dt = 1,etdonc que k,, = f gn(t) dt.
n

6 Bt méme bon signe si vous
les avez reconnues !

7Student étant le pseudo-
nyme sous lequel il a publié
la plupart de ses articles.

Pour toute fonction f po-
sitive et d’intégrale conver-
gente sur R, il existe une
unique constante k telle que
kf soit une densité, et cette
constante est linverse de

f(t)dt.

—00

8 Affine !

-2 -1 1

FiGURE 1- La densité f;,.
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+0o
Donc f tfa(t) dt converge ‘ si et seulementsin > 1. ‘
0

Mais alors, par imparité de ¢ — tf,(¢), on a alors

E(X) = f_m tfn(t)dt = 0.

00

X admet une variance si et seulement si X admet un moment d’ordre 2, c’est-a-dire si et

+00
seulement si f 2 fu(t)dt convergeg.

—0

La fonction t + 2 f,,(t) est continue et positive sur R, et pour ¢ au voisinage de +oo, on a

n+l
2

1

pn+l t—:;—oo kn n—2"

n+l
n?2 n

1
2 ~ 2_
t fn(t) t—+00 t kn

+00 1
Mais f proee dt est une intégrale de Riemann qui converge si et seulement si n > 2, et
1

+o00

donc £ f,(t)dt converge ‘ si et seulement si n > 2.

0
On a alors, par la formule de Huygens,

© q t2 2 +oo t2
dt = f ————dt.
2VnJug Jo (g4 2"

V(X) = E(X?) - E(X)? = E(X?) =

n+l

ok (g 2y

t
Comme précédemment, procédons au changement de variable y = T
n
n\/ﬁ +00 y2
N B Y
zpJoo (1+y%)
nyn 1
VnJun 225 - 1)
B 1 n
" Jann—1
2

V(X) =

Jagta

Jozt

2)("771 n
2x2l—1n-1
n
n—2"

Partie III : Simulation d’une loi

Commengons par expliquer la situation sur un dessin : 'angle
2= .. T T .,
(i, OM) est choisi au hasard entre 53 et M est situé sur la

droite x = 1.
Si N est le point de coordonnée (1,0), nous savons alors que
MN = tan ©.

Par imparité de I'intégrande,

+c0
on a donc f tfn(t)dt qui

™
converge si et seulement si

n>1.

9 Absolument, mais il s'agit
d’une fonction positive, donc
la convergence est équi-
valente 2 la convergence
absolue.

Par parité de I'intégrande, on
+

a donc f 2 fu(t) dt qui

{os]
converge si et seulement si

n> 2.

Clest le résultat de la ques-
tion 2 avec

n+1 n-1
1=
2 2

Cest encore la question 2,

Jo _ 20

Jart1 21"

Et si vous ne le savez pas, revenez a la bonne vieille trigonomé-
trie de college : dans un triangle rectangle, la tangente d’'un
angle est égale au c6té opposé sur le c6té adjacent. Or ici, nous
connaissons la longueur de chacun de ces c6tés en fonction de
0!

Puisque © est 4 valeurs dans |-%, Z[, Y = tan © est 4 valeurs dans R.
Et par croissance de la fonction Arctan, on a

V¥x € R, Fy(x) = P(Y < x) = P(tan © < x) = P(® < Arctan(x)) = Fg(Arctan(x)).

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

z| euwr =

]
Il
—

Ne pas oublier de mention-
ner la croissance de la fonc-
tion Arctan : c’est ce qui
justifie qu’on préserve le sens
des inégalités.
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Or, © suit une loi uniforme sur ]—%, %[, de sorte que
t+ % t 1 T
Fol(t =—2=_+_ it ]__,_[_ [ A
S AR :
, . b P
Or, pour tout x réel, on a bien -5 < Arctan(x) < 5 Donc
1 1
V¥x € R, Fy(x) = —Arctan(x) + —.
T 2 —___ ,_%ﬂ ,,,,,,,,,
Donc la fonction de répartition de Y est de classe ¢! sur R, avec FIGURE 2~

1 1

BG) = e

Par conséquent!’, Y admet une densité, et I'une de ses densités est F},. Nous reconnaissons

alors la densité d’une | loi de Cauchy.

Puisque u suit une loi uniforme sur [0, 1], %pi*u - %pi/2 suit une loi uniforme sur ]—%, %[,

et donc d’apres la question qui précede sa tangente!! suit une |loi de Cauchy.

Donc la fonction Scilab proposée simule une variable aléatoire suivant une loi de Cauchy.

Partie IV : Obtention d’une loi de Cauchy 2 partir de lois normales

Par transformation affine, une densité de —Y est x > f(—x).

Ainsi, si f est paire, une densité de —Y est x = f(—x) = f(x).

Donc f est a la fois une densité de Y et de —Y, donc ces deux variables ont méme loi.

Au contraire, supposons que Y et —Y suivent la méme loi, et donc que leur fonctions de
répartition sont égales.

f étant continue, Fy est de classe ‘61, et a pour dérivée f. En effet,

x 0 x
VxeR,Fy(x)zf_ f(t)dt:f_ f(t)dt+j(; f(t)dt
N

=cste

et donc par continuité de f, Fy(x) = f(x).

De méme, une densité de —Y est x — f(—x) qui est continue, et donc F_y est de classe ‘61,
avec F/ ,(x) = f(-x). ‘

Enfin, Fy et F_y étant égales, elles ont méme dérivée, et donc

Vx € R, f(x) = f(—x).

Ainsi, la fonction f est paire.

Nous avons donc bien prouvé que | Y et =Y ont méme loi si et seulement si f est paire.

Soit x € R. Si x < 0, alors il est clair'? que P(|Y] < x) = 0.
En revanche, si x > 0, alors

Gx)=P(Y|<x)=P(-x <Y <x)=P(Y < x) - P(Y < —x).
Mais puisque la loi de Y et la loi de —Y sont les mémes,
P(Y<-x)=P(-Y<-x)=P(Y >x)=1-P(Y < x).
Etdonc P(|Y| < x) =P(Y < x) - (1 = P(Y < x)) = 2P(Y < x) — 1 = 2F(x) — 1. Ainsi,

Glx) = six <0

2F(x)—1 six =0

La fonction G est donc continue sur R, car F l'est, continue sur R* car constante, et elle
est continue en O car

G(0) = 0= lim Gx).

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

-% < Arctan(x) < 7.

10 Puisque Fy est @1 sur
R, elle y est en particulier
continue.

" Qui rappelons le est égale
au sinus divisé par le cosinus.

Rappelons que la loi est ca-
ractérisée par la fonction de
répartition, mais puisque la
densité détermine de maniére
unique la fonction de réparti-
tion, deux variables de méme
densité ont nécessairement
méme loi.

Notons que I’hypothése
de continuité de f est ici
indispensable.

12 Une valeur absolue est
positive.

Lorsqu’on dit que G est
continue sur Ry = [0, +oo[
cela signifie en particulier
qu’elle est continue 2 droite
en 0.

Mais pas nécessairement
qu’elle est continue en 0, la
continuité 3 gauche devant
encore étre vérifiée.
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De plus, F est 6! sur R car fonction de répartition d’une variable 2 densité, donc G est ¢!
sur R% et elle I’est évidemment sur R*.

Ainsi, G est continue sur R et 6! sauf peut-étre en 0, et donc | |Y| est une variable 2 densité.

En particulier, G est dérivable sur R* de dérivée égale 2

G'(x) = 0 six <0
= 2f(x) six>0"

Puisque toute fonction coincidant avec G’ 13 ot1 celle-ci est définie est une densité de Y],
on peut par exemple prendre pour densité de Y la fonction

six <0

0
X
{Zf(x)

Puisque |Y] est a densité, pour tout x € Ry, on a P(|Y| = x) = 0.

Or, on a également P(|Y| = x) = P([Y = x] U[Y = —x]).

Six =0,alors [Y = x] = [Y = —x] et donc P(Y = 0) = P(JY| = 0) = O car |Y] est A densité.
Six > 0, alors [Y = x] et [Y = —x] sont incompatibles, et donc

six >0

0=P(|Y] = x) = P(Y = x) + P(Y = —x)

Mais P(Y = x) et P(Y = —x) sont des nombres positifs, donc sont tous deux nuls.
On en déduit que ‘ ¥x € R,P(Y = x) = 0. ‘

Alors pour tout x € R,

Fx)=P(Y <x)=P(Y <x)+P(Y =x)
=P(Y<x)=1-P(Y>2x)=1-P(-Y =2 x)

- 1717 < = [TFC)]

Six > 0, alors

G(x)=P(Y|<x)=P(-x <Y < x)
=P(Y <x)-P(Y < —x)
= P(Y < x) = P(Y < —x)
= F(x) — F(—x) = F(x) — (1 = F(x)) = 2F(x) — 1.

On en déduit que | F(x) = %
Si x < 0, alors —x > 0. Et donc
F(x)=P(Y <x)=P(-Y <x)
=PY>-x)=1-P(Y<-x)=1-P(Y < —-x)
pg g G
2
[ 1-G(-x)
=l—F

La fonction F est alors continue sur R, et sur R¥.

De plus, |Y] est & valeurs positives, de sorte que G(0) = P(|Y| < 0) = P(|Y| = 0), et puisque
|Y| est une variable 3 densité, G(0) = 0.

Enfin, G est continue'® et donc

lin&_ G(x) = 1irf)1+ G(x) = G(0) = 0.
On en déduit donc que
. . 1
g FO) = fim, FG9 = 3 = FO
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— Méthode

Une densité est en fait toute
fonction qui coincide avec

G’ sauf éventuellement en un
nombre fini de points.

Le plus simple est donc de
prendre une fonction égale

A G’ 1a ot celle-ci est définie
(ici sur R*), et de choisir une
valeur arbitraire ailleurs (ici
on a choisi la densité qui vaut
0 en 0).

Une somme de nombres posi-
tifs est nulle si et seulement si
tous ces nombres sont nuls.

Y et =Y ont la méme loi.

= —x) = 0etdonc
< -x)=P(Y < —x).

Y et —Y ont méme loi.

F(—x) vient d’étre calculé car
-x > 0.

13 Toujours car |Y| est a
densité.
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Et donc F est continue en 0, donc elle ’est sur R tout entier. Enfin, G est de classe
6! sur R privé d’'un nombre fini de points, et donc il en est de méme de F. Ainsi,

‘ Y admet une densité. ‘
La ou G est dérivable, c’est-a-dire sauf éventuellement en un nombre fini de points, on a

%G’(x) six>0

F'(x) =
) %G'(—x) six <0

Mais 13 ot elle est définie'*, G’(x) = g(x).
Une densité de Y est donc donnée par

%g(x) six >0
X P =

1
59,

%g(—x) six <0

La fonction t — e** est de classe 6! et réalise une bijection strictement croissante de R sur
R*
x.

Ainsi, nous pouvons procéder au changement de variable u = e’

Inu 1
Alors t = - et donc dt = o

Sous réserve de convergence, on a donc

toeo ce?t too cu du 1 too cu
ete™ T dt = ue 2 — = — e 2 du.
—00 0 2u 2 0

N . . .y - 12
Cette derniére intégrale converge car il s’agit d’'une intégrale de référence et vaut 53703
c

¢ est continue et paire. Donc par la question 8.a, |X| admet une densité, et sa fonction de

, .. , six <0
répartition est donnée par x On a alors, pour tout x € R, par

2Fx(x) -1
croissance de la fonction exponentielle'

six >0

Fz(x) = P(Z < x) = P(In|X| < x) = P(X| < €*) = Fix|(e*) = 2Fx(e*) — 1.

Puisque Fx est continue, et de classe ¢!, il en est de méme de Fy, et donc Z admet une
densité.
De plus, I'une de ses densités est alors donnée par

IS
®

F(x) = 2e*¢(e¥) = e¥e” 2

By

Notons que In || = In|X| - In|X’|.
Une densité de In |X]| a été calculée a la question précédente.

e 2x

, ., ., 2
Clest également une densité de In |X’|, et donc une densité de — In [X’| est x > 1/ —e e~ 2
T

De plus, In|X| et —In|X’| sont indépendantes car X et X” le sont, de sorte que nous pouvons
utiliser le produit de convolution : une densité de In |£;| est donnée par

+00 +00
2 eZ[ 672(9(7[) 2 62t —2x
h(x) = f Zete T e e T dt = —e_xf 2o T (1+e™) gy
e T /s _

(oe] (oe]
Nous pouvons alors utiliser la question 9 avec ¢ = 1 + ™
2 .1 2
h(x) = —e === .
7 1l+e* |me*+1

Notons T = |-
Alors il est évident que T ne prend que des valeurs positives, et donc que pour x < 0,
FT(x) =0.
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Si G n’est pas ¢l en

X1, - . ., Xn, alors les x; sont
positifs (car G est nulle donc
dérivable sur ] — o, 0]).

Et donc F n’est peut-étre pas
¢l en —x1, ..., —xp,nien
X1y o v vy Xne

En revanche, elle est 61
partout ailleurs.

14 Sur Rsi g est continue.

Rappelons que lors d’un
changement de variable, il
faut tout de méme étudier
la nature de I'une des deux
intégrales, 'autre état au-
tomatiquement de méme
nature.

Notons que sans changement
de variable, il était tout 2
fait possible de calculer cette

intégrale, car une primitive
2t 2t

_ce _ce
de e?te™ 2 est—%e 2

15 Rappelons que cette Crois-
sance justifie que le sens des
inégalités soit préservé.

Fx n’est autre que la fonction
@ du cours, dont nous savons
quelle est 6! sur R tout
entier, de dérivée égale 3 ¢.

Le quotient n’est pas dé-
fini pour X’ = 0, et son
logarithme n’est pas défini
lorsque X = 0.

Ceci est sans importance car
ces deux événements sont de
probabilité nulle.

-2 2

FIGURE 3— La densité de Z.

M. VIENNEY
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Pour x =0,0na [T <0]=[T =0] =[|X|] =0] =[X = 0] et donc P(T < 0) = 0.
En revanche, si x > 0, alors, par croissance du logarithme

Inx t
2 e
< ln(x)) - f St

—— dt est 6! sur R, de dérivée égale 2
e?t +1

Et donc Fr est de classe 6! sur R? par composition de fonctions 6.
Elle I’est également sur R* puisque constante.
Enfin, ona lim Fr(x) =0et

x—0~

Fr(x) = P(T < x)=P (1n|%

eu

et +1°

Mais nous savons que u = f

Inx 2 et 2 y et
lim Fr(x) = lim f S _dt= lim = f S dt=0=Fr(0).
x—07* x—=0" J_o ty

o €

Et donc Fr est continue en 0 et donc sur R.
Puisque nous savons déja qu’elle est 61 sauf peut-étre en 0, T est une variable 4 densité.

elnx 12 «x 2 1
xﬂ921nx.|.1 T xrx2+1l ml+xt

Pour x > 0, on a alors F(x) =

Ainsi, une densité de T est

2 1

- six >0
frixe ol +x2

0 sinon

admettant

Et‘—

. R X
Puisque X et —X ont méme loi'®, il en est donc de méme de < et — I

une densité, le résultat de la question 8.b sapplique : ia admet une densité, et 'une de ses
densité est donnée

12 1 11
x'—>—fT(|xI) =

2711+| |2 xl+x2

X
)75

Nous pouvons alors affirmer que uit une loi de Cauchy.
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fo 2 et flnx 2
= = dt+ -
o T e+ 1 0o met+1

dt.

161 o5 deux suivent une loi
normale N (0, 1).

Pour —-X, c’est par exemple
car on connait la loi d’une
transformation affine d’une
loi normale.
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ECRICOME 2004

Sujet : Matrices commutant avec une matrice de ./ ,(R) possédant n valeurs propres

Abordable en premiére année : X Intérét :
Theémes du programme abordés : diagonalisation, polynémes de matrices.

M (R) désigne I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n 4 coefhcients réels (n > 1) et E I'espace vectoriel des
polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n — 1.

On considére une matrice S de 4 ,(R) admettant n valeurs propres réelles A4, ..., A, distinctes deux a deux.

L’objet de cet exercice est de montrer que, si k est un entier naturel impair et si une matrice A de . ,(R) commute avec
Sk alors elle commute avec S.

1. Justifier Pexistence d’une matrice P inversible telle que la matrice P~1SP soit une matrice D diagonale.
Dans la suite de I'exercice, un entier naturel impair k est fixé.

2. On consideére I'application f de E dans R" qui 4 tout polynéme T fait correspondre le vecteur de R” défini par :
£(1) = (TGH. TAE). ... T(Y)) .

a. Montrer que f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

b. En déduire I'existence d’un unique polyndéme U de E tel que :
UARY = A, UGAE) = 2o, ..., UQE) = A,

3. Prouver que le polyndme R, défini par :
RX)=UXF-Xx
est un polynéme annulateur de D puis de S.
4. Soit une matrice A de 4 ,(R) vérifiant AS* = SkA,
a. Montrer que pour tout entier naturel p,
ASPF = 5Pk A,

b. En déduire que les matrices A et S commutent, c’est-a-dire que :

AS = SA.

5. On considére les deux matrices A et S de #(>(R) suivantes :
1 -1 0 1
A_(Z 2)’5_(1 O)'

a. Vérifier que S posséde deux valeurs propres distinctes.

b. Montrer que A commute avec toute puissance paire de S, mais ne commute pas avec S.

’ /4 1
Sujet : Etude de la suite de terme général I, = f —d
0

cos™(x) X
Abordable en premiére année : v Intérée :
Thémes du programme abordés : fonctions d’une variable, intégration sur un segment, suites
La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.
Commentaires : de I'analyse de premiére année, celle qu'on a souvent oublié en arrivant aux concours ! La
question 15 est plus difficile que le reste.

1
cos x

On considére la fonction f définie sur lintervalle I = [O, %] par : f(x) = ainsi que la suite réelle (I,),en suivante :

T

I = % etVne N*, I, = f4 [FG0)]" dx.
0
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Etude de la bijection réciproque de f.
1. Montrer que f réalise une bijection de I dans un intervalle J que I'on précisera. On note f~! la bijection réciproque.
2. Donner sur le méme graphique lallure des courbes représentatives de f et de f~1.
3. Justifier que :
1 1
Vx e ], cos(fl(x)) = et sin(f 1 (x)) = 4[1 - .

52

4. Montrer que f~! est dérivable sur J\ {1} et montrer que :

Ve N1 () = ——

xVx2 -1

5. En déduire le développement limité en V2 de ! a 'ordre 1.

Etude des dérivées successives de f.
6. Justifier que f est de classe C* sur I, on note £ la dérivée n*™ de f sur I.

7. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe un polynéme P, tel que :

P, (sin x)

Vx el () = 222
x F7e0 cos™t1(x)

8. Déterminer les polyndmes P; et P,.
9. Montrer que :
VneN*, P, =(01-X>)P, +(n+1)X.P,
En déduire le polynome Ps.

10. Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, le degré et le coefhicient dominant du polynéme P,.

Etude de la suite d’intégrales.
11. Justifier que la suite (I,)nen- est bien définie. Calculer I.

12. Déterminer les réels a et b, tels que : Vi € R\ {-1,1}, =

13. En posant ¢ = sinx, déterminer I;.
14. Déterminer le sens de variation de la suite (I)penN.

15. Montrer que :

i} T 1 1 1
Vne N, I, > —dx> .
%_ﬁ COos™ x n COSH(%
En déduire le comportement de la suite (I,)nen+ lorsque n tend vers +oo.
16. Montrer que :
(V2)"  n

VYVneN, Ijgo=——+—01I,.
" *2 n+1 n+1

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR


http://www.ecs2-fauriel.fr

2.b.

4.b.

240 ECRICOME 2004

ECRICOME 2004 : CORRIGE

EXERCICE 1
Puisque S € M ,(R) admet n valeurs propres distinctes, alors elle est diagonalisable. P est alors la matrice de
Il existe donc P € GL,(R) telle que P~'SP soit diagonale. passage de la base canonique

de M, 1(R) 2 une base de

Commengons par prouver que f est linéaire : soient P,Q € E et A € R. Alors vecteus propres de .

FOP+Q) = (AP +Q)(A), ..., (AP + Q)(A}))
= (AP + QA)... .. APAY) + Q) = A (PA). ... PAY) + (QUAT). ... Q&)
= Af(P) + f(Q).

Donc f est linéaire.

De plus, la fonction x x¥ réalise une bijection de R dans R car k est impair. Et donc, les
A; étant deux 2 deux distincts, il en est de méme des /15.‘ .

Ainsi, si T € Ker(f), alors T(A¥) = - -- = T(%) = 0. Et donc T posséde n racines distinctes.
Puisque deg T < n— 1, c’est donc que T est le polynéme nul et donc Ker T = {0}.

Ainsi, T est injective. Mais dimE = n = dimR”, et donc | T est un isomorphisme.

Tout élément de R” posséde un unique antécédent par f. En particulier, il existe un unique
U € E tel que f(U) = (A1, .., A,), Cest-a-dire tel que

Elever une matrice diagonale
3 la puissance k c’est élever
chacun de ses coefhicients
diagonaux 2 la puissance

k, et pour sommer deux

UASY = Ay, o, UK = 2.
On a D = Diag(4y, ..., A,).Et donc

U(D¥) = U (Diag(Af,..., A%)) = Diag (U(), ..., U(A)) = Diag(A,...,An) = U. matrices diagonales, il suffic
de sommer leurs coefficients
Et donc R(D) = U(D*)-D=D-D =0. diagonaux.
Ainsi, ‘ R est un polynéme annulateur de D. ‘ Donc pour appliquer le po-
lynéme U a D, il suffit de
Et puisque § = PDP~! ona lappliquer 2 chacun de ses

coefficients diagonaux.

R(S) = R(PDP™!") = PR(D)P™! = 0.

Donc ‘ R est aussi annulateur de S. ‘

Montrons le résultat par récurrence sur p. Pour p = 0, c’est évident : A= Aetpourp =1,
cest I'hypothése faite sur A.
Supposons que ASPF = SPKA. Alors

ASPHDR = pgpkgk — (ASPR)Gk = gPk oGk = gPkgk g = sP+Dk 4

Donc par le principe de récurrence, | pour tout p € N, ASPk = gpk g

n—1
Soit U = Z a,X? le polynoéme de la question 2.b.
p=0
n—1 n—1
Alors U(X¥) = Z ap,X*?. Et donc U(S¥) = Z a,S*P.
p=0 p=0

On en déduit que

n—1 n—1
U(SH)A = Z a,S*PA = Z a,ASKP = AU(S¥).
p=0 p=0

Mais, d’aprés la question 3, R(S) = 0 & U(S¥) = S, et donc m
A est valeur propre de S si et seulement si S — AL n’est pas inversible, soit si et seulement si
det(S — 1) = 0. Or

1

det(S — AIy) = det (_1/1 3

):AZ—1=(A—1)(A+1).

Ainsi, | S posséde deux valeurs propres distinctes : 1 et —1.
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Ona % = b, et donc si k = 2p est pair, S¥ = ($2) = If' = L.

Donc ‘ A commute avec toute puissance paire de S. ‘

1 -1)(0 1 -1 1 2 2
onass=(} )0 D=(7 DJesa=(* 2).

Donc ‘ S et A ne commutent pas. ‘

EXERCICE 2
Etude de la bijection réciproque de f.

La fonction f est dérivable sur [O, Z] car quotient de fonctions dérivables et on a alors

f'x) = cos?(x)’
Mais sur [0, %], sinx > 0, de sorte que f’(x) > 0.

sin(x)

1. . . T
On en déduit que f est strictement croissante sur [O, Z]

Drautre part, elle y est continue! et donc par le théoréme de la bijection, f réalise une
o T P
bijection de [O, Z] sur J = [f(O),f(Z)] =[1,V2].

Rappelons que la courbe représentative de f et la courbe représentative de f~! sont
symétriques par rapport a premiere bissectrice?.

Notons que la question demande juste «I’allure» des courbes, et donc que le dessin attendu
n’a pas besoin d’étre extrémement précis, il s’agit surtout de mettre en évidence cette

symétrie et la monotonie de f.

V27 — f(®)
y=x

—f'®

ESb]

>
>

V2

ENEIRS
—_

Par définition de la bijection réciproque, on a, pour tout x € J, f(f~!(x)) = x.
1 _— = -1 = —
Soit encore T x © cos(f1(x)) =

Drautre part, on a

sin? (f7!(x)) + cos® (f7'(®) = 1 & sin? (7' (x)) =[1- .

Drautre part, pour x € J,ona f~(x) € [O, %], de sorte que sin (f~!(x)) > 0.

Et donc|sin(f " (x)) = 4/1 - xiz

Sur J, f’ s'annule uniquement en 0. Puisque f~'(x) = Osi et seulement si x = 1, f~! est
dérivable sur J \ {1}, avec

_
frf1 )
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vxe J\ {1} (F71) (0 =

Toute matrice commute avec
l'identité.

1 Car dérivable.

2 Qui, rappelons-le, est la
droite d’équation y = x.

En cas de doute sur la for-

mule donnant la dérivée de
1, il suffit de se rappeler

que (f o f71)(x) = x.
En dérivant cette relation, il
vient alors

(F) Cx =1
ce qui permet de retrouver
() @)
Ceci permet également de re-

trouver ot f~! est dérivable :
Cest en tous les points x tels
que F(F1(x)) # 0, Cest-a-
dire en ceux ou le quotient
précédent est défini.

M. VIENNEY
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3 cos?(f~1(x)) 1 1

Cosin(flw) X2 L
1\/ 2|1
N1 | xVa2 o1

Par la formule de Taylor-Young a 'ordre 1, qui s’applique car ! est 6! sur J\ {1} , il

vient
Fro =102+ (7)) (V2) - V) + - (x-V2).
x—V2
Or nous savons que f (E) = ? = V2, de sorte que f~ (\/_) %

1
Ee (f7) (V2) = \FW o

Et donc| f~'(x) = —+T(x—\/_)+ o@(x—\/é).

Etude des dérivées successives de f.
La fonction cos est de classe ‘6% sur R, et ne s'annule pas sur I, donc son inverse, qui est f,
est 6°° sur I.

Montrons la propriété par récurrence sur n € N*.

.\ , sin
Pour n = 1, nous avons déja prouvé que pour tout x € I, f'(x) = Zx
cos? x

Py(sin
Donc si on pose P(X) = X, alors Vx € I, f'(x) = M

cos2(x)

g P,(sinx)
Supposons qu’il existe un polyndéme P, tel que pour tout x € I, FW(x) = 22,
PP q poly n tel que p () cos™ 1 (x)

Alors, en dérivant, il vient

Vx eI, FD(x) = cos(x)P; (sinx) cosn + 1(x) + P,(sinx)(n + 1) sin(x) cos™(x)

c052”+2(x)
3 cos?(x)P,(sin x) + (n + 1)P,(sin x) sin x
B cos™2(x)
(1 =sin®x)P}(sinx) + (n + 1)P,(sin x) sin x
B cos™*2(x) '

Posons alors P,.1(X) = (1 = X?)P}, + (n + 1)XP,(X), qui est un polyndme. On a alors,

Pn+1(5in x)

Vx el, () () = 22227
x ) cos™*2(x)

Et donc la propriété est vraie au rang n + 1.
Par le principe de récurrence, pour tout n € N*, il existe un polynéme P, tel que

P,(sin x)

Vx eI, fM(x) = .
x Fe cos™*1(x)

Nous avons déjﬁ remarqué que P; = X convient.
Et alors, en utilisant la relation donnée 4 la question précédente entre Py, et Py, il vient

Py(X) = (1= X*)P] + 2XP(X) = 1 - X* +2X? =

Je ne sais trop quoi dire... cette relation a déja été prouvée a la question 7. Peut-étre le
concepteur avait-il une autre idée en téte lorsqu’il a écrit la question 7.
Toujours est-il que cette relation nous permet d’obtenir

Py = (1= X3P, +3XPy = (1 - X2)2X + 3X(X2 + 1) =
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La dérivée obtenue 2 la ques-
tion précédente est continue
par opérations sur les fonc-
tions usuelles, et donc £~ est
@1,
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Si l'on se fie & Py, P> et P3, il semblerait que P, soit de degré n et que son coefficient
dominant soit égal a 1.
Prouvons donc ceci par récurrence, récurrence qui est donc largement initialisée.
Supposons donc que P, = X" + Qp, avec Q,, € R,_4[X]. Alors
Pyt = (1= X)(nX""" + Q7)) + (n+ DX(X" + Qp)
=nX" 1+ Q) —nX" - X2Q/ + (n+ X" + (n+ 1)XQ,
= X" 4+ nX" 4+ (1 -X2)Q) + (n+ 1)XQ, .

=0n+1€R,[X]

Et donc la propriété est vraie au rang n + 1.
Par le principe de récurrence, pour tout n € N*, P, est de degré n et son coeflicient
dominant vaut 1.

Etude de la suite d’intégrales.
Pour tout n € N*, f™ est continue sur I, et donc I,, est une intégrale d’une fonction continue
sur un segment, donc est bien définie’.

On a alors
/4
b= f
0

Pourt # 1,0ona

dx = [tan(x)]g/4 = tan(rr/4) — tan(0) =

cos2 x

1 . b al+t)+b(1—-t) (a-b)t+(a+b)
1—t 1+t 1-12 B 1-12 '

Et donc pour avoir ’égalité demandée dans I'énoncé, il faut que pour tout ¢ # 1,
(a=byt+(a+b)=1.

Or deux polyndmes prennent la méme valeur en une infinité de réels si et seulement si ils
sont égaux, c’est-a-dire ont les mémes coefhicients.

-b=0 1
Donc il faut { ¢ oa=b=—-.
a+b=1 2
1 1 1 1
Ainsi, | pour tout t # 1, 5 :5(1—t+1+t)'

Procédons au changement de variable ¢ = sin x, qui est légitime car la fonction sin est ¢!
T

sur |0, —].
05

On a donc dt = cos(x) dx, de sorte que

I f”“ 1 d f”“ cosx dx f”” cos x dx
1: x: —_— —_—
0 Cosx 0 cos® x 0o 1-sin®x

Mais d’aprés la question précédente, il vient

du
1-u?

V2/2
l

Si Py, est de degré n, il s’écrit
sous la forme P, = ap X" +
R, avec R, € R,,_1[X].

Si on suppose de plus que le
coeflicient dominant vaut 1,
alors ay, = 1.

Et inversement, si P,, s’écrit
sous cette forme, alors il est
de degré n et de coefhicient
dominant égal a 1.

3 Autrement dit : est bien
convergente.

Notons qu’il s’agit d’'un
changement de variable sur
un segment, et donc iln’y a
que le caractére 6! a vérifier,
la stricte monotonie n’est pas
indispensable.

1
2

V2/2
_1 1 1 _1 _ _ \/2/2_
Il—zj(; (1_u+1+u)du—2[ln(l+u) In(1-w)];™" = 5

<ln(1 + ?)—ln(l - ﬁ

)

1
Pour x € [0, 1], on a cos(x) < 1 et donc —— > 1.
cos(x)

n+1 |: 1 :| n
> .
cos(x)

Par croissance de 'intégrale, on a donc I,,41 > I,, et donc ‘ (In)nen- €st croissante.

Et par conséquent, | ———
P q cos(x)

Puisque > 0 pour x € [0, %], on a, par la relation de Chasles,
c

T 1 T 1
+f dx > f dx.
z_L cos™(x) z_L cos™(x)

n2 n2

os"™ x

z_ 1

F 2
I, = f
0

cos™(x)

>0
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. , .. T T 1 x
De plus, la fonction cos étant décroissante sur [O, E]’ on a, pour tout x € it b
n
cos( )<cos(” 1): ! > ! = ! > !
X) - - P4 P .
4 n? COSX  cos (% _ #) Cos" x  cost (% _ #)

Et donc par croissance de l'intégrale,

T T

+ 1 + 1 1 1
f —dx > f —dx > | 1
T T
z_L cos"x -1 cosm (Z - ?) n? cosm (Z _ ﬁ)
1
Notons alors u, = - ————.
n= cos™ (1 - l)
4 n?

Pour déterminer la limite de (u,) posons v, = In(u,) = —2In(n) — nln (cos (

On a alors

Un 2lnn T 1 1
= —In (cos (Z - E)) T Eln(Z).
——

— 0 1
n—+oo

Etdoncov, ~ E1n(2) — 400,
n—

+o0 2 n—+oo
On en déduit que u, = e¥n — +oo.
n—+0co

lim I, = +oo.

n—+co

Et alors I, > u, implique que

Procédons 4 une intégration par parties, en posant u(x) = tan(x) et v(x) =

. P
sont deux fonctions de classe € sur le segment [O, Z] , avec

) 1 et v/(x) nsinx
ulx)= ——— o\X)=—F—7—.
cos?(x) cos™*1(x)
Alors,
z 1 174 7 sin’x
I = ! d S - 2 )
a2 fo‘ u'(x)v(x) dx [tan(x) coS"(x)]o nfo cos™+2(x)

tn(”) 1 le—coszxd
=tan|— | ——-n ————dx
4/ cos" & 0 cos"™2(x)

2

n
=|—| —nlp+nl,
3o
= ('\/E)n — T’lIn+2 + nIn.

Etdonc (n + DI = (\/§)n + nl,, de sorte que

(V2)"

n+ln+1 "™

Lo =
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1
%——)) cos%:getdonc

n2

In (cos %) = ln(?)

cos™(x)’ qu

La dérivée de tan est

1
1+tan®= —

cos?
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ECRICOME 2003

Sujet : Développement asymptotique d’une suite définie par u,.1 = u, + u2 Moyen

Abordable en premiére année : v Intérét :
Thémes du programme abordés : suites numériques

On considére la suite de nombres réels (u,),en définie par la relation de récurrence :

_ 2
Upsl = Up + U,

up=a,acR}

1. Convergence de (u,)neN-
a. Montrer que la suite (u,)neN st strictement positive et monotone.
b. Montrer que cette suite diverge vers I'infini.

2. Comportement asymptotique de (u,)neN-

1
On défnit la suite (v,)nen par : v, = > In up,.

a. Prouver que pour tout entier n de N :

1 1
vn+1—vn=Wln(l+Z).

En déduire que quels que soient les entiers naturels net p :

1 1
0< Un+p+1l — Un+p < Wln(l + E) .

b. En déduire que quels que soient les entiers naturels k et n :

1 1
O<vn+k+1—vn<§ln(1+—).

Un

c. Démontrer que la suite (vy,),en est majorée, puis qu’elle converge vers une limite notée a.

d. Montrer que :
YneN, u, <exp(a2").

En passant 2 la limite pour n fixé dans I'encadrement de la question 2.b, montrer que :
VneN, exp(a2”)<u,+1.
En déduire, lorsque n tend vers I'infini, ’équivalent suivant :

u, ~ exp(a2").

—+40co

e. On pose :
Pn = exp (a2") — up.

Montrer que la suite (8,)nen est bornée et qu’elle vérifie la relation suivante :
Vn € N, 2B, = 1= (Buer + B2 — Bn) exp (-a2").
f. Prouver enfin que lorsque n tend vers I'infini :
1
Uy = -5 +exp (a2") + n—>0+oo(1)'
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Sujet : Construction d’intervalles de confiance pour la variance de lois normales. m

Abordable en premiére année : X Intérét :

Theémes du programme abordés : variables 2 densité, intervalles de confiance, matrices symétriques, diagonali-
sation.

La numérotation des questions n’est pas celle du sujet original.

Modifications apportées au sujet d’origine : ajout d’'une question intermédiaire dans la partie I pour pallier
la disparition des lois I' du programme 2015.

Reformulation des questions 10 et 13 en termes d’intervalle de confiance.

Commentaires : un sujet plutdt difficile, mais un des rares problémes traitant vraiment d’intervalles de confiance.

1
On admet dans toute la suite que T (5) = /7.

Partie I : loi du 2
Soient Xi, ..., X, n variables aléatoires indépendantes, suivant toutes une loi normale centrée réduite.

n
On pose alors Y, = Z X2
k=1

0 six <0

1. Montrer que la fonction de répartition de Y; = X2 est égale 3 Fy, (x) =
q P =X estégale A () = B -1 sixs0

2. En déduire que Y est une variable 4 densité dont on donnera une densité.

) . Y . N (1 ) .
3. Déterminer une densité de 5 Reconnaitre alors la loi de 5 En déduire Pespérance et la variance de Y;.

Y,
4. En déduire la loi de ?", puis donner une densité de Y.

On dit alors que Y, suit une loi du Chi-deux a n degrés de liberté, notée x2(n).

5. Donner les valeurs de l'espérance E(Y,) et de la variance V(Y,) de Y,.

6. Soient G, la fonction de répartition de Y, et § un réel dans l'intervalle ]0, 1[.
Montrer qu’il existe un unique réel ¢ tel que G,(t) = f. Ce réel sera noté dans la suite Xé(n).

Dans la suite du probléme, on considére (X;)is1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant une méme loi

normale N (m, o%). L’objet des parties suivantes est de déterminer une estimation ponctuelle, puis une estimation par intervalle de

confiance de la variance o2,

Partie II : estimation ponctuelle de o2

Pour n entier naturel non nul, on pose

1+ 1 v
Fp=- E XietVy = — E (X; — Fn)>.
i=1 i=1

7. Montrer que (Fy,)>1 est un estimateur sans biais et convergent de m.
8. Soit n un entier naturel non nul.

a. Démontrer que :

n n 2
1 2
V, = ;Z;X,. - ;Z:‘Xl
puis que
V, = 1Erl:(x-m)z—(p - m)?
n n - 1 n
i=
n-1,
b. Prouver que E(V,) = ——o~.
n

c. En déduire un estimateur sans biais de o2.
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Partie III : Estimation par intervalle de confiance de o2, m étant connue
Pour n entier supérieur a 2, on pose

1 < 5 1 v 5
Unzﬁz;(Xi—m) etT,I:;Z;(Xi—m).
i= i=

9. Justifier que U, suit une loi du Chi-deux a n degrés de liberté.
10. Montrer P'égalité des événements

nT, 5 nT,
o

—S—— <0<
Xi_a(n) Xa(n)
2 2

et X%(n) <U, < Xlz_%(n) )

nT, nT,

- est un intervalle de confiance de ¢ au niveau de confiance 1 — a.
)(1_%(”) X%(n)

En déduire que

Partie IV : Estimation par intervalle de confiance de o, m étant inconnue

M n,1(R) désigne dans la suite 'ensemble des matrices 4 n lignes et une colonne 2 coeflicients réels et Idg» désigne I'identité
de R™.

Pour n entier supérieur ou égal a 2, on pose

1< 1 < 5 1 ¢ 5
Mn=;;Xi,5n=m;(Xi—Mn),Un=§;(xi—Mn)~

11. Soit ¢ 'endomorphisme de R" dont la matrice dans la base canonique est A = (a; ;) avec
ai i =n—leta,~,]~ =-1 Sll#]

Soit B la matrice de . ,,1(R) dont tous les coefhicients sont égaux a 1.
a. Justifier que A est une matrice diagonalisable.

b. Calculer le produit AB. En déduire une valeur propre de A et un vecteur propre de A associé a cette valeur
propre.

c. Montrer que
dim Im(¢ — nldg») = 1.

d. En déduire la dimension de Ker(¢ — nldrr), les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice A.
w1
e. Soit X =| : |la matrice des coordonnées d'un vecteur propre associé a la la valeur propre n. Prouver que

Wn

n
Z w; = 0.
i=1

f. Justifier I'existence d’une matrice P inversible dont la derniére colonne est proportionnelle a B et d’une matrice
diagonale D que I'on déterminera, telles que

P'AP = Davec'P =P,

(On ne demande pas la matrice P).

2. On note (p; j)1<i, j<n les coefhicients de la matrice ‘P. Montrer que
n
Viell,...,n=11, pi;=0
=

puis que

Vie nl,n]],ngj - 1.
j=1

12. Soit g 'application de ., 1(R) dans R définie par

x1
1

VX =| | €Mpi(R),qX)="XMX o M = —A.
N n

Xn
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a. On pose Y = 'PX, montrer que

1
q(X) = -'YDY
n

puis que

2
q<x>=z(xi-§zxj) |
=

i=1
.. , . 1
b. En utilisant I’écriture g(X) = =*YDY, montrer que
n
n-1( n 2
q(X) = Z Zpi,jxj :
i=1 \j=1
13. Pour tout i de l'ensemble [1,n — 1], on pose

n
Y,' = Zpi’ij.
j=1

. Justifier que Y; suit une loi normale, puis montrer que E(Y;) = 0 et V(Y;) = 0.

o

b. En utilisant les résultats de la question 12, montrer que

1n—l
2
Up=— > Y.
=

c. En admettant que les (Y;)1<i<n—1 sont mutuellement indépendantes, justifier que U, suit une loi du Chi-deux 2
n— 1 degrés de liberté.

d. Montrer que les événements

(n—1)S, <ol< (n—1)S,

2 2
R et |xe(n—1) < U, < (n—1
Xf_%(” -1 )(z%(n -1) Xg(n=1) <Un < xi_gn—1)

sont égaux.

e. En déduire un intervalle de confiance de o2 au niveau de confiance 1 — a.
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ECRICOME 2003 : CORRIGE

Exercice 1
1. Convergence de (u,)neN-

. _ 2 _ .2
l.a. Pourtoutn e N,onaupi —up = Uy +u, —u, =u; > 0.

Donc ‘ (Un)neN est croissante. ‘

Et par conséquent, pour tout n € N, |u, > ug > 0.

1.b. Puisque (un)neN est croissante, soit elle converge vers un réel ¢, soit elle diverge vers +co.

Supposons par 'absurde que (u,) converge vers ¢.

Alors lim w4 = Cetu, +u2 — €+ (2
n—+co n—+oo

Par unicité de la limite, onadonc £ = € + €% & £ = 0.
Or, pour tout n € N, u, > a, donc € > a > 0, contredisant le fait que £ = 0.
Cest donc que (u,) ne converge pas, et par conséquent,

U, —> +o00.
n—+oo

2.  Comportement asymptotique de (un)nenN.
2.a. Quel que soitn € N, on a

1 1 1 1
Unt1 = Up = = In(ups1) = o In(u,) = preey In(u, +u;) - o In(u,)

2n+1
_ L (ln(u +u?) - 2ln(u )) = Lln(u +u?)—In (uz) _ !
~ on+l n n )T on+l n n n) 7 on+l
1 1
= —In|l—+1].
2n+1 Uy

En particulier, pour n,p € N, on a

Un+p+l = Un+p =

ln(l + ! )
Un+p

on+p+l

La croissance de (uy,) est ici
importante, car sans cette
hypothése, on pourrait avoir
une suite A termes stricte—
ment positifs, et de limite

nulle. Penser par exemple 2
1

Up = —.
n

Up +u2
n 2
un

Puisque > 0, le logarithme est bien strictement positif, et donc

Un+p+1 — Untp > 0.

Un+p

D’autre part, puisque (uy) est croissante et positive, u,4p > up > 0 et donc

Un+p

sorte que, par croissance du logarithme, In (1 + ﬁ) <lIn (1 + ui) .

. 1 1
On a donc bien | Upip+1 — Unsp < e In (1 + Z) .

2.b. Soient k,n € N. Alors

Uniksl — Un = (Untks1 = Unsk) + Onsk — Unak=1) + -+ (Vps1 — 0n)

k
= Z (vn+i+1 - Un+i)
i=0

5o 1
< — |n(1+—
k
1 1 1
<2n+1ln(1+;)z(;§
1 1\ 1
< 1n(1+—) 1
on+l U, i
i=0
1 1 1
<Wln(1+—)x 1
Unp 1—5
1 1
—ln(1+—)
Un
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Puisque la série de terme
général 2% est A termes po-
sitifs, ses sommes partielles
sont toutes plus petites que la
somme de la série.
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Et d’autre part, puisque les v,4+i41 — Up4; sont tous strictement positifs, leur somme, égale a
Upiks+1 — Up €St également strictement positive.
. , . , 1 1
En résumé, on a bien prouvé que 0 < vp4pr1 — Uy < >0 In{1+—].
Up

En prenant n = 0 dans I'inégalité précédente, on obtient, pour tout k € N,

1
Vk+1 S Uo+ln(1+ —)
uo

. 1
Autrement dit, pour tout k > 1, vx < v +In (1 +—.
uo

SR T , . . 1
Cette inégalité est évidemment encore vraie pour k = 0, et donc vy + In (1 + — ] estun
uo
majorant de la suite (uy,).
Comme d’autre part nous avons prouvé 2 la question 2.a que! v,41 — v, > 0, la suite (v,)

est croissante.

Et donc par le théoréme de la limite monotone,

Puisque (v,) est croissante et converge vers a, pour tout n € N, v, < a.

Et donc In(u,) < 2"a, de sorte que par croissance de 'exponentielle, u, < exp (a2").

Iiepre‘nons a présent 'encadrement de la question 2.b, fixons n et faisons tendre k vers 11l suffic de prendre k = 0
linfini. dans l'inégalité de 2.a

11 vient alors

1 1 1 1 1
a—v,,é2—nln(1+u—0)®a<z—nln(u,,)+§ln(1+a).

Et donc aprés multiplication par 2", on a

a2™ < In(uy,) +In (1 + i) =In (un (1 + ui)) =In(1 + uy).

Un n

Par croissance de I'exponentielle, on a donc

‘exp(aZ") Suy+ 1. ‘

2 2 up, > 0, donc la division par

up, ne change pas le sens de
exp (a2 1 I'inégalité.
@) 1 :

Un Un

On a donc u, < exp(a2™) < u, + 1, soit encore

o 1 s
Mais puisque u, —> +00, 1 + — — 1 et donc par le théoréme des gendarmes,
n—+oo un n—+oo
. exp(a2™)
lim 2P0

n—+oo Un

1.

Soit encore |u, ~ exp(a2").

n—+oo

En reprenant les inégalités de la question précédente, on a
u, <exp(@2") <up+1e0<exp(a2”)—u, <1.
~—

:;Bn
Et donc () est majorée et minorée, donc

Pour prouver la relation demandée, notons que (exp (a2"))” = exp («2"*1). Et donc
Bn+1 + ,Bﬁ - fn =exp (a2"+1) —Upyl + (exp (a2™) - u,,)2 - (exp (a2™) — u,,)
=exp (a2"+1) —u, — uﬁ +exp (0{2"“) — 2up exp (a2") + u — exp (a2") + up

=2exp (a2"+1) - 2uy, exp (a2") —exp (a2").

Et donc apres multiplication par exp (—a2"), il vient

(Bust + Br = Bn) exp (~a2") = 2exp (a2") = 2up — 1 =
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Nous avons prouvé précédemment que pour tout n € N, |,] < 1.
Et donc

128 = 1] < |Bus1 + B — Bul exp (—a2")
< (1Busal + 1831 + |Bal) exp (—a2™)
< 3exp (—a2").

Par le théoréme des gendarmes, on en déduit que lim |28, — 1| = 0.
n—+oo
1

Et donc nlirpoo =16 nlirfooﬁ" =3

1

Donc f, ==+ o (1).
2 n—+o0o

Et donc

o (1).

n—+oo

up = exp (a2") — (exp (a2") — u,) = exp (a2") = B, = | exp (a2") - % +

Remarque : ce résultat permet de retrouver 'équivalent u, ~ exp (a2™), mais il est bien plus
n—+oo

, . o s 1
précis, puisqu’il affirme que la différence entre u,, et exp (a2") tend vers ~5 et donc que uy, ne
séloigne jamais trop de exp (a2").
Ceci n'est pas vrai pour toute suite équivalent a exp (a2"). Par exemple, la suite v, = exp (a2™)+n?
est également équivalentej a exp (a2™), mais pourtant la différence entre v, et exp (a2") tend vers

Pinfini.

PROBLEME

Partie I : loi du 2

Puisqu’un carré est toujours positif, X> est 2 valeurs dans R, et donc pour x < 0, on a
P(X?> < x)=0.

Six =0, alors P(X> < 0)=P(X>=0)=P(X =0)=0.

Enfin, si x > 0, alors

P(X? < x) = P(=Vx < X < Vx) = @ (vx) - @ (=Vx) = 2@ (vx) - 1.

Ainsi, la fonction de répartition de Y2 est donnée par

0 six <0

20(vx) - 1

sinon

Fy, (x) = {

Puisque @ est 61, de méme que la fonction racine®, par composition, Fy, est continue et
méme de classe 6! sur ]0, +ool.
Il est évident que Fy, est de classe 61 sur ] — 0, 0[ puisqu’elle y est constante.
De plus, on a
lim Fy,(x) = lim 2&(vx) = 1 =0 = lim Fy,(x).
x—0t x—0 x—0~
Donc Fy, est continue en O : elle est donc continue sur R et de classe 6! sur R*.
Ceci prouve bien que Y; est une variable 4 densité, dont une densité est donnée par

3 0 six <0
fn) = ‘/LE(I)'(\/)_C) six>0
x2
Mais ®'(x) = e~z , de sorte que
2w
0 six <0
= 1 X
frn) e 2 six>0
V2r\x
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Inégalité triangulaire.

Rappelons que la notation
o(1) désigne toute suite de
limite nulle.

3 Car

2 _ n
n* = n£+m(exp(a2 )

Méthode
Commencer par systéma-
tiquement déterminer le
support d’une variable aléa-
toire permet d’éviter des
erreurs ultérieures.

4 Du moins sur 10; +ool.

On ne connait pas d’expres-
sion facilement utilisable de
®, mais on connait bien sa
dérivée, qui est la densité
d’une loi A (0, 1).

M. VIENNEY



http://www.ecs2-fauriel.fr

252

ECRICOME 2003

. . . ., Y . . .,
Par transformation affine de variables 4 densité, — est une variable 4 densité dont une

densité est

0 six<O0 0 six <0

2fy,(2x) = 1 . = 1 1 .
X = le( x) 2 -X six>0 e_x = x1/2—1e—x six >0

N Vrvx I(1/2)

On reconnait alors la densité d’une loi y(1/2). Par conséquent, on a

E(Y1)=2E(%)=2%=etV(Y1)=V( ) 4V( ) 4L o2]

2

Y, X’ X2
O _n:_]+...+_"'
nas 2 2

Mais les 7’ sont indépendantes®, et identiquement distribuées®, suivant toutes (d’apres la
question précédente) une loi y(1/2).
Y, Y,

On en déduit, par stabilité des lois y, que 7" suit une loi y (g) Ainsi, une densité de —=
est

0 six <0

gix 1
I'(n/2)

n/2-lg=x x>0

Par transformation affine de variables 3 densité, une densité de Y, = 27'1 est alors

_ 0 six <0 0 six <0
x— =gl=])= 1 x\n/2-1 _x . = 1 n/2-1,=x/2
T0T) (7) e2 six>0 2"/2F(n/2)x e six>0

Par linéarité de I'espérance,

n

E(Y,) = ZE (X?) = nE(ry) =

i=1

Et par indépendance des X?, on a

V(Y)—Z (X2) =nv(ny) =

La fonction de répartition Fy, de Y, est continue sur R, car Y, est 2 densité, et sur R%, on
aFy (t) = fy,(t) > 0. Donc Fy, est strictement croissante sur R.

De plus, ona G (O)—f Sy, () dt =0 et l1m Gul(x) = 1.

Par le théoréme de la bijection, G, réalise une leectlon de R, dans [0, 1 et donc quel que

soit § €]0, 1[, | il existe un unique )(ﬁ(n) € R} tel que Gn()(ﬁ(n)) = B.

Partie II : estimation ponctuelle de o2
Ona
1< 1<
E(F,) = ;Z;E(Xi) = ;Z;‘m =m.
1= i=

Donc ‘ F, est un estimateur sans biais de m. ‘

Il s’agit de prouver que (F,), converge en probabilité vers m. Mais puisque les X; sont
indépendantes, et possédent une variance, la loi faible des grands nombres affirme que

(Fp)n converge en probabilité vers m. Et donc

F, est un estimateur convergent de m.
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5 Car les X; le sont.

6 [dem
0.8”I
\ ---n=1
| n=2
0.6 ' =3
‘I —n=4
0.4 1\ — n=
021/
2 4 6

FiGURE 1- La densité de la loi
x*(n) pour différentes valeurs de
n.

La limite en +co est égale 2
1 car Cest le cas pour toute
fonction de répartition.
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En développant les carrés, on a dans un premier temps

n

v, = (X7 - 2F.X; + Fy)

ni:l
1 o 1 ¢ F2 3
_;Exl_anEZ;Xl-F?El
1= = i=
=F,

1 n
=— Y X} -2F} +F}
n
i=1

ITv, [1Iv ?

Sur le méme principe, on a

% Zn; (X12 - 2mX; + m2) —F,ZI + 2mF, — m>
i=

LS = m? - (B = m?
n i=1

1 N 2 1 N 2 2 2

- ;ZlXi—Zm;ZIXi+m — F2+2mF, —m
i= i=
=F,

n

2 23X - E =[]

i=1

Notons que par la formule de Huygens, on a
V(X; = m) = E((X; - m)*) = E(X; - m)* & E((X; —m)?) = V(X; — m) + E(X; — m)?.

Mais E(X; —m) = E(XX;))—-m=m—-m=0et V(X; - m) = V(X;) = o2.
De méme, toujours pas Huygens, E((F, — m)?) = V(F, — m) + E(F, — m)> = V(F,).
Mais par indépendance des X;, il vient alors

1 (< 1O o’
V(F,) = ;V<in) =5 DV = —.
i=1 i=1

Et donc, par linéarité de 'espérance, on a

E(V,) = %anE ((Xl- - m)z) —-E ((Fn _ m)2) o2 _ 0_2 _ (n- 1)02_

i=1

On en déduit que

—1 —1
E (" Vn) -2 R, = o
n n

n

n—1 1 . ..

V, = E (X; — F,)? est un estimateur sans biais de ¢2.
i=1

Ainsi, s
n n—1

Partie III : Estimation par intervalle de confiance de o2, m étant connue

Ona
2

=3 ()

i=1

-m : L
suivent une loi normale centrée réduite.

Mais les X; suivant la loi AN (m, 62), les

. Y . . Xi—m
Et les X; étant indépendantes, il en est de méme des — .

Ainsi, d’aprés la partie I, U, est une somme de carrés de n variables aléatoires indépendantes
suivant toutes la loi normale centrée réduite : U, suit une loi du Chi-deux 4 n degrés de
liberté.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Ajouter une constante a une
variable aléatoire ne change
pas sa variance.
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nT,
Notons que U, = —2", et donc que
o

nT, <2 nT, 1 L9 1
> . S 2m 2. S 2m
Xl—% X%n Xi_a\ll n X%n

nT,
2n < X%_%(”)

R

= )(Z%(n) < =

< )(Z%(H) <Up < Xlz_%(n)
Ainsi, on a donc bien I’égalité’ entre événements

nT, 2 nT,

— <o <—|= [xi(n) < Uy < Xz_g(")] :
a0 X (n) : T

Par définition® de y2(n), on a

=1-a.

(04 o
P(x3() <Us < 17 g) = Ga (125 0) = Ga (W) = 1-5 - 5
nT, 2 nT,

n
o, SOS 3
X1,g(n) Xa(n)
p 2

Ainsi, on en déduit que P =1 - a et donc que

nT, nT,

————— | estun intervalle de confiance de o2 au niveau de confiance 1 — a.
Xl_%(”) X%(”)

Partie IV : Estimation par intervalle de confiance de o, m étant inconnue
Tous les coefhicients diagonaux de A sont égaux a n — 1, et tous les autres coeficients sont

égaux a4 —1. Donc A est symétrique réelle, et par conséquent, | diagonalisable.

Ona
n—1 —1 —1 1 0
1 n-1 : 0
AB = =1. :
1 ... -1 n-1J\1) \O

Puisque B est non nul et que AB = 0 - B, c’est que 0 est valeur propre de A, et que B est un
vecteur propre associé a la valeur propre 0.

On a dim Im(¢ — nldgn) = rg(e — nldgn) = rg(A - nl,).

Mais A — nl, est la matrice de /,(R) dont tous les coefhcients sont égaux a —1.

Ses colonnes étant toutes égalesg, elle est de rang 1. Et donc

dim Im(¢ — nldp») = 1.

Par le théoréme du rang, on a
dimKer(p — nldgs) = dimR” — dim Im(¢ — nldg») = n— 1.
On en déduit que n est valeur propre de ¢, et que
dimE,(p) = dim Ker(p — nldg») = n — 1.
Par conséquent, n est valeur propre de A avec un sous-espace propre de dimension n — 1.

Puisque dim Eg(A) + dim E,(A) = n, il n’y a pas d’autres valeurs propres : A ne posséde que
deux valeurs propres qui sont 0 et n avec

dimEy(A) = 1 et dimE,(A) =n - 1.

X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre n si et seulement si

AX = nX & (A-nl,)X = 0.
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7Le premier événement est
réalisé si et seulement si le
second l’est, donc nous avons
bien prouvé une égalité.

8 Voir question 6.

Lintérét de cette méthode est

que les valeurs de y2(n) et

)(12 « (n) ne dépendent ni de
-2

mnide o.

1l existe des tables de la loi
du x2, analogues 2 des tables
de loi normale. Par exemple,
pour n = 100 et & = 0.05,
ona )(z%(n) = 129.56 et

Xf_%(n) =70.06.

1l est important de préciser
que B # 0, car cela fait partie
de la définition de valeur
propre : il faut qu’il existe un
vecteur colonne non nul tel
que ...

9 Et non nulles. Cest im-
portant car ceci prouve que
rg(A - nl,;) > 0.
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Mais nous avons déja dit que A — nl, est la matrice de ./ ,(R) dont tous les coefficients sont
égaux a —1, donc

w1 11 ... 1\ [w BT

wo 1 1 ... 1w i=1 7
A-nly)| . [=]. . . =
: o _on

wo) \1 1 1/\w, L= Wi

Et donc si (A — nl,)X = 0, par identification des coefhcients, on a Z w; =
i=1

Alternative : puisque A est symétrique, ses sous-espaces propres sont orthogonaux, et en
plus sont en somme directe, donc E,(A) = Eo(A)*.

Mais puisque E(A) est de dimension 1 et contient B # 0, EO(A)
On en déduit que XeE,(AoXe (Vect(B)) & (X,B) =

Vect(B).

Mais (X, B) = Zw,,etdoncXGE AR Zw, =0.
i=1 i=1
A est symétrique, donc diagonalisable en base orthonormée.
Autrement dit, il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que
A=PDP L.
Plus précisément, posons D = diag(n, .. ., n,0).
———

(n—1) fois
Soit alors % une base orthonormée de A, 1(R) formée de la concaténation d’une base
orthonormée de E,(A) et d’une base orthonormée de Ey(A). Alors la matrice de passage P
de la base canonique de ., 1(R)  la base % est orthogonale!®, et A = PDP~! (ce qui est
bien équivalent 2 D = P~ AP, comme demandé dans I’énoncé).
Mais Ey(A) est de dimension 1, et contient B # 0. Et donc Eq(A) = Vect(B).
Ainsi, tout vecteur de Eg(A) est colinéaire 3 B. En particulier, une base orthonormée de
Eo(A) est formée d’un seul vecteur, proportionnel a B. Et donc la derniére colonne de P
(qui est précisément un vecteur de norme 1 de Eq(A)) est nécessairement proportionnelle 2
B.

n
Commengons par remarquer que Z pi,j est la somme des coefficients de la i™ ligne de
=
tp et donc la somme des coefhicients de la i¥™ colonne de P.
Mais pour i € [1,n — 1]}, la i-¢me colonne de P est un vecteur propre de A pour la valeur
propre n. Et alors nous avons prouvé a la question 11.e que la somme de ses coefhicients

vaut 0, c’est-3-dire que
n
ZP:‘,J‘ =0.
Jj=1

De plus, par construction de P, la i*™ colonne de P est un vecteur de norme 1 (car élément
d’une base orthonormée de ., 1(R)).
La i*me colonne de P étant de norme 1, on a donc

ZP?J =1
=

. . s . A
Remarquons que q est en falt la forme quadrathue associee a la matrice —.
n

En posant Y = ‘PX, on a

1 1 1 1
q(X) = ='XAX = ='XPD'PX = ='(*PX)D'PX = -'YDY.
n n n n

Commengons par calculer les coeflicients du vecteur colonne AX : pour tout i € [[1,n],

n n
ij +xi+(n—1)x; = nx; — ij.
Jj=1 Jj=1

(AX); =Zaux, Z( %))+ (n—1)x; =

1
] ]¢z
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Méme si I’énoncé ne deman-
dait de prouver qu’une im-
plication, on peut remarquer
que X est vecteur propre si
et seulement si

n
2=
i=1

Etre dans F, cest étre or-
thogonal a tous les éléments
d’une base de F.

Or ici, une base de Vect(B)
est la famille formée du seul
vecteur B.

10 Car matrice de passage
entre deux bases orthonor-
mées.

Ey(A) = Vect(B).

Lorsqu’on parle d’une base
orthonormée de 4 ,,1(R),
il est alors question du pro-
duit scalaire canonique de
M, 1(R), Cest-2-dire

(X,Y)y=tXY

Et de méme, la norme d’'un
vecteur de M, 1(R) est la
norme associée 4 ce produit
scalaire :

X1 = £xX.

M. VIENNEY
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Et alors

n

IXAX = Zn:Xi(AX)i = Zn:xi nx; = ij = Zn:”xiz -
i=1 i=1 i=1

Jj=1

=

1

n
Dans toute la suite de cette question, on note S = Z X

i=1
Alors
1 n n n n 1 n n
q(X) :; nx; — xXixj | = xl2 -
i=1 i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
n 5 1 n n n ) 1 n
= xX;— = xinjz xX;— = x;S
n n
i=1 i=1  j=1 i=1 i=1
n
2 s
= Xy ——
n
i=1
Drautre part, on a
" 2
S\, 2S 1,
xi—=) x| =|xi——=| =x; ——x; + =S
J i 2
n = n n n

Et donc

n

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n
Y1 ) . v

. Alors g(X) = - (yi - un) . :
Yn 0 Yn

Notons Y =

n n
Mais y; = ("PX); = Z(tp)i,jxj = ZPi,jxj-
j=1 J=1

Et donc

2

n— n

1
Z Pij¥j
1

=

n—1
gx)= >yt =
i=1

=

Par transformation affine de loi normale, p; ;Y; < N (0, i j)

2
n n n n 2 n 2 2
IO ED IS DD RS Rk S8

Jj=1

Puisque les X; sont indépendantes, il en est de méme des p; ;X;, et donc par stabilité des

lois normales,

n
Yi = N[0, 907
j=1

n
Mais puisque pr’j =1, on a donc Y; = N (0, a3).
=1
En particulier, | E(Y;) = 0 et V(Y;) = o°.

Dans la question 12, nous avons montré que pour tout n-uplet de réels (xy, ..

avait
n

1 n 2 n-1( n 2
S[s-2 3] -85S
j=1 1 \j=1

im1 i
En particulier, pour o € Q, X;(w) est un réel, et donc

2
n n

i=1 i=1

n -1 n 2
> (i) =3 x| = 3| D pesie)
J=1 Jj=1

.,Xp), ON
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— Astuce

Nous savons que si
X < N (u, 02), alors

aX+b — N (ay +b, a202) .

1l suffit en fait de se rappeler
qu’une transformée affine
de loi normale suit une loi
normale.

En effet, les propriétés de
Pespérance et de la variance
nous donnent alors

E(aX+b) = aE(X)+b = ap+b

V(aX+b) = a®V(X) = a®c>.

o

— Astuce

1 encore, il suffit de se
rappeler que la somme de lois
normales indépendantes suit
une loi normale.

Les propriétés de I'espérance
et de la variance permettent
alors de retrouver ses para-
meétres.
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Soit encore

n n-1 n—1
D Xi0) = Fa@)) = 3. Ve & Uplo) = =5 3" Vi)
i=1 i=1 i=1

-1
- : 1S
Ceci étant vrai pour tout w € Q, on a donc | U, = — E Yiz.
o
i=1

Ala question 13.a, nous avons prouvé que les Y; suivent la loi normale A (0, 52).
Alors par indépendance des Y;, la question 9 prouve que U, suit une loi du Chi-deux a
n— 1 degrés de liberté.

Ona

(n—1)Sn <ol< (n—1)Sn
oD w1

n-—1 5
-2 Sp < )(1_%(71 -1).

(:»)(2%(71— 1) <

. n—1
Mais notons que U, = —5—5,, et donc on a

o2

(n—-1)S, << (n—1)S,

2 2
—————— <o ——"——o ya(n-1)<U, < yi_a«(n-1).
Xign=1) -1 -8

Par conséquent, les événements

(n - 1)Sn < 0_2 < (n B 1)Sn
Xia(n=1) =1

] et [)(Q%(n— 1)< U, < Xf_%(n— 1)]

sont égaux.

Puisque U, suit une loi du Chi-deux 4 n — 1 degrés de liberté, on a

a a
P ()(Z%(n— 1)< U, < Xf_%(n -~ 1)) =Gp1 (;(f_%(n— 1))—Gn_1 ()(Q%(n— 1)) =l-5-5 =l-a

< < =1 - a, prouvant que
Xig(n=1) x%m—lJ

(n-1S, (n-1)S,
-1 1)

] est un intervalle de confiance de o2 au niveau de confiance 1 — a.
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ECRICOME 2001

Sujet : Valeur absolue de la différence de deux loi exponentielles

Abordable en premiére année : X Intérée :

Thémes du programme abordés : variables  densité, produit de convolution

Modifications apportées au sujet d’origine : suppression de la recherche de la fonction de répartition de —X :
la densité d’une transformée affine est au programme.

Commentaires : une convolution trés classique, sans difficultés dans le calcul, idéal pour revoir la convolution.

Soient a et b deux réels strictement positifs, X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé,
indépendantes, suivant chacune une loi exponentielle de paramétres respectifs a et b.

1. Déterminer une densité de la variable aléatoire —X.

2. Montrer que Y — X admet une densité, notée h, définie par :

ab  _,,

it>0
K = P sit >
ab

e sit<0

On considére la variable aléatoire Z = |X - Y.
be~% 4 gebs
a+b
4. a. Montrer que Z est une variable aléatoire i densité et en donner une densité.

3. Soit s un réel positif. Etablir égalité P(Z <s)=1-

b. Montrer que Z admet une espérance et la calculer.

Sujet : Quelques calculs avec le produit scalaire canonique de J,(R).

Abordable en premiere année : X Intérée :

Theémes du programme abordés : produits scalaires, projections orthogonales

Modifications apportées au sujet d’origine : suppression de deux questions : la trace est au programme 2015.
Le produit scalaire a été renommé ¢.

Commentaires : intéressant si vraiment vous n’étes vraiment pas 2 l’aise avec les projecteurs orthogonaux/les

produits scalaires.

Soit n un entier supérieur ou égal 2 et soit E I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels. On note
I la matrice identité de E. On note ‘A la transposée d’un élément A de E.
On considére I'application ¢ de E X E dans R, qui 4 deux matrices A et B de E fait correspondre le réel
o(A, B) = tr(*AB).
1. Montrer que pour tous A, B € E, ¢(A, B) = ¢(B, A).
2. Soit A un élément de E. Montrer que ¢(A, A) est la somme des carrés des coeflicients de A.
3. Montrer, 4 l'aide des questions précédentes que ¢ est un produit scalaire sur E.
4. Soit B = (ey, ..., ey) la base canonique de R” et soit f 'endomorphisme de R” défini par

f(e1) = ey et pour tout entier k tel que 2 < k < n, f(ex) = ex—1.

a. Montrer que f est un automorphisme de R".
b. Soit U la matrice de f dans la base . Montrer que U" =T et que U~! = 'U.
On suppose, pour les deux questions suivantes, que n = 4.
5. Calculer U? et U?, et montrer que (I,U,U?, U?) est une famille orthogonale pour le produit scalaire ¢.

6. On note F le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille (1, U, U2,U%), et V la matrice de E dont la premiére
ligne est constituée de 1 et les autres uniquement de 0. Calculer le projeté orthogonal W de V sur F.
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ECRICOME 2001 : CORRIGE

EXERCICE 1

. ae™™ six 20
Une densité de X est fx : t > -

0 sinon
Par transformation affine, une densité de —X est alors

at it > at i<
Fxite 11fX(_t):{ge si —t O:{ae sit <0

| —=1] sinon 0 sinon

Les variables Y et —X sont indépendantes1 et ont toutes les deux une densité bornée. Par T Car X et Y le sont.
convolution, une densité de Y — X est alors la fonction

h:x— f O<Jf_x(t)fy(x —t)dt.

Or,ona fix(t)20et<0et fy(x-t)20ex-t>06 1< x.

» O

fy(x -1)#0
Pour x < 0,0n a

h(x) = f i ae®be P01 gt = ghe t* f i e!(@th) gy,

[oe] -0

Mais pour A< x,ona

¥ ta+h) L e 1 xa+b) _ Ala+b) L (a+b)x
e dt = | ——e = (e —e ) — —e .
A a+ b

4 a+b A—s-c0 a+b
ab ab
Et donc h(x) = ——elatb)xe=bx — 2 _pax
(x) a+ be ¢ a+ be
Pour x > 0,0on a
0 0 . .
1 ab L’intégrale est celle qui a
_ aty —b(x+t) 3, _ —bx (a+b)t g, _ —bx _ —bx 3 q
h(x) = f ae“ be dt = abe f € dt = abe a+b a+ be : été calculée 2 la question
- et précédente, avec x = 0.
b
a e six<O0
Ainsi, on a bien | h(x) = { @ *i)b
a —-bx g
e six >0
a+b
Notons que pour s positif, ona [Z <s]=[[Y - X|<s] =[-s <Y - X <5s].
Et donc 0.1
s 0 s
ab b
P(Z<s)=P(-x<Y-X<x)= h(t)dt = —e%dt + e 7 dt.
_s _sa+b 0 a+ ; }
Orona -2 2
0 1 0 1 1 FiGURE 1- La densité de
f e dt = [—eat] =———e% Y-Xpoura=1leth=4.
_s a s a a
et de méme
fs —bt [ —bt]s 1 ehs
e tdt=|——e =— -
0 o b b
Et donc
b b a a a+b ae b +be s aeUs 4 pe~as
P(Z £s) = - e ¥+ - e s = - =|1-
( ) at+b a+b at+b a+b a+b a+b a+b
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Pour s < 0, on a évidemment P(Z < s) = O car Z est A valeurs positivesz.
0 sis <0
Et dOnC FZ(S) = ae_bs + be 4 .
——————— sinon
a+b

La fonction Fy est de classe 6! sur ] — o0, O[ car constante, et sur ]0, +oo[ par opérations
sur les fonctions usuelles.
De plus,

Slgg{ Fz(s) =0= sll)I{)lJr Fz(s) = Fz(O)

Donc Fy est continue sur R, et 6! sauf en 0.

Ainsi, ‘ Z est une variable 2 densité. ‘
Une densité en est alors toute fonction qui coincide avec FJ, 1a oi celle-ci est définie?
Par exemple, on peut prendre

0 six <0
fz(x) = ab

s (e7* +e7b*) sinon

+00

it = [

Par définition, Z admet une espérance si et seulement si f
—0o0

converge*.
Or, on a, par le changement de variable x = at,

+00 1 +0o0 1 Foo 1 1
f te % dt = —f e~ dt = —f xe Y dx = ST(2) = .
0 a Jo a 612 0 aZ a2

+00 1
De méme, f te bt dt converge et vaut 7
0

+00
On en déduit que f tf7(t) dt converge car somme d’intégrales convergentes, et vaut
0

ab 1+1_1 a+b
a+b\a2 b2) a+b\b al’

1 a b
Etd Z ad ¢ EZ)=——|-+—-].
t donc Z admet une espérance et | E(Z) P (b + )

EXERCICE 2
Soient A, B € E. Alors

o(A, B) = tr("AB) = tr(*(*AB)) = tr('B' (' A)) = tr('BA) =

Soit A = (ai,j)lsi,jén € E. Alors

n

VG, j) € [ nl?, (AA); = > (Aikar; = ) akiak;.
k=1

k=1
1l vient alors

(A A) = tr(PAA) = Z(tAA)i,i = ai,i‘

Ainsi, | p(A, A) est bien la somme des carrés des coefficients de A. ‘

La premiére question prouve que ¢ est symétrique.
Soient A, B,C € E et A € R. Alors

»(AA + B,C) = tr(*(AA + B)C) = tr(A*AC + 'BC) = Atr(*AB) + tr(* BC) = Ap(A,C) + ¢(B, C).

Donc ¢ est linéaire 4 gauche. Etant symétrique, ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
La question 2 prouve que pour tout A € E, ¢p(A, A) > 0 car il s’agit d’'une somme de carrés.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

3 Crest-a-dire sur R*.
— Méthode
La ot Fz est dérivable, on

prend f(x) = Fi(x).

Et pour les points restants,

4 qui sont en nombre fini, on

peut choisir n’'importe quelle
valeur. Ici on a choisi de
prendre Fz(0) = 0.

4 Absolument, mais il s’agit
d’une fonction positive.

1.5 1
14

0.5 1

-1 1 2

FiGURE 2— La densité de Z
poura=1letb =4

La trace d’une matrice est
égale a la trace de sa trans-
posée (c’est évident si on
remarque que A et ' A ont

les mémes coefficients diago-
naux.)

M. VIENNEY
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Enfin, une somme de nombre positifs est nulle si et seulement si chacun de ces nombres
est nul. Donc en utilisant la question 2, on a

(A A) =0 e V(i) e[l,n]*ar =0 A=0.

Ainsi, | ¢ défini bien un produit scalaire sur E.

On sait déja par I'énoncé que f est un endomorphisme, donc il s’agit de prouver que f est
bijective.

Or, I'image de la famille (ey, . .
de R".

Et donc I'image d’une base est une base : f est un isomorphisme.

.,en) est la famille (e, 1, . . ., e,—1), qui est donc® une base

Et puisque son espace de départ et son espace d’arrivée sont les mémes, | c’est un automorphisme.

Ona f(er) = e, et donc
fz(el) = f(en) = en—lsfs(en) = €n-2,..

Plus précisément, pour k € [1,n], f*(en) = ens1-k-
De méme, on a f(ez) = e et donc f™(e2) = f"'(e1) = en+1-(n-1) = €2
On prouve de méme que pour tout i € [1,n],

e = PN en) = £ (e1) = envi—(noisn) = €.
———

=e

o fM(en) = 1.

Et donc la matrice de f™ dans la base % est la matrice identité, de sorte que m

Notons que U est la matrice de passage de la base canonique (ey, . . ., e,) 2 labase (en, €1, . .
Cette derniére base est orthonormée, car la base canonique I’est.
Et donc U est la matrice de passage entre deux bases orthonormées de R" : c’est une

matrice orthogonale, et donc

Dans cette question, on a donc

o 1 0 0
u-|lo o 1 o0

o o0 o0 1

1 0 0 0

On a alors

0010 000 1
> oo 01 s {100 0
U=11 0 0 ol*Y"=|o 1 0 ol
010 0 00 1 0

Et par conséquent,

o(I,LU)=tr(IU)=U =0
o(I,U?) = o(I,U*) = 0
(U, U?) = tr(*UU?) = tr(U~'U?) = er(U) = 0
(U, U%) = tr(U?) =0
(U, U?) = tr(U2U°) = tr(U) = 0.

Ainsi, | la famille (I, U, U%, U°?) est orthogonale.

Il existe plusieurs moyens de calculer un projeté orthogonal. Parmi ceux-ci, I'un nécessite
une base orthonormée de F. Puisque nous disposons déja d’une base orthogonale de F,
nous allons essayer dutiliser cette formule.

La famille (I, U, U?, U?) étant orthogonale, il sufhic de diviser chaque vecteur par sa norme
pour obtenir une famille orthonormée.

Or, |II? = o(1,1) = tr(I) = 4, donc ||I]| = 2.
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° en—l )'

Ce produit scalaire est sou-
vent appelé produit scalaire
canonique de ,(R). Il est
trés classique au concours,

et 'énoncé ne fournit pas
toujours les indications conte-
nues dans les deux premiéres
questions. Il faudra donc
savoir les refaire sans hésita-
tion.

5 Cest la méme famille
de vecteurs, seul I'ordre a

changgé.

Changer l'ordre des vecteurs
d’une base orthonormée ne
change ni la norme de ces
vecteurs, ni les produits sca-
laires de deux d’entre eux,
donc si la base de départ est
orthonormée, celle obte-
nue aprés permutation des
vecteurs |’est encore.

On utilise ici le fait que
ty=U"L

Si(ei, . . ., €p) est une base
orthonormée de F, alors

P
pr(x) = Z(X, ei)e;.
i=1

M. VIENNEY
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De méme, ||[U||? = o(U,U) = tr(!UU) = tr(U™'U) = tr(I) = 4, et donc ||U]| = 2.

On prouve de la méme maniére que ||U?|| = ||U|| = 2.
I U U*U
Et donc (5, > 5 7) est une base orthonormée de F.

Dans ce cas, il vient
3 N oo 3
_ U\ U! _ 1 oo
pr(V) = Z(P (V, 7) 5 = Z Z@(V,U YU'.

Etalors o(I,U) = tr(U) = 1,

01 0 O 0 01 O 0 0 0 1
_ 01 0 Of]_ N 0 0 1 0f]_ 3 0 0 0 1}]_
e(V,U) =1tr 010 0 =1,p(V,U%) =tr 00 1 0 =1,o(I,U") =tr 00 0 1 =1.
01 0 O 0 01 O 0 0 0 1
Et donc on en déduit que
, 1 1 1 1
1 ; 111 1 1 1
= 11 11
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Sujet : Equivalent lorsque A — +co de P(X = Y), ot X et Y sont indépendantes de méme loi m
de Poisson % (A).
Abordable en premiére année : v/ (sauf la partie IV) Intérée :

Theémes du programme abordés : intégrales impropres, séries, variables aléatoires discrétes,Scilab
Commentaires : trés similaire au probléme d’EDHEC 2013.

1 Xt 4 Xt

On définit la fonction I d’une variable réelle x par : I(x) = —dt
P 0 V1-1¢2

Partie I : Etude d’une suite d’intégrales.
On pose, pour tout k de N, Wy = f ’ (sin(w))* du.
0

1. Calculer les intégrales W, et W;.

N 1
2. a. Soit k € N. A I'aide d’une intégration par parties, montrer : Wy — Wi4o = ka+2.
2k)!
b. En déduire : Vk e N, Wy, = LE.
22k (k)2 2

Partie II : Une autre expression de I(x).
1k 1
t t
3. Montrer que, pour tout k de N, l'intégrale f dt converge et que f dt = W.
e P g 0 V1-1t2 ge et 0 V1-1¢2

Pour cela, on pourra utilise le changement de variable t = sin(u) aprés avoir justifié sa validité.

4. a. Montrer que la fonction I est définie sur R et préciser sa parité.
b. Donner la valeur de I(0).
5. Soit x € R;.
a. Soient ¢ € [0,1] et n € N. En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 2n appliquée a la fonction

u > e + e entre O et xt, montrer :

2n+1
X

(2n + 1)'

2(xt)2k
Z (2k)!

n 2k 2n+1

2x X T
=S Zwy | <« =T
) ;(zk)l S 200+ )¢

X

b. En déduire, pour tout n de N

2k o ok
x 1
c. En déduire que la série E ——— converge et que 'on a : E ——— = —](x).
2k (112 2k (kN2
= 22k (k") =2 (k" T

Partie III : Equivalent de I(x) lorsque x tend vers +co.

e T
6. Montrer, toutxde R, :0 < dt < —=.
ontrer, pour tout x de R, Npars >
1 1
7. a. Montrer, pour tout v de [O, 5} : 1< 1 <1 +v)2.
-v

b. Soit x € R,. Montrer, 4 I'aide du changement de variableu =1 —1¢ :

1 xt x 1 —xu
[Fw-s [
0 Vi-¢2 V2 Jo u
Viyf1-5

c. En déduire, pour tout x de R, :

d <f1 i< M & f urlud
e usxs S — u e uau.
V2Jo u 0 V1-1¢2 V2Jo u 2v2 Jo
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) . ) , . 1
8. a. Rappeler Pexpression d’'une densité de la loi normale d’espérance nulle et de variance 5>

En déduire les convergences et les valeurs des intégrales suivantes :

“+00 5 +00 >
f et dt etf t2e~t" dt.
0 0

b. Soit x € R%. A laide du changement de variable t = vxu, montrer :

1 —xu 1
f ¢ du ~ ﬁ et f e U\Nudu ~ vz .
0 \/a X—+00 \/; 0 X—+00 ZX\/;

9. En déduire :I(x) ~
X

Partie IV : Une application en probabilités.

Dans cette partie, A désigne un réel strictement positif.

On considére deux variables aléatoires indépendantes X et Y définies sur un méme espace probabilisé (Q, ¢/, P), suivant
toutes les deux la loi de Poisson de paramétre A.

On s’intéresse a la probabilité de 'événement [X = Y].

10.  a. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function r = estime(lambda) qui, prenant en argument un réel
lambda strictement positif, simule un grand nombre de fois les variables aléatoires X et Y, et renvoie une
estimation de P(X = Y).

On rappelle que linstruction grand(1, 1, ’poi’, lambda) simule la loi de Poisson de paramétre lambda.

b. Grice 4 la fonction précédente, on trace, en fonction de A, une estimation de VzAP(X = Y) pour 4 €]0,20] et
on obtient le graphe suivant :

0.7 +

0.6

0.5 [\A’W\WWW

0.4

0.3

0.2 - | . |
5 10 15 20

A la vue de ce graphe, proposer un équivalent de P(X = Y) lorsque A tend vers +co.

+00
) — vy = .24
11. Montrer :P(X =Y)=¢e Z ik
k=0
12. a. Exprimer P(X = Y) en fonction de A et de la fonction I.

b. En déduire un équivalent de P(X = Y) lorsque A tend vers +co.

Sujet : Obtention d’une loi de probabilité via sa fonction génératrice Moyen

Abordable en premiére année : X Intérée :
Thémes du programme abordés : diagonalisation, variables aléatoires discrétes
Commentaires : De I'algébre linéaire classique, avec en plus une application non triviale aux probas

Soit n un entier naturel supérieur ou égal 4 2.

On note E = R, [X] I'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal A n, et % = (1,X,...,X")
la base canonique de E.

On note, pour tout polyndéme P de E :

1
o(P) = =X(1 = X)P’ + XP.
n
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Partie I : Etude d’un endomorphisme de polynomes
1. a. Montrer que ¢ est une application linéaire.

b. Calculer ¢ (X™).

c. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

N

. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base %8. Préciser le rang de cette matrice.

o)

a. L’endomorphisme ¢ est-il injectif ? Justifier votre réponse.

b. Soit P un polynéme non nul de Ker(¢p).
Montrer que P admet 1 comme unique racine (dans C), et que P est de degré n.

c. Bn déduire une base de Ker(gp).
4. Montrer que ¢ est diagonalisable.
5. On pose, pour tout k de [0,n] : Pr = XK(1 - X)"7k.
a. Pour tout k de [0, n], calculer ¢(Py).
b. Montrer que la famille (P, Py, .. ., P,) est une base de E et expliciter la matrice de ¢ dans cette base.

c. Déterminer les sous-espaces propres de ¢.

Partie II : Etude d’une suite de variables aléatoires.

On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 A n, indiscernables au toucher. On effectue dans cette urne
une suite de tirages avec remise, et on suppose que I'expérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, o, P).

On note alors, pour tout k de N*, Y la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de numéros distincts qui ont été
tirés lors des k premiers tirages.

Par convention, on pose : Yy = 0.

6. On note, pour tout k de N*, Zj la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le k-iéme tirage améne un numéro qui
n’a pas été tiré lors des tirages précédents, et prenant la valeur 0 sinon.
On pourra remarquer que, en particulier, Zy = 1.

a. Déterminer la loi de Z,.

b. Soit k € N*. Calculer, pour tout j de [1, ]}, la valeur de Py, =jj([Zk+1 = 1]).
En déduire : P([Zxy1 = 1)) =1 - %E(Yk).

k
c. Soit k € N*. En remarquant que Y, = Z Zj, montrer :
=1

k
P(Zy = 1) =1~ 2Pz = 1D,

k-1
d. En déduire, pour tout k de N* : P([Z; = 1]) = (1 - %) .

e. Déterminer alors, pour tout k de N, 'espérance de Y.

7. On note, pour tout k de N, Gy le polynéme de R, [X] défini par :
n .
Gy = ZP([Yk = i)X’.
i=0
a. Déterminer les polynoémes Gy, G; et Gs.

b. Montrer, pour tout k de N et tout i de [0,n] :

P(lYier = i) = Lp(ve = 1)+ (1 _ ‘Tl) P([Ye =i - 1))

c. Montrer, pour tout k de N :
1
Gry1 = —X(l —XY)G]/c + XGg.
n

d. En déduire, pour tout k de N :
Gk = ¢"(Go).

8. a. Pour tout k de N, calculer Gi(1) et G (1).

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR


http://www.ecs2-fauriel.fr

b. En déduire, pour tout k de N :
1
E(Yg41) = (1 - ;) E(Yy) + 1.

c. Retrouver alors, pour tout k de N, I'expression de E(Yj) obtenue en question 6.e.

9. On rappelle que les polynémes Py, . . ., P, sont définis 4 la question 5 par :

pour tout j de [0,n], P; =X/(1-X)"".

a. Calculer Z (;l)P]

Jj=0

b. Montrer, pour tout j de [0,n] :

Sl

i=j
c. En déduire, pour tout k de N :
n i . -k
k _ mMm=J\ (1Y _1\i-ji|yi
SRl bl [ R 2

i=0 \ j=0

d. Montrer finalement, pour tout k de N et pour tout i de [0,n] :

- ()5 4
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EML 2018 : CORRIGE

PrOBLEME 1

Partie I : Etude d’une suite d’intégrales.

s

7
OnaWo=f 1du = z.
0

2
EtW1=f
0

sinudu = [— cos u]o% =
On a

oy

s

Wi — Wiio = f ’ ((sin Wk = (sinw)k + 2) du
0
= f ’ (sinu)k (1 —sin® u) du
0
%
= f (sinu)* cos® u du.
0

D’autre part, procédons 4 une intégration par parties dans Wy, en posant f(u) = (sinu

et g(u) = — cos u, qui sont deux fonctions de classe 6 sur [O, %] avec f'(u) = (k + 1) cos u(sin u)*

et g’(u) = sinu. On a alors

Wiso = [— cos(u)(sin u)k”]f+(k+1)f ’ (sinu)* cos® udu = (k+1) f ’ (sinu)* cos® u du.
0 0

1
Et donc on a bien | —— W15 = Wi — Wisos.
k+1

De la question précédente, on déduit que

Wers + ——Wiess = We © Wsp = <1
k+2 k+1 k+2 = Wk k+2—k+2~
1 ) (2k)!
Prouvons alors par récurrence sur k € N que Wy = PRI 2
0!
Pour k = 0, le résultat est vrai car Wy = g = W%
2k)!
Supposons donc que Way = %% Alor
W - W _2k+1
20k+1) = W2 = == Wok
C2k+1 Q) n

T 2k +222k(kN)2 2
2k +12k+2 (k) «
2k +2 2k + 2 22k(k!)2 2

3 2k +2)! L3
C(2(Kk + 1))2 22k (k)2 2
2k+2) =«

Donc la formule reste vraie au rang k + 1, de sorte que par le principe de récurrence,

2k)! =

Vk € N, Wor = Wa

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

— A Attention !

Pour tout u € R,

cos®u +sinu=1.

Nous cherchons ici & prouver
un résultat sur les termes
d’ordre pair de la suite (Wy).
Le terme suivant W5y est
donc W5, et surtout pas
Wags1-

VN

— Mdéthode

Nous savons que nous vou-
lons faire apparaitre du

(2k + 2)! au numérateur,

et nous avons déja (2k + 1)1, il
ne manque donc que 2k + 2.
Et pour le faire apparaitre,

il suffit de multiplier numé-

rateur et dénominateur par
2k + 2.

M. VIENNEY
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Partie II : Une autre expression de I(x).
Utilisons le changement de variable indiqué, qui est légitime, puisque la fonction u — sinu

T . .
est 61 sur ]0, 5 [, et strictement croissante!.

On aalors dt = cos u du. Mais puisque pour u € ]0, % [, cos(u) = O,onacosu = V1 — sin?u,

dt
etdoncdt = V1 - t2du & ——— = du.

V1 -2

De plus, lorsque u — 0, t — 0, et lorsque u — z, t— 1.

Alors, d’aprés le théoreme de changement de variable, sous réserve de convergence de
l'une de ces deux intégrales, on a

(I z

. k
f—dtz (sinu)* du = Wg.
0 Vi-1¢2 0

1 k
. ., TN . t
Et donc puisque Wy est une intégrale convergente?, on en déduit 2 la fois que f — dt
0 1-1t
converge, et qu’elle vaut Wg.
ext + e—xt

Pour tout x € R, la fonction ¢ est continue et positive sur [0, 1[.

1-1¢2
Au voisinage de 1, on a
e Xt 4 ¥t eX+e

12 =1 -2

1
. N . ’ 7’ 1
Mais d’aprés la question précédente, avec k = 0, f — dt converge, et donc par
0 1-1t

critére de comparaison pour les intégrales de fonctions positives, I(x) converge. Ainsi, I est
définie sur R tout entier.
De plus, pour tout t € [0, 1] et tout x € R, on a

Xt 4 =Xt e(—x)t + e—(—x)t

1—12 1—1t2

1 xt -xt 1
+
I(x):f S .
0 1 —t2 0

Et donc ’ la fonction I est paire sur R. ‘

de sorte que

(=2t 4 p=(-=x)t
& T gt =1I(-x).
1-1¢2

1+1 T 40

1
OnaI(O):f A= = 2w =[]
A 0 -

La fonction f : u > e¥ +e™ est <€2”” sur [0, x], et une récurrence rapide prouve que
pour tout k € [0,2n + 1], on a FRO(u) = e + (=1)ke .

En particulier, pour k € [0,n], on a f¥(0) =2 et fPk*D(0) =0

De plus, pour tout u € [0, x], |fC D ()| = e — e < e < €.

Ainsi, d’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 2n entre 0 et xt, on a

’ﬂﬂ Zfﬂ)

(xt)2n+1 . x2n+1
e x5 e
S @2n+1)! 2n+1)!

X

Mais nous avons déja dit que les f*)(0) valent 2 si k est pair et Osi k est impair, de sorte que

k
‘ﬂﬂ Zf()ok=e

Et donc on a bien pour tout t € [0,1] et tout n € N,

2n+1
X x

Senr )¢

5 2(xt)?k
ext + efxt _
;) (2k)!
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! Puisque sa dérivée est
cos(u), qui est strictement
positive sur cet intervalle.

2 Puisqu’intégrale sur un
segment.

— Méthode

Rappelons que pour utiliser
Taylor-Lagrange, il sufhit
de majorer [f?"* D] sur le
segment [0, x¢].

Ici, nous utilisons le fait
que ¢t € [0, 1], et donc

[0, xt] < [0, x], et donc
un majorant sur [0, x] sera
automatiquement un majo-
rant sur [0, x¢].

M. VIENNEY
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5.b. Pourtoutn e N, ona

5.c.

1 ext 2x2k 1 tk
:\f 2: 'j‘ dt
o V1 Ot Jo V1 -2

1 2k
f 1 Z 2(xt) Linéarité de I'intégrale.
0 2 (2k)!

n 2x2k

I(x) — E ——Whi
|
P (2k)!

1 n 2k
1 Xl 4 e Xt _ Z 2(xt) d Inégalité triangulaire.
0 V1-1¢2 (26!
1 1 2n+1
\/1 _ t2 (2n + 1)'
3 x2n+1 . f] dt
X e
(27’1 + 1)' 0 1- t2
< x2n+1 exwo _ x2n+1ﬂ ex
2n+1)! 2(2n +1)!

Pour tout k € N, en utilisant le résultat de la question 2, on a

2x2’<W 2x2k(2k) x x2k
@KL T KD 2RE)2 2 T 2Rk

Et donc en divisant par 7 'inégalité de la question précédente, il vient

2k 2n+1
2z ( ) — Z X <> e*
4 k(1P| S 220+ D)
x2n+1
Mais par croissances comparées, m — 0 de sorte que par le théoréme des
n I no+oo
gendarmes,
1 n x2k n X2k 1
lim |[—I(x) - — |=0¢o lim — = —I(x).
oo | 77 ( ) ; 22k((k!)2 n—>+oo;) 22k(k!)2 e ( )

Par définition, une série

2k converge si et seulement si la
Cela prouve 2 la fois que la série Z Sak s Converge et que suite de ses sommes partielles
k>0 27K (k1) converge, et dans ce cas, la

limite de cette suite est la
somme de la série.

+00 2k 1

X = —I(x).
kZ:;) 22k(k2 ()

Partie I1I : Equivalent de I(x) lorsque x tend vers +00.
Pour tout x > 0 et pour tout ¢ € [0,1[, ona 0 < e™** < 1, de sorte que par croissance de
I'intégrale,

0<f1 dt =Wy ==

= 0= —=.

0 Vl—t 0 Vl—t 2
1 1 1
Pourve |0,=|,ona=<1-v<1letdonc|1< )
2 2 1-v

Drautre part, on a
1-0)(1+0P=(1-0)(1+20+0*)=1+v-0> -0’ =1+0(l —v-12%).

Mais la fonction v — v2 + v — 1 est une fonction polynomiale de degré 2, dont les racines

1-5 0o Lt V5 1
sont 2 sbUet 2 Z z 3 On divise parl-v > 0,
donc le sens de I'inégalité est
inchangé.

—_

Elle est donc négative sur [ ] de sorte que (1-v)(1+v)> > 1 etdonc®| (1 +v)* >

2
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7.b.  Procédons au changement de variable indiqué, qui est légitime car affine. On a alors

1 xt 1 x(1-u)
e e
[ -
0 V1-1t2 0
xXu

1 —
e
exf
0 V2u-—u?

—du
1-(1-u)?

du

Notons que la premiére
intégrale converge d’apres
un raisonnement analogue
a celui de la question 4.a, et
donc la seconde intégrale

ff \/:

est alors automatiquement
convergente.

1
7.c.  Notons que I'inégalité de la question 7.a implique que pour v € [0, 5],

1
Or, pour u € [0,1[,0on a g € [O, 5 [, et donc

efxu

Vi

e

1__

\/_

Par croissance de I'intégrale, cela nous donne donc

G S «/‘f\/_

1__

Enfin, en utilisant le résultat de la question 7.b, il vient

dus s |

—_

. )

X 1
e
+ — e “\udu.
2\/§f0

1 xt 1
e e
Z du<f dt < — du
V2Jo Vu 0 Vi-¢2 V2Jo Vu

e 1 \/_
+ e *“Nudu.
2V2 fo

x/§212

& Danger !

La variance vaut %, donc
s 1
Iécart-type o vaut h

- dx = /.

Tdx ©

ir o VT
2

i
-

8.a. Ladensité demandée est f:x+> —e* = —e ¥
i VR
1
Si X est une variable aléatoire suivant la loi N (O, 5), alors on a
1:f f(x)dx-—f _xdx@f
Mais par parité de I'intégrande, on a alors
+oo 1 +o00 N
f e dx = —f e dx = ﬁ
0 2J-w 2
Drautre part,
1. V(X) = E (X?)-E(X)* =E (X?) = fﬂo X f(x)dx = L fm x%e
2 —00 \/E —00
Et 12 encore, un argument de parité nous donne
+00 N 1 +00 N
f x2e ™ dx = = f x2e™ dx =
0 2 —0
8.b. La fonction u — xu est €' sur 10, 1[, et strictement croissante.

$2 2t
On a alors u = — et donc du = — dt.

x x
Donc par le théoréme de changement de variable,

1 \F—t 2t
[ [t
0 0

T

=z

Vi
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Et donc, lorsque x — +o0, il vient

1 ,—xu \/} 400
ﬁ ¢ du = if e_t2 dt — if e_t2 dt =1.
Ve Jo Vu vz Jo x—+eo T Jo

e \r
du ~ —.
Vu x>+ 4fx

De la méme maniére, on prouve que

! Vx t 2t 2 W 2 [
f e_x”\/ﬂduzf e_tz——dt=—f e dt ~ —f e dt = vz .
0 0 \/J_Cx X\/J_C 0 x—+oo X\/} 0 ZX\/}
xt

1 —xt 1
e e
9. En notant que I(x) = f ——dt + f ———dt et en additionnant les inéoalités des
que I6x) 0 V1-—1¢2 0 V1 -—1t2 &

questions 6 et 7.c, on a

On en déduit donc que

< I(x) <

wm

e 1efxu eX 1
— du —f du + fefx”\/ﬂdu.
V2Jo Vu V2 Vu 2v2 Jo

T
, il vient donc
2x

VF VE VR R
\/Ej(; \/adu<ex\/;1(x) > \/_ \/_ 2\/_f Vu du.

N e*
Apreés division par

— 0 et grice aux équivalents de la question 8.b,
ex\/é X—+00

1
vV Y 1
—-— du—>1et£f e “\udu ~ N N7 =— — 0.
\Vr Jo \/ﬁ x—+00 24/ Jo x—+00 Q[ ZXX/; 4x x—+o0

Et donc par le théoréme des gendarmes,

Il est évident que

?f/__l(x) "l 1 de sorte que | I(x) ~ eNr

X—>+00 2x ’

Partie IV : Une application en probabilités.
10.a. Le programme suivant convient.

1 function r = estime(lambda)

2 r=20;

3 N = ;

4 for i=1 :N

5 if grand(1,1,’poi’,lambda) == grand(1,1,’poi’, lambda)
then

6 r =r+i ;

7 end

8 end

9 r=r/N;

10 endfunction

1 1
10.b.  Ilsemble que VZAP(X = Y) — o5t donc il est possible de conjecturer que P(X = Y) -+
11.  Parlaformule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements {[X = k], k € N},

on a

P(X:Y):iP([X:Y]m[X:k])

k=0
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= ) P(X=kIn[Y =k)
k=0

= Z P(X = k)P(Y = k)
k=0

i P(X = k)?
k=0

k=0

Nous avons donc, en utilisant le résultat de la question 5,

P(X =Y) =2 i L i @V* | 2alio
24 (klp £4 2Kkl -

Il ne reste plus qu’a combiner les résultats des question 9 et 12.a :

21 21 24
PX=Y)= g0 ~ CeVNT_| 1
T A—>+o0 T m 2\/7-[/1

Notons qu’on retrouve bien le résultat qui avait été conjecturé précédemment.

PROBLEME 2

Partie I : Etude d’un endomorphisme de polynomes.
Soient P, Q € R,,[X] et A € R. Alors, par linéarité de la dérivation,

@(AP + Q) = %X(l - X)(AP + Q) + X(AP + Q)

%X(l —X)(AP' + Q") + X(AP + Q)

A %X(l - X)P’ + XP) + (%xu - X)0' + XQ)

= Ap(P) + ¢(Q).

Donc | ¢ est une application linéaire de R, [X] dans R[X]. ‘

Ona
0 (X") = %X(l — X)X 4 XX" = (1 - X)X + X" =
Pour Q € R,[X], onadegQ’ < degQ — 1 et donc
deg(¢(Q)) < max (deg(Q’) + deg(X(1 - X)), deg(Q) + 1) < deg(Q) + 1.
Or, si P € R, [X], alors en séparant le terme de degré n des autres termes, on constate qu'’il

existe un réel a et un polyndéme Q € R,_1[X] tels que P = aX™ + Q.
Et par linéarité de ¢, on a alors

@(P) = ap (X") + ¢(Q) = aX" + ¢(Q).

Or, deg ¢(Q) < deg(Q) + 1 < n, de sorte que ¢(P) € R, [X].

Ainsi, ¢ est A valeurs dans E, et étant linéaire, c’est ‘ un endomorphisme de E.

Onag(l) =X, p(X")=X" et pour k € [1,n - 1],

n—k

k k k k
n n n n
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X et Y sont indépendantes.

Notons que pour linstant,
nous ne pouvons rien dire
du degré de ¢(P), méme si
on prouverait sans grandes
difficultés que ¢ est A valeurs
dans R, [X].

Pour ne pas trop nous avan-
cer, nous Nous contentons
pour l'instant de dire que ¢
est A valeurs dans R[X].
Notons que la question 1.c
prouvera que ¢ est 2 valeurs
dans R, [X].

— & Danger !

4 Tout ce qu’on peut dire en

toutes généralités sur le degré
d’une somme est que

deg(P + Q)
< max(deg P, deg Q).

Cette inégalité n’est pas
nécessairement une égalité.

M. VIENNEY
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Et donc la matrice A est donnée par

A = Matg (¢) =

o

i o -
(@)

€ J%n-%—l(R)-

n—1

R
0 1 1

Puisque la premiére ligne de A est nulle, elle est de rang au plus n.
Puisque d’autre part elle est triangulaire* et posséde n coefficients diagonaux non nuls, elle

est de rang au moins n.

Et donc

Puisque A est de rang n < n + 1, elle n’est pas inversible.

Donc ¢ n’est pas un isomorphisme, et donc | n’est pas injectif.

1 1
Soit P € Ker ¢. Alors =X (1 — X)P' = -XP & —(1 - X)P’ = -P.
n n

1
Soit a une racine complexe de P. Alors P(a) = 0 et donc —(1 — a)P’(a) = 0, de sorte que
n

P'(a)=0oua=1.

Supposons que a # 1, et notons m > 1 la multiplicité de a comme racine de P.
Alors a est racine de P’ de multiplicité m — 1.

1
Et donc a est racine de —(1 — X)P’ de multiplicité m — 1.
n

Mais —(1 — X)P’ = P, et donc a en est racine de multiplicité m, d’oli une contradiction.
n

Ainsi, ‘ 1 est la seule racine de P. ‘

d

Soit P € Ker(p) non nul, et notons d le degré de P, de sorte que P = Z arX*, avec ag # 0.

k=0

. d . . .
Alors le coefficient en X! de ¢(P) est ——ay + aq, qui est nul si et seulement si d = n.
n

Et doncsi ¢(P) = 0, nécessairementd = n :

4 Inférieure.

En dimension finie, un endo-
morphisme est injectif si et
seulement si il est bijectif.

Sim = 1, a n’est pas racine
de P’.

Lorsqu’on dit d’un polynéme
quil est de degré d, cela
signifie précisément qu’il
posséde un terme de degré d
non nul, et aucun terme de
degré plus élevé.

tout polynéme non nul de Ker(¢p) est de degré égal 2

s

Nous savons que tout polynoéme de C[X] se factorise en produit de termes de degré un.
Or, un élément non nul de Ker(¢p) est nécessairement de degré n, donc produit de n termes

de degré un.

Et puisque 1 en est la seule racine, nécessairement si P € Ker(gp), alors il existe 1 € C tel
que P = AX - 1)". Etdonc ‘ Ker(p) = Vect (X — 1)"). ‘

La matrice A est triangulaire inférieure, et donc ses valeurs propres sont ses coefhicients

diagonaux.

k
Ainsi, Spec(A) = {—, k € o, n]]}. Par conséquent, A posséde n+1 valeurs propres distinctes,
n

et donc est diagonalisable.

Et donc ’ ¢ est également diagonalisable. ‘

Pour k € [1,n— 1], ona P, = kX*1(1 = X)" % — (n - k)X*(1 - X)"~*~!. Et donc

o(Py) = %X(l = X) (kX*71 (1 = XK = (n = X*(1 - X)"F) + xR (1 - )

k

k
=| —Pg.
n

— —Xk(l _X)n—k+1 _
n

n-—k

Nous avons ici considéré
P comme un polynéme
complexe.

Mais puisque nous savons
qu’il s’agit d’un polynéme
A coefhicients réels, nous
pouvons en réalité affirmer
que A € R.

Nous traitons a part les cas
k = Oetk = n pour évi-
ter d’écrire des puissances

négatives.

k
—— XMl -x) e xR = ZxXFQ - xR (X + 1 -X)
n n
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D’autre part, on a Py = (1 — X)" € Ker ¢ et donc | ¢(P) = 0.
Et enfin P, = X" et donc ’ o(P,) = X" =P,.
Nous venons de prouver que pour tout k € [0, n]l, P est un vecteur propre de ¢ pour la
valeur propre —.
n
Donc (P, Pi, . .., P,) est une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres
distinctes : elle est libre. Ecant de cardinal n + 1 = dim E, c’est une
Et puisqu’il s’agit d’une base de vecteurs propres de ¢, la matrice de ¢ dans cette base est
diagonale :
12 n-1
Mat, = Diag (0, —, —, ..., 1.
(Po,....Pw) (@) g ( ' n n )
Puisque ¢ posséde n + 1 = dim E valeurs propres distinctes, ses sous-espaces propres sont
tous de dimension 1.
Et puisque pour tout k € [0, n]l, Pk est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre —,
n
c’est une base de Ex (¢).
Ainsi, | pour tout k € [0, n]], Ex (@) = Vect(Px).
Partie II : Etude d’une suite de variables aléatoires.
La variable Z, prend la valeur 0 si et seulement si les deux premiers tirages ont donné deux
fois le méme numéro.
Or,ilya n? tirages possibles pour les deux premiéres boules, dont n comprenant deux fois
la méme boule. )
n
Donc P(Z; =0) = — = —.
n> n _
Et par conséquentS, > Z» ne prend que les valeurs

1 Oet1.
P(Zy=1)=1-P(Zy=0)=1—-.
n

1
Ainsi, | Z, suit la loi de Bernoulli de paramétre 1 — —.
n

Sachant que [Y; = j], les k premiers tirages ont fait apparaitre j boules différentes. Et donc
pour que le (k + 1) tirage fasse apparaitre une nouvelle boule, il faut que celle-ci soit
tirée parmi les n — j boules qui ne sont pas apparues précédemment.
— :
J-q1-1
n

Et donc Py =j)(Zks1 = 1) =

Par la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements {[ Y, = j], j € [1, ]},
il vient

k
P(Zisr = 1) = > P(Yk = DPlyy=ji(Zker = 1)
j=1

Mw

j=1

. k k
@—ﬁ)ﬂn=ﬁ=§PM%=ﬁ—%zh”ﬂ=ﬂ
j=1 Jj=1

~
Il

1
=1 - ~E(Yp).
n

k k

Comme indiqué dans I’énoncé, on a bien Y = Z Zj., puisque Z Zj. est égal au nombre
= P

de fois ot 'on a obtenu une boule qui n’était pas sortie précédemment : c’est donc le

nombre de boules différentes apparues lors des k premiers tirages.
k

Par linéarité de 'espérance, on a alors E(Y) = Z E(Z)).
=1
Mais les Z; suivent des lois de Bernoulli, donc pour tout j € [1, k], E(Z;) = P(Z; = 1).
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Et donc

k k
1 1 1
P(Zi = 1) =1~ ~E(¥) =1~ E;E(zj) =|1- ;;P(Zj = 1),

Prouvons le résultat par récurrence forte sur k.

0
1

Pour k = 1, c’est évident car P(Z; = 1) =1 = (1 - —) .
n

j-1
Supposons donc que pour tout j € [1,k], P(Z; = 1) = (1 - 1) . Alors
n

k
1
P(Zisi=1)=1-~ Y P(Zj=1
(Zks1 =1) ”~:1(] )

k -1
1 1y
a2l
j=1
k-1 i
_q-1 (1_1)
nl:O n
1)
T )
k

k-1
1

Par le principe de récurrence forte, | pour tout k € N, P(Z; = 1) = (1 = —) .
n

La relation prouvée 2 la question 6.b nous donne

n

1 k
EYy)=n—nP(Zpy=1)= n(l—(l——) )

Puisque Y est certaine égale 4 0 et que Y; est certaine égale 2 1, on a Gy = P(Yy = 0) = 1
et G; = P(Y; = 1)X = X. De plus

1 n—1

G =PYo=1)X+P(Y,=2)X2=P(Y,=1D)X+(1-P(Y,=1)X>=|-X + X2
n

n

Draprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements
1Yk = jl. j € [1,k]}, ona

k
P(Yior = i) = ) P([Yeer = i N [Yi = j]).
i=1

Or a chaque tirage, nous avons au plus un nouveau numéro, de sorte que Yy, ne peut étre
égal qua Yy oud Yy + 1.

Autrement dit, si j ¢ {i,i — 1}, P([Yee1 = i] N [Ye = j]) = 0.

Et donc

P(Yir1 = i) = P([Ygs1 = 1] O [V = i]) + P([Yisr = i] N [V =i = 1])
= P(Yr = )Py, =)(Ye+1 = i) + P(Yg = i = )Py, =;—11(Yx = i)

= ipy, =)+ (1 _ g)p(yk —i-1).
n n
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Une récurrence forte s’utilise
quand pour prouver la pro-
priété au rang n + 1, nous
n’avons pas uniquement be-
soin de savoir qu’elle est vraie
au rang n, mais A tous les
rangs 1,2, ..., n.

i=j-1.

Somme des termes consécu-
tifs d’une suite géométrique
de raison 1 — % # 1.

P(Y; = 1) est la probabilité
d’avoir deux fois la méme
boule lors des 2 premiers
tirages.

Or il y a n? tirages de deux
boules possibles, dont n
comportant deux fois la
méme boule.

% est la probabilité que,
ayant déja tiré i numéros
distincts, on tire de nouveau
I'un de ces numéros.

Et au contraire, 1 — %
la probabilité de tirer un
numéro distinct des i — 1 déja
sortis.

est
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En utilisant le résultat de la question précédente, il vient

Gray = ZP(Yk+1 =X = Z (%P(Yk =i)+ (1 - %) P(Yp=i- 1)) X!

i=0 i=0
n i n+1 i—1

= Z —P(Y = )X + Z (1 - —) P(Yp = i—- X
i=0 n i=1 n

1 n ) n . )
- Z iP(Yy = )X + Z (1 - i) P(Yg = )X
n n

i=0 i=1

n

1 .
- E iP(Y, =DX'+X
n

i=0

n n
. 1 .
P(Y = X' = = )" iP(Y; = DX
n <
1 i=1

X n n
=2 NPV = )X+ XGy - Z iP(Yy = )X!

n i=1 i=1

i=

X2
n

1 n ‘
~-X(1-X) Z iP(Yy = DX + XGy
n

i=1

1
=| =X(1 - X)G}, + XG.
n

Nous venons de prouver que Gi+1 = ¢(Gg).

Une récurrence rapide prouve alors que pour tout k € N, | Gy = (pk (Go).
Ona

Gi(1) = ZP(Yk =i)x1k = ZP(Yk =) :
i=0 =0

Et de méme,
n

G (1) = ) iP(Y, = i)"! = Zn: iP(Yy = i) = m

i=1 i=1

On a, en dérivant la relation de la question 7.c,
7 1 144 1 ’ 1 ’ ’
Grar = 7 X(1=X)G}/ + ~(1 = X)G| = ~XG} + G + XG

et donc

E(Yk+1) = Gl’c+l(1) = —%Gllc(l) + Gk(l) +Gl’c(1) = (1 - %) G],C(l) +1= (1 - %) E(Yk) + 1.

Nous venons donc de prouver que la suite (E(Yx))ks0 est une suite arithmético-géométrique
. 1

de raison 1 — —.

Et donc nous savons qu’il existe A € R tel que, en posant ux = E(Yy) + A, alors (uy) est

géométrique de raison 1 — —.

Or, pour tout k € N,
1 1
e = (1= 3 )on @ B +2= (1 2) v+
1 1 1
S|1-—|EV)+1+A=|1——|EXY)+[1-=]A
n n n
& A=-n.
1
Autrement dit, en posant u; = E(Yx) — n, alors (uy )i est géométrique de raison 1 — —, et

1\* "
donc Yk € N, uy = (1 - —) up.

Mais ug = E(Yy) — n = —n de sorte que

k k
E(Yk)zuk+n=—n(1—l) +n= n(l_(l_l) )
n n
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— Astuce
Pouri = n + 1, le terme
1- % est nul, donc on ne
change rien en l'ajoutant 4 la
somme.
Etle terme en i = 0 est nul
car P(Yy = —1) = 0. Donc on
peut le retirer de la somme.

— Méthode

Si vous connaissez direc-
tement la formule don-

nant A (Cest A =
l-a

pour une suite vérifiant

Upi| = AUp + b), vous pouvez

lutiliser.

Mais si vous voulez vous évi-

ter d’apprendre une formule

de plus, il suffit de savoir

qu’un tel A existe et d’étre

capable de le retrouver.

M. VIENNEY
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9.a. On a, d’aprés la formule du bindme de Newton,

> (’7)Pj = (7)XJ(1 SX T = (X (1= X)) =17 =
S\ 4\
9.b. Utilisons de nouveau la formule du bindme :

n—j R n . n .
i L uiNO(n— K wiNO(n— i n—j e i—j=kei=k+jetdonc
P; =X/(1=-X)"" _XJZ( k )(_X) _XJZ (l‘_j)(_Dl X = Z (i— ')(_1)1 X si k varie de 0 A n — j, alors i

-~ -~ j :
k=0 1=j =y varie de j i n.

9.c. Draprés la question 9.a, Gy = Z (n)Pj
" J
j=0

Or, P; étant un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre i, on en déduit que pour tout
iy "

k e N, (pk(Pj) = (—) P]
n

Et dong, par linéarité de oF,

= (n = (n
o=t ()] = 3 (D)o
=0 v =0 v
_n n(i’)kp_" n(i)kzn:n J(l)l_JXl
4\ \n) L) \n) La\i-
j=0 Jj=0 i=j
N (N () (2N qyisig
[0 o
i \n)\n jl \n
9.d. Puisque G = ¢*(Gp), en identifiant® le coefficient de degré i, il vient ®1l'y a unicité des coeffi-
cients d’'un polyndme.
, n\(n-j _
P(Yr =i) = 1)
T
=2' n () (1)k (1)
24 = =~ \n
! n! i! i
_Z i(n—i)j '(l—])'( ) (=D Notons que de maniére

surprenante, cette somme
est nulle pour i > k, car

i 9 sk .
n i i (] P(Yg = i) est évidemment
050
Jj=0

Remarque : le résultat obtenu permet facilement d’en déduire une formule pour le rang
du premier tirage ot 'on a obtenu les n numéros. En effet, si on note X le rang de ce tirage,

on a
1l faut qu’on ait eu la néme

P(X = k) = P(Yy =n) — P(Yi_i = n) boule lors du k®me tirage, et

donc qu’on n’en ait eu que

S-S @

j=

()2 (e )

Jj=0
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Sujet : Etude d’un endomorphisme et d'un produit scalaire de R, [X].

Abordable en premiére année : X Intérée :
Theémes du programme abordés : diagonalisation, produits scalaires, endomorphismes symétriques.
Commentaires : rien que du trés classique (surtout 2 Lyon), idéal pour revoir les fondamentaux.

Partie I : Ecude d’un exemple

0 -1 0
On considére la matrice A de #3(R) définie par : A=[0 2 -4
0 0 6
1. La matrice A est-elle inversible ? Quel est son rang ?
2. Quelles sont les valeurs propres de A ? La matrice A est-elle diagonalisable dans J#3(R) ?

3. Déterminer une matrice P de #(3(R) inversible, dont les coeficients de la premiére ligne sont tous égaux 2 1, et
une matrice D de J#3(R), diagonale, dont les coefhicients diagonaux sont rangés dans 'ordre croissant, telles que :
A=PDP L.

Partie II : Etude d’un endomorphisme d’un espace de polynémes.

Soitn € N tel que n > 2.

On note E = R,[X] lespace vectoriel réel des polynomes a coeflicients réels, de degré inférieur ou égal a n, et
P =(1,X,X?,...,X") la base canonique de E.

On note, pour tout polynéme P de E, T(P) = (X (X — 1) P’)’, ot 'accent désigne la dérivation.

Par exemple, si P = X2 alors P’ = 2X et donc

T(P) = (X(X - 1)2X)" = (2X° - 2X?)" = 6x> - 4X.

. Montrer que T est un endomorphisme de E.
. Calculer, pour tout k de {0, ..., n}, T(X*). En déduire la matrice M de T dans la base %.
. L’endomorphisme T est-il bijectif ? Quel est le rang de T ? Déterminer Ker(T).

N O o A

. Quelles sont les valeurs propres de T ? L’endomorphisme T est-il diagonalisable ?

Partie III : Intervention d’un produit scalaire.
On conserve les notations de la partie II.
On considere lapplication ¢ : E> — R définie par :

1
1P.Q) g 0) = [ PQWdr.
8. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

1
9. Démontrer :VY(P,Q) € E2, o(T(P),Q) = —f x(x — 1)P'(x)Q’(x) dx.
0
10. En déduire que T est un endomorphisme symétrique pour le produit scalaire ¢.
Quel résultat de la partie II peut-on ainsi retrouver ?
11.  a. Brablir : VP € E, o(T(P),P) = 0.
b. Déterminer I'ensemble des polynoémes P de E tels que ¢(T(P), P) = 0.

Partie IV : Retour sur ’exemple de la partie I.
On conserve les notations des parties II et III et on suppose dans cette partie que n = 2.

12. Quelle est la matrice de T dans la base % de E ?
13. En utilisant les résultats obtenus dans la question 3 de la partie I, déterminer une base orthonormale 6 de E pour le

produit scalaire ¢, formée de vecteurs propres de T associés aux valeurs propres de T dans l'ordre croissant.
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14. Déterminer, par sa matrice dans la base 6 de E, un endomorphisme V de E, symétrique pour le produit scalaire ¢,

tel que :
VoV=T
VP € E, o(V(P),P) > 0
Sujet : Etude d’une fonction définie par une intégrale.
Abordable en premiére année : v/ (sauf question 12) Intérét :

Theémes du programme abordés : intégrale impropres, suites et séries, Scilab , variables aléatoires 4 densité,
convergence des variables aléatoires.

1

+00
On déhnit la fonction réelle H d’une variable réelle x par : H(x) = f ———dt.
0 (1 + tZ)x

1
=, +00
2

Dans tout le probléme, I désigne lintervalle

Partie I : Premiéres propriétés de la fonction H.
1. Justifier que la fonction H est définie sur I.
2. Montrer que H est décroissante sur I.
3. a. Calculer H(1).
b. Soit n € N*. Montrer, 4 'aide d’une intégration par parties : H(n) = 2n(H(n) — H(n + 1)).
En déduire une expression de H(n + 1) en fonction de n et de H(n).
c. Ecrire un programme en Scilab qui, étant donné un entier n de N*, renvoie la valeur de H(n).
2n —2)!
d. Montrer :V¥n € N*, H(n) = (n—)nz
2211 ((n - 1))

, 1
Partie II : Etude de H(x) lorsque x tend vers 3

et —e¥

4. a. Montrer que la fonction ¢ : u - — — estune bijection de R sur R.

Préciser 7' (0) et lim o ().

b. Alaide du changement de variable ¢ = ¢(u), montrer :

4 +00 1
VXGI, H(X)=?£ Wdu
5. a. Justifier : Yu € [0;+00[, e¥ < ¥ +e* < 2e¥.
4

1
b. En déduire :Vx € I, —— < H(x) <
2x —1

1 1
6. Déterminer la limite de H en 5 etun équivalent simple de H(x) lorsque x tend vers 5

Partie III : Etude de H(x) lorsque x tend vers +co.
7. a. Montrer :Yu € [0,1], In(1 +u) > %

+0o
<o ) ) .. .y 2
b. ATaide d’'une loi normale bien choisie, montrer que, pour tout x de I, I'intégrale f e X2 gy converge et
0

calculer sa valeur.
1 1
1
c. En déduire :VxGI,OSf —dt<f e 12 gt < z
0 (1 + t2)x 0 2x
1 1
dt < .
A+ S ox—1
e. En déduire la limite de H en +oo.

+00
d. Montrer :Vx €I, 0 <f
1

8. On note, pour tout n de N*, u, = In(H(n)) + ]nén).

a. Déterminer un équivalent simple de uy11 — u,, lorsque I'entier n tend vers +co. On pourra utiliser le résultat
obtenu 4 la question 3.b.
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b. Montrer que la série Z(un+1 - uy,) converge.

n>1

c. En déduire I'existence d’un réel K strictement positif tel que : H(n) ~

n—+oo % '

9. Donner enfin un équivalent simple de H(x) lorsque le réel x tend vers +co 2 l'aide de K.

Partie IV : Etude d’une suite de variables aléatoires.

0 sit<0
On considére la fonction f définie sur R par :Vt € R, f(t) = Q>0
(1 +1t2)
10. Montrer que f est une densité.
11. On consideére une variable aléatoire réelle X A densité, de densité f.
a. Déterminer la fonction de répartition Fx de X.
b. La variable X admet-elle une espérance ? Une variance ?

12. On considére une suite de variables aléatoires réelles (X, )nen- 2 densité, A valeurs strictement positives, mutuellement
indépendantes, dont chacun a pour densité f.

) ) . n
On définit, pour tout n de N*, les variables aléatoires M,, = max(X,...,X,) et Z, = T
n

a. Déterminer, pour tout n de N*, la fonction de répartition Fy, de M,.

fa—

1
b. Justifier : Yu €]0, +oo[, Arctan(u) + Arctan (—) = % et Arctan(u) ~ U
u u

—

2 n
c. Montrer alors, pour tout n de N* : Vx €]0; +oo[, P(Z, < x) = 1 - (1 — ZArctan (f)) .
/1 n

d. En déduire que la suite de variables aléatoires (Z,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire 2 densité
dont on reconnaitra la loi.
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PROBLEME 1

Partie I : Ecude d’un exemple.

An’est pas inversible car elle posséde une colonne nulle, et donc son rang est inférieur ou
égal 2 2.

Drautre part, la deuxiéme et la troisiéme colonne ne sont pas colinéaires, et donc son rang
est au moins égal 3 2.

On en déduit donc que

Aest triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres sont sur sa diagonale :‘ Spec(4) = {0, 2, 6}. ‘

Et donc A est une matrice 3x3 qui posséde trois valeurs propres distinctes :‘ elle est diagonalisable. ‘

Si une telle matrice D existe, elle est semblable 4 A et donc ses coefhcients diagonaux sont

les valeurs propres de A. Puisque ces coefficients doivent étre rangés dans I'ordre croissant,
0 0 O) A et D sont semblables, donc

. . possédent les mémes valeurs
nécessairement, D=0 2 0 propres. Mais D étant diago-
0 0 6

nale, ses valeurs propres sont

ses coefficients diagonaux.
De plus, nous savons que A = PDP! si et seulement si les colonnes de P sont des vecteurs

propres de A.
Plus précisément, puisque D est fixée, la premiére colonne de P doit étre un vecteur propre
de A associé 2 la valeur propre 0, la seconde doit étre dans E»(A) et la troisiéme dans Es(A).

Puisque la premiére colonne de A est nulle, et que! dimEy(A) = 1, nécessairement ! A possede 3 valeurs propres,
1 dOIlC ses SOUS-eSPaCeS prOpreS
Eo(A) = Vect ((O)) sont tous de dimension 1.
0

x x x
Drautre part, (y) € Ex(A) & A(y) =2 (y) Soit si et seulement si

z z z

-y =2x _ x X x 1
y=-2x

2y—4z =2y (:){ B oly|=|-2x| e |y]e Vect|-2].

6z =2z 2=0 z 0 z 0

1
On en déduit que E»(A) = Vect (—2).
0

1
De méme, une résolution de systéme nous donne E(A) = Vect (—6).
6

Puisque de plus, ’énoncé impose de choisir des vecteurs propres dont la premiére coor-

1 1 1
donnée vaut 1, il n’y a qu’une solution possible : P = (O -2 —6).
0 O 6

Partie II : Etude d’un endomorphisme d’un espace de polynémes.

Soit P € E. Alors P’ est de degré inférieur ou égal 2 n — 1 et donc X(X — 1)P’ est un
polynéme de degré au plus n + 1.

Et donc T(P) = (X(X — 1)P’)" est un polynoéme de degré au plus n : T(P) € E.

Soient P,Q € E et A € R. Alors,

T(AP + Q) = (X(X — 1)(AP + Q)')’
=(AXX -1DP + XX -1Q"
=A(X(X - 1P + (X(X - 1)Q") = AT(P) + T(Q).

Ainsi, T est linéaire, et donc | T est un endomorphisme de E.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

CORRECTION

283

OnaT(X%)=T(1)=0et pour k > 1,

TO%) = (XX - DRXM) =k (X = x5)" = k(k + )xF - 12K

On en déduit que la matrice de T dans la base % est

0 -1 0 0
0 2 -4
M = Matgp (T) = € Mp1(R).
: n(n—1) —n?
0 0 n(n+1)

La matrice M posséde une colonne nulle, et donc ne peut pas étre inversible.

Par conséquent, | T n’est pas bijectif.

D’autre part, puisque M est triangulaire et que 0 n’apparait qu’une fois sur sa diagonale,
dlmEo(M) =1.

Et donc rgM = n+1 - dim Eo(M) = n.

On a alors rg(T) = n, et donc par le théoréme du rang,

dimKer(T) = dimE - rg(T) =n+1-n=1.

Puisque 1 € Ker(T), on a donc ’ Ker(T) = Vect(1). ‘

Puisque M est triangulaire, ses valeurs propres sont ses coeflicients diagonaux :

Spec(M) = {k(k + 1), k € [0, n]]}.

Et donc| Spec(T) = {k(k + 1), k € [0.n]}. |

Puisque P'application x +— x(x + 1) est strictement croissante sur R, ces valeurs propres

sont deux 2 deux distinctes, et donc T possede n + 1 = dimE valeurs propres : T est
diagonalisable.

Partie III : Intervention d’un produit scalaire.
Soient P,Q,R € E et A € R. Alors

1
o(AP + Q,R) = L (AP(x) + Q(x))R(x) dx
1
- fo (APGORGx) + QGOR(Y)) dx

1 1
= /Ij(; P(x)R(x)dx + j(; Q(x)R(x)dx = Ap(P,R) + ¢(Q, R).

Et donc ¢ est linéaire 4 gauche.
Drautre part, pour P,Q € E,on a

1 1
o(P.0) = fo P(0Q(x) dx = fo 0(x)P(x) dx = 9(Q. P).

Donc ¢ est symétrique, et donc? est bilinéaire symétrique.
Soit P € E. Alors la fonction x — P(x)? est positive sur [0, 1], de sorte que, par positivité de
I'intégrale

1
@(P,P) = fo P(x)? dx > 0.

De plus, x — P(x)? est continue et positive sur [0, 1]. Or, I'intégrale d’une fonction continue
positive est nulle si et seulement si cette fonction est identiquement nulle.
Et donc si (P, P) = 0, alors ¥x € [0, 1], P(x)> = 0 & ¥x € [0,1], P(x) = 0.
Mais P posséde alors une infinité de racines, et donc est le polynéme nul.

Ceci achéve de prouver que | ¢ est un produit scalaire sur E.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

— Danger r‘;% EE—
Attention 2 ne pas dire que
le rang d’une matrice trian-
gulaire est égal au nombre
de ses coefficients diago-
naux non nuls, ce n’est pas
toujours vrai. Par exemple

0 1
(O O) est de rang 1.

De méme, M n’est pas éche-
lonnée (la deuxiéme ligne
commence par autant de 0
que la premiére), et donc on
ne peut y voir directement n

o

pivots.

Ker(T) est I'ensemble des
polynémes constants.

2 Car elle est linéaire 3
gauche.
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Soient P, Q € E. Alors

1
o(T(P). Q) = fo (x(x - DP'Y (x)Q(x) dx.

Procédons a une intégration par parties en posant u(x) = x(x — 1)P’(x) et v(x) = Q(x), qui
sont deux fonctions de classe 6! sur [0, 1] avec u’(x) = (x(x — 1)P’)’(x) et v’(x) = Q'(x).
Alors

1 1
p(T(P), Q) = [x(x = DP'(x)Q(x)]y— f x(x=1)P'(x)Q"(x) dx = | - f x(x = DP'(x)Q"(x) dx.
0 0

Soient P,Q € E. Alors
@(P,T(Q)) = ¢(T(Q),P)
1
= —f x(x — 1)Q’(x)P’(x) dx
0

1
- fo *(x ~ DP'()Q'(x) dx = p(T(P). Q).

Et donc | T est un endomorphisme symétrique pour le produit scalaire ¢.

On retrouve ainsi le fait que T est diagonalisable.

1 1
Soit P € E. Alors o(T(P), P) = —f x(x — DP'(x)* dx = f x(1 = x)P'(x)? dx.
0 0

Or, sur [0, 1], la fonction x + x(1 — x)P’(x)? est positive, donc par positivité de l'intégrale,

D’aprés ce qui précede, si o(T(P), P) = 0, alors pour tout x € [0, 1], x(1 - x)P’(x)?> = 0, de
sorte que3 Vx €]0, 1[, P/(x) = 0.

Mais alors P’ est un polynéme qui posséde une infinité de racines : P’ = 0, et donc P est
constant.

Inversement, si P est constant, alors P € Ker(T) et donc ¢(T(P), P) = ¢(0, P) = 0.

Nous avons donc prouvé que ‘ o(T(P),P) =0 & P € Ker(T) = Vect(1). ‘

Partie IV : Retour sur ’exemple de la partie I.
D’apreés les calcul de la question 5, on a

0 -1 0
Mat%(T):(o 2 —4) =[A]

0 0 6

Les sous—espaces propres de T étant deux 4 deux orthogonaux*, nous savons qu’une telle
g q

base est obtenue par concaténation de bases orthonormées de chacun de sous-espaces
propres.

Or 4 la question 3, nous avons obtenu des bases de chacun des sous-espaces propres de A, il
est aisé d’en déduire que

Eo(T) = Ker(T) = Vect(1), Ex(T) = Vect(-2X + 1), E¢(T) = Vect(6X> — 6X + 1).

Puisque chacune de ces bases est formée d’un seul vecteur, il sufht de diviser ce vecteur
par sa norme pour obtenir une base orthonormée de chaque sous-espace propre.

1
OnaII1II2=f 1dx = 1, donc ||| = 1.
0

1 1
4 1
||—2X+1||2=f(—2x+1)2dx=f(4x2—4x+1)dx=§—2+1=§.
0 0

1
Donc || -2X + 1| = —.

V3
Enfin,

1 1
||6X2—6X+1||2=f (6x2—6x+1)2dx=f (36x* +36x% + 1 — 72x° + 12x% — 12x) dx
0 0
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Symétrie de ¢.

Question précédente.

3En0eten 1, x(1 - x)
s’annule et on ne peut donc
rien dire sur P(x).

4Car T est symétrique.

Les vecteurs propres de A
sont les vecteurs colonnes
des coordonnées dans la
base canonique des vecteurs
propres de T.
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=3—6+§+1—2+£ 2=§+12+1—18+4—6
5 3 4 3 2 5
_36_7_1
5 ©5

1
Et donc [|6X% - 6X + 1|| = —.
V5
Par conséquent, on peut prendre | € = (1, \/3(—2X +1), \/§(6X2 - 6X + 1)) .

0 O 0
Notons D; =|0 V2 0 | etsoitV 'unique endomorphisme de E dont la matrice dans
0 0 V6
la base € est D;.
Alors D? = D = Matg(T), de sorte que VoV =T.
Puisque 6 est orthonormée et que D; est symétrique, alors V est un endomorphisme
symétrique.
X
Drautre part, puisque 6 est une base orthonormée, si P € Eetsi X = |y | € M3 1(R) estle
z
vecteur des coordonnées de P dans la base 6, alors

0
o(V(P),P) = (DiX)X = 'XDiX = (x y 2)|V2y|=V2¢y?+V6z% > 0.
V6z

PROBLEME 2
Partie I : Premiéres propriétés de la fonction H.

Soit x € I. Alors la fonction t — est continue sur [0, +oo[.

(1 +12)
1 1

0 ——==<« < -5
(1 + t2)x (t2)x t2x

Or, pourt > 0,0na

t2x

L1 o dt
On en déduit donc que —
1 (1 + t2)x

sur le segment [0, 1], I'intégrale définissant | H(x) converge |.

/N Une erreur classique serait de dériver H, par exemple en dérivant x

+00
Mais 2x > 1, de sorte que f —— converge®.
1

, et puisqu’il n’y a pas de probleme de convergence

- et en plagant

1
(1+1¢2)
cette dérivée sous une intégrale de 0 a +oo.
Aucun théoréme ne justifie ceci®, et nous ne savons donc rien de la dérivabilité de H.
Pour étudier sa monotonie, il faut donc revenir a la définition de la croissance/décroissance d’une

fonction.

Soient donc x,y € I avec x < y. Alors pour tout t > 0, on a

L1
A +2)x = (1+2)y

A+ <1+ o
Et donc par croissance de I'intégrale,

+00 1
F(x) = — _dt>
() fo aror

Et donc ’ F est décroissante sur 1. ‘
Soit A > 0. Alors

oo 1

A
1
f dt = [Arctan(t)]OA = Arctan(A) — Arctan(0) — z
o 1+ t2 ———— 2

A—+o0
=0

Et donc H(1)—f+m L =%
“Jo 1427 T 20
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Un endomorphisme est sy-
métrique si et seulement si sa
matrice dans une base ortho-
normée est symétrique.

Etudier le domaine de conti-
nuité de 'intégrande permet
de bien montrer que le seul
probléme de convergence de
l’intégrale se trouve au voisi-
nage de +oo, et donc quon
va se contenter d’une étude
au voisinage de +oo.

> Intégrale de Riemann.

6 De tels théorémes existent,
mais ne sont pas au pro-
gramme d’ECS et ne s’ap-
pliquent que sous certaines
conditions.

La fonction x + X est crois-
sante si ¢ > 1 (et décroissante
sit €]0, 1]). Orici, 1 + 2 est
bien supérieur ou égal 2 1.

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

3.b.

3.d.

286

EML 2017

Comme indiqué, procédons 4 une intégration par parties, sur un segment [0, A].

1
Posons i cet effet u(t) = aTor et v(t) = t, qui sont deux fonctions de classe 6! sur
2nt
[0, A] avec u/(t) = Ao etv'(t) = 1.

1l vient donc

fA L =t A+fA LA
o (+tHn A+, Jo (1 +2)ntd
A A1+ -1
e [

(1+A%)r o (L+2)ntt

A 4 A1
S A Sy L "
(1+A%)" o 1+ o (1+3)n+t

1 1

+00 +oo
A_)—+>m2nﬁ mdt—ano‘ mdtzZn(H(n)—H(n+l))

Et donc on a bien ‘ H(n) =2n(H(n) - H(n+1)). ‘
2n—1
n

Soit encore | H(n + 1) = H(n).

Il s’agit d’utiliser les résultats des deux questions précédentes : nous connaissons la valeur
de H(1) et disposons d’une formule exprimant H(n + 1) en fonction de H(n).

Cette formule s’écrit encore H(n) = ;Z — ;H(n -1).
1 function y = H(n)
2 y = %pi/
3 for i=2 :n
4 y = (2%i-3)/(2%i-2)*xy
5 end
6 endfunction

Montrons la formule annoncée par récurrence sur n.

B 1 (2= )
Pourn=1,onaH(1) = 2 = 2 donc la formule est vraie.
_ (Cn=-2)rx
SUPPOSOHS que H(fl) = m AlOI‘S

- — —2)!
e - 25 - S

2n
_ 2n(2n-1)2n-2)lx
C 2n222n((n - 1)!)2
_ Cn)lr

Et donc la formule reste vraie au rang n + 1.

2n-2)z

Par le principe de récurrence, | pour tout n € N*, H(n) = Zr i - D

, 1
Partie II : Etude de H(x) lorsque x tend vers 5

¢ est de classe 6! sur R car somme de fonctions 6!, et pour tout u € R,

e +et
o ="""C%"so
2
On en déduit que ¢ est strictement croissante sur R.

D’autre part, lim ¢(u) = —coet lim ¢(u) = +co.
Uu——00 Uu—+00

D’aprés le théoréme de la bijection’, | ¢ réalise une bijection de R sur R.

De plus, ¢(0) = O etdonc|¢™!(0) = 0 | et hIP @(u) = +oo0 de sorte que tliI-P ¢ 1) = +o0.
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Rappelons que le théoréme
d’intégration par parties

ne s’applique que sur un
segment.

Au voisinage de +oo,

A 1 0
—_—~ —— —> 0.
1+ A2)n A2n-1 A 40

Astuce

On a multiplié numérateur
et dénominateur par 2n

afin de faire apparaitre au
numérateur le (2n)! que 'on
attend.

FIGURE 1- La fonction ¢.

7 @ est continue puisque 6.
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http://www.ecs2-fauriel.fr

CORRECTION

287

La fonction t - ¢71(t) est 6 et strictement croissante sur [0, +oo[, donc le changement

de variable est légitime.

De plus, nous savons déja que lin(i) e () =0et tlirP @ L (t) = +oo.
11— —400

Posons donc u = ¢~ 1(t) & t = p(u), de sorte que dt =

Onaalors1+t2=1+

e +eH

> du.

—2 4D 42

2

Et donc par le théoréme de changement de variable,

et 4 e)? et 4 o™
— =1+

4

e +e7¥ 4% [Fe

du =

+0o0 1 +00 2 2x
H = —dt =
(x) f(; (1+1t2)x j; (e” + e‘”)

2

(eu + efu)2x71 du.

Il est clair que pour tout u > 0, e™ > 0 et donc

D’autre part, par croissance de la fonction exponentielle, e ™ < e et donc m

Pour tout u € [0, +o0[, on a

x
0< eu(2x71) < (eu + efu)fol < 22xfleu(2x71) — 4_eu(2x71)

et donc en passant a 'inverse®,

2

u(2x-1) < 1

4x = (eu + e—u)Zx—1

Par croissance de l'intégrale, il vient alors

2 ([ e
= e—u(2x—1) du < f
4 Jo 0

+00 1
Mais nous savons que f e @D gy = >
0 X

vient

2

—u(2x-1)

B

. e 4*
0 et donc, aprés multiplication par e il

1
2x —1

4X

< H(x) < m

1 , .
Lorsque x tend vers 5 bar valeurs supérieures, 3
X

Drautre part, on a, pour tout x € I,

1< (2x-1)H(x) < 4?

14 412 2
etlorsquexﬁ—,?ﬁTzézl.

Par le théoréme des gendarmes, on en déduit que

lirr11+(2x -DHx) =1
x—3

— +00, et donc

X

+00
< f e—u(2x—1) du.
0

(eu + e—u)2x—1 du <

1in11+ H(x) = +o0.

1

xoi 2x -1

Rappelons que intégrale ob-
tenue aprés changement de
variable est de méme nature
que l'intégrale de départ, qui
ici était convergente. 1l n’ya
donc pas a se préoccuper de
la convergence de la seconde
intégrale.

8 N'oublions pas de changer
le sens des inégalités car la
fonction inverse est décrois-
sante sur R}.

Notons que toutes ces inté-
grales convergent bien, car
2x—1>0.

Pour touta > 0,
+00
f e~ %! dt converge
0

et vaut —.
a

Notons que ce résultat se re-
trouve aisément en calculant
une primitive.

—In(1 +u)

Partie III : Etude de H(x) lorsque x tend vers +co.

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(u) = In(1 +u) - g

Alors f est dérivable sur [0, 1], avec

1 1

1-u

f'(w) =

Et donc f est croissante sur [0, 1], avec £(0) = 0, de sorte que pour tout u € [0, 1],

__ = > 0.
1+u 2 2(1+uw

fw) >0 |ln(1+u) >

[\SRIEN
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Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale & (O, — |, alors une densité de X est
x

[ x 2
t | —e*/?
27
+00 +oo
x 2 2 2
desortequef 1/—673“ /Zdtzlcbf e 2 dr = ([ =—.
oo 21 o x

: . 2 : g
Puisque la fonction t - e/ est paire, f e "2 dt converge et
0

f+oo e—xtz/z dt = lf+oo e—xt2/2 dt = i
0 2 —o0 2x
2

t
Soit x € I. Pour t € [0, 1], on a t? € [0, 1] et donc dapres 7.a, In (1 + 2) > > donc

1 < —xt2/2

2\* _ _xIn(1+t?) xt2/2
<1+t) =e > e —(1+t2)x\

Par croissance de l'intégrale, il vient alors

L Y e
—dt<f e 2 4t
fo A+ =
Drautre part,
T +00 ) 1 , +00 ) 1 )
,/—:f et ”dt:f e"”‘/zdt+f et /2dt>f e X2 g
2x 0 0 1 0
~—_—————
>0
i T
Sf e"”z/zdt<1/—.
0 2x

1 . Udr
m est positive sur [0, 1], ; m >0

1
1
Et donc f 1
0 (1+t2)x

Enfin, puisque la fonction ¢ —

1 1

Soit x € I. Alors, pour tout t € [1, +oo[, 0  ——— < .
P [ [ (1 + t2)x t2x

Et donc par croissance de l'intégrale,

+00 1 +oodt
o< [ armeas | &
1 (1+e2)x I

1

fA dt T 18 (1
—_— = - = —_ _ .
1 2% 2x — 1 t2x-1 1 2x — 1 A2x-1 ] Asqo0 2x — 1

oo dt
Et donc — = T de sorte que
1

Mais pour A > 1,

12x 2x —

O<f+°° ! dt < !
Sl a2 T 21

Pour x € I, en combinant les résultats de deux questions précédentes, il vient

+oo 1 1 1 +o0 1 1 T
0< H(x)= ——dt = ——dt + dt < + 4/ =—.
) ﬁ) (1+ 12> fo (1 +1t2)x j; (1 + t2)x 2x — 1 2x

Et donc par le théoréme des gendarmes, hIP H(x) = 0.
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— Méthode

Comment «bien choisir» la
loi normale ?

L’important est de faire appa-
raitre la bonne exponentielle,
et donc il faut que

—u\2
e_th/Z = e_%(%) .

Ici cela impose donc p = 0 et

o =-=.

X

Nous l’avons ici redémontrée,
mais celui qui sait que pour
a>1,

f*“dt_ 1
1 e " a—-1

peut l'utiliser directement.

M. VIENNEY


http://www.ecs2-fauriel.fr

8.a.

8.b.

CORRECTION

289

Pour toutn € N*, on a

DD ey - 0

B H(n+1) n+1
‘l“( H(n) )+21n( n )
2n-1 1 1
:ln( n )+§ln(l+;)
1 1 1
=1n(1—2—n)+§1n(1+;)
1, LR D 1
T 2n 8n2 n—Sroo n2 2\n 2n? ny koo n2

__3 1
T 8n2 n—soo n2

3

n—+oo 8n2 ’

Upit — Up = In(H(n + 1)) +

La série de terme général % est une série de Riemann convergente, et donc, par le

n2

)

critére des équivalents pour les séries de signe constant’, Z(un+1 — u,) converge.

n>1
Pourn >2,0na
n—1 n—1 n—1 n n—1
Z(uk+1 —UR)= ) Ukl — ) Uk = ) Uj— ) Up =
k=1 k=1 k=1 i=2 k=1
n—1 +00
Etdoncu, = ) (ups1 —up) +ug o Z(uk+1 —ug) +up.
k=2 k=1

Notons donc € = Z(uk” —ug) + ug.
k=1
Nous avons u, = In(H(n)) + In(n'/?) = In(H(n)v/n).
Et donc, par continuité de 'exponentielle, H,yn = e“» — e’ =K > 0.

n—+oo

Soit encore

lim H(n)£ =1 |H(n) K

n—-+oo n—-+oo \/ﬁ

Pour tout x > 1, ona |x] < x < [x] + 1 et donc par décroissance de H,
H(lx]+1) < H(x) < H(|x)).
H(lx]+1) < H(x) H(LXJ)
SR W

Or, x — 1 < |x] < x, de sorte que

Et donc

-1
X <M<1
X X

x]

et donc par le théoréme des gendarmes, lim bl _ lelx] ~ x
x—+400 X X—+oo

Par conséquent, il vient

H(lx) _ H(x)D VIx]
Vx \/LT \/,—C T K

K—>1

x—)+oo xX—+o0

De méme,onal|x|/+1 ~ |x] ~ xetdonc

X—>+00 X—+00

H(x]+1) H(|_xJ +1) \/|_xj +1
Vx \/W o K

N K — 1
x—+00 x—+oo

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

Rappelons que le développe-
ment limité de In(1 + x) 2
Iordre 2 au voisinage de 0 est

2
In(1+x)=x- % +o(x?).

Si v, = un + o(uy), alors
Un ~ Unp.

9 3 :
—5oz est de signe constant,

donc le critere s’applique.

— Méthode

La question précédente nous
a fourni un équivalent de H
aux entiers positifs.

Pour obtenir un équivalent
de H(x), il semble donc
logique de se ramener aux
valeurs de H aux entiers, et le
meilleur moyen d’y parvenir
est donc d’introduire H(| x]).

De plus, H(n) T ‘%

nous laisse penser que
H(x) ~ K

x—+400 VX'
Essayons donc de prouver ce
résultat.

Puisque | x| ~ x, on a donc

Vix] ~
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10.

11.a.

11.b.

12.a.

12.b.

290 EML 2017

Par le théoréme des gendarmes, on a donc

H K
lim ﬁ:K(i) H(x) ~ —.
x>+ Afx xX—+00 \/)_C
Partie IV : Etude d’une suite de variables aléatoires. %
I est évident que f est & valeurs positives et continue sur R, sauf en 0.
De plus,
+00 2 +00 dt 2
t)dt = — —— =—H({)=1.
[ rma=2 [ 2h
Et donc | f est bien une densité. ‘
x x FiGure 2- La densité f.
Soit x < 0. Alors Fx(x) = f f(t)dt = f 0dt =0. .5mm
Six > 0, alors - ;
2 (* dt 2 2 ;
Fx(x)=P(X <x)=— f =— [Arctan(t)]g‘ = —Arctan(A). Ly
o 1+t2 =« b
1 0 six <0
Et donc | Fx(x) =1 2
x(x) —Arctan(x) six >0
T
+oo +00 2t
X admet une espérance si et seulement si f tf(t)dt = f m dt converge. Ficure 3— La fonction Fx.
—0 0 T
. .. 21
Mais au voisinage de +oo, ¢ f(t) e m T

+0o
Puisque f — diverge, par le critére des équivalents pour les fonctions positives,
1 /A

+00
f tf(t)dt diverge également.
1

Et donc ’ X n’admet pas d’espérance |.

Rappelons que si X admet un
moment d’ordre p, alors elle

admet un moment d’ordre ¢

pour tout g < p.

Et donc par contraposée, si

Par conséquent, X n’admet pas non plus de moment d’ordre 2 et donc ‘ pas de variance.

Soit x € R. Alors elle n’admet pas de moment
) n d’ordre p, elle n’admet pas de
Fp,(x) =P(M, <x)=P (ﬂ[Xi < x]) . moment d’ordre g, pour tout
i=1 q>p.

Mais par indépendance des X;, il vient

0 six <0

n
PM, <x)=||P(X;<x)=F =132 "
My < x) H Xi < x) = Fx (%) (—Arctan(x)) six>0
= 7

. 1 , .
Soit g : u — Arctan(u) + Arctan | — |. Alors g est dérivable sur ]0; +oof, et 10
u Notons que g est dérivable

sur R* et que g’ = 0 sur R¥,
1 1 1 B 1 1 B mais R* n’est pas un inter-
2 2 [ 2 2 - valle, et donc ceci ne prouve
1+u ul+ 5 1+u u?+1 13
pas que g y est constante.

g'(u) =

Et donc g est constante sur lintervalle!® ]0, +co

Puisque g(1) = Arctan(1) + Arctan(1) = 2% =

£ .
5> onen déduit que

tan% =1 o Arctan(1) = %

1
Vu €]0, +oo[, g(u) = Arctan(u) + Arctan (;) - g

La fonction Arctan est de classe 61, et donc par la formule de Taylor-Young a l'ordre 1,

Arctan(u) = Arctan(0) + Arctan’(O)u + oo(u) =u+ oo(u) ~ u.
u— u—!

u—0
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CORRECTION

291

12.c. Soit x €]0, +oo[. Alors

Mais en utilisant le résultat de la question 12.b,

zArctan (E) =1- 2Arctan (f)
T x T n

2 n
de sorte que | P(M, < x) =1-— (1 — Z Arctan (f)) _
y n

12.d. Tl est clair que Z, est a valeurs positives, donc pour x < 0, P(Z, <x) =0 — 0.

n—+oo

(1 - %Arctan (%))n = exp (nln (1 - %Arctan (%))) .

. X X
Mais = — 0, et donc Arctan (—) —> 0, de sorte que
n—+oo n/ no+ow

n
ln(l—%Arctan(f)) ~ —%Arctan(f) ~ _2x

Pour x > 0,0na

Vs n n—+oo T

n n—-+oo T

Et donc par continuité de I'exponentielle!!,

2 n 2
(1 — ZArctan ()_c)) = exp (n In (1 — ZArctan (J—c))) — e F
b n P n n—+oo

Ainsi, pour tout x € R, on a

2 2
On en déduit que nln (1 — —Arctan (f)) ~ —=x.
V4

lim P(Z, <x)=

n—+oo

0 six <0
1—e‘%x six >0

Nous reconnaissons 1 la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi

exponentielle & (%)

. . . . . . 2 7
Etdoncsi| Z est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle & (— , alors Z, = Z.
.

HTTP ://WWW.ECS2-FAURIEL.FR

M, est une variable 3 densité
car sa fonction de répartition,
qui vaut F )’}1 est continue sur
R et 6! sauf en un nombre
fini de points.

Et donc il est possible de
remplacer 'inégalité large
par une inégalité stricte.

— & Danger !

Le piege classique : 1% est
une forme indéterminée,

et il ne faudrait surtout pas
conclure que P(Z, < x) - 1
au prétexte que

1- gArctan (f) - 1.
T n
Il est indispensable de passer

par la forme exponentielle
pour lever 'indétermination.

1 Ce qui nous permet de
composer des limites, et non
des équivalents !

M. VIENNEY
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Sujet : Décomposition d’un endomorphisme diagonalisable en combinaison linéaire de m
projecteurs sur ses SOUS—CSPQCCS propres.

Abordable en premiére année : X Intérée :
Thémes du programme abordés : polyndmes d’endomorphismes, diagonalisation, endomorphismes symétriques,
projecteurs orthogonaux.

Partie I : Etude d’un exemple

4 0 O 1 0 O
On considére, dans cette partie, les matrices de AM3(R) : A = (—5 9 O) ety = (O 1 0).
-5 5 4 0 O

1. Trouver, en fonction de I et A, deux matrices P; et P, de #3(R) telles que :

—_

P+ Py =1 et 4P, + 9P, = A.

Expliciter ensuite les coefhicients de P; et ceux de P».
2. a. Calculer les matrices P12, P1P5, PP et Pg.
b. En déduire :Vk € N, Ak = 4kp, + 9kp,.

3. Trouver au moins une matrice B de .#(3(R) dont on explicitera les coefficients, telle que B* = A.

4. Quelles sont les valeurs propres de A ?
Dans toute la suite du probléme, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie supérieure ou égale 3 1 et f un
endomorphisme de E.
On note e 'endomorphisme identité de E qui, a chaque élément de E associe lui-méme, et 0 I'endomorphisme nul de E

qui, 2 chaque élément de E, associe I’élément nul de E.

On suppose qu’il existe un entier m de N*, des réels A1, ..., A, deux a deux distincts et des endomorphismes pi, . . ., pm
m

de E tous différents de 0, tels que : Vk € [0,m], f* = Z pi.
i=1
Enfin, on considére les polynoémes

N = H(X — A¢), et pour tout i de [1,m]l, M; = I—[ X-Ap)etL; =

(=1 1<l<m
[£31

—1 M
M)
On admet que, pour tous polynémes P et Q de R[X] : (P x Q)(f) = P(f) o Q(f).

Partie I : Ecude des puissances de f.

5. Montrer, pour tout polyndme P de R, [X] : P(f) = Z P(A)pi.
i=1

(=)

. En déduire N(f) = 0.
7. 2. Montrer que, pour tout couple (i, j) de [1, m]?, Li(Aj)estégalalsii=jetaOsii#j.
b. En déduire, pour tout i de [1,m] : L;(f) = p;.

oo

a. Montrer :e= ) p;.
i=1
b. En déduire que E est la somme des m sous-espaces vectoriels Im(py), . .., Im(p,,).
9. Soit i appartenant a [1, m].
a. Vérifier : N = M;(A;)(X = A;)L;.
b. En déduire, en utilisan