Chapitre 1 - Révisions d’analyse C : théoremes classiques

I.  Limites

On note R = RU {—oc0, +00}.

Théoréme 1.1
Théoréme d’encadrement ou des gendarmes
Soit f, g, h trois fonctions de R dans R, définies au voisinage de xy € R, telles que au voisinage de xg,

fz) < g(x) < h(x)

Si limg_yz, f(2) =1 et limg_q, h(z) =1 alors lim,_,,, g(z) = I.

Théoréme 1.2
Théoréme d’encadrement bis - a bien maitriser
Soit 29 € R et I € R. Si pour x voisin de zo,

[f(z) =1 < g(z) et limy_q, g(x) =0

alors limy_,,, f(z) = L.

Théoréme 1.3
Passage a la limite dans une inégalité large
Soit o € R. Si au voisinage de z,

f(z) < g(x), silimgq, f(z) =1 € R et limyq, g(z) =" € R

alors [ < I'.

Théoréme 1.4

Théoréme de limite monotone

Soit f : R — R une fonction définie et monotone sur un intervalle I =Ja;b[ ot a € R U {—o0} et
beRU{+o0}.

1. ler cas : si f est croissante sur I alors

o f admet en tout zg €]a, b[ une limite a droite finie et une limite a gauche finie et

lim_ f(2) < f(zo) < lim_f(z)

T—xy =]

e si f est majorée alors f admet une limite finie lorsque = — b~
Si f n’est pas majorée alors lim, ;- f(z) = +o0.
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o si f est minorée sur ]a, b alors f admet une limite finie quand z — a™.
Si f n’est pas minorée alors lim, ,,+ f(z) = —o0.

2éme cas : si [ est décroissante sur I : on adapte !!!

II. Continuité

Théoréme II1.1

Théoréme des valeurs intermédiaires
Soit (a,b) € R?, a < b.

Si

la fonction f est continue sur I'intervalle [a; b],
alors

pour tout réel k intermédiaire f(a) et f(b), il existe ¢ € [a; ] tel que f(c) = k.

Théoréme I1.2
Image d’un intervalle
Si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle.

Théoréme I1.3

Image d’un segment par une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors f([a,b]) = [m, M] ou m = minp(f) et
M = Maxq)(f).

Toute fonction continue sur un segment [a, b] admet un minimum m et un maximum M.

Remarque
Utile en calcul intégral.

Théoréme I1.4

Théoréme de la bijection

Toute fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I réalise une bijection de I sur
I'intervalle f(I). Sa bijection réciproque f~! est elle-méme continue et a le méme sens de variation
que f.

Remarque
Un des théorémes les plus utiles !!
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III. Dérivation

Définition III.1

Version 1
A . . f@) = flwo) o )
f est dérivable en zj si la fonction z — “——————= posséde une limite finie quand z tend vers xg.
T — xo
Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f en zg et
z) — f(z
fim @) = =) _ (o)
T—zo X — T
Version 2

f(zo +h) — f(z0)

f est dérivable en x si la fonction h — i
1

posséde une limite finie quand h tend

vers 0.

Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f en zj et

fl@o+ h) — f(xo)
h

lim
h—0

= f'(xo)

Théoréme III.1

Dérivée de la bijection réciproque en un point

Soit f une fonction bijective d’un intervalle I dans un intervalle J, et f~' : J — I sa bijection
réciproque. Si f est dérivable en xg € I et si f'(zg) # 0, la fonction f~! est dérivable en yo = f(z0)
et

—1y/ _ 1
U0 = 5o )

Théoréme II1.2
Dérivée de la bijection réciproque sur un intervalle
Soit f : I — J une fonction bijective et f~! : J — I sa bijection réciproque. Si f est dérivable sur [

SyerT

et si f/ ne s’annule pas sur [ alors f~! est dérivable sur J et (f~!)’

Théoréme III1.3

Nombre dérivé en un extrema

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, et xo un point de I qui n’est pas une borne de 1.
Si f posséde un extremum local en g alors f’(zg) = 0.
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Théoréme II1.4
Théoréme de Rolle
Soit (a,b) € R?, a < b et soit f : [a,b] — R une fonction. Si :

1. f est continue sur [a, b],
2. f est dérivable sur ]a, b,
3. f(a) = 1)

alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Théoréme IIL.5
Egalité des accroissements finis
Soit (a,b) € R?, a < bet f:[a,b] — R une fonction. Si:

1. f est continue sur [a, b],

2. f est dérivable sur ]a, b,

alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) =

Théoréme II1.6
Inégalité des accroissements finis
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Si :

1. f est dérivable sur I,
2. il existe un réel k > 0 fixé tel que pour tout z € I, |f'(z)| < k,

alors pour tout (a,b) € I2,

1£(b) = f(a)| < k[b—a

Autre version (plus au programme) :
Soit (a,b) € R%, a < bet f:[a,b] - R une fonction. Si :

1. f est continue sur [a,b],
2. f est dérivable sur ]a, b],
3. il existe (m, M) € R? tel que pour tout = €a,b[, m < f'(z) < M,

alors
m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)

Théoréme IIL.7

Théoréme de prolongement de la dérivée (nouveau programme !!)

Soit I un intervalle et @ € I. Si f est de classe C! sur I\ {a}, continue en a et si lim,_,, f'(z) =1,
alors f est de classe C! sur I et f'(a) = L.
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IV. Convexité

Définition IV.1
Soit f une application définie sur un intervalle I de R.
On dit que f est convexe sur [ si :

V(l’lﬁl’g) € ]2, vVt e [0, 1]27

fltwr + (1= t)xz) S tf (1) + (1 —t)f(22)

On dit que f est concave sur [ si :
V(xy1,29) € Iz, Vit € [07 1]2,

fltwr + (1= t)x2) 2 tf (1) + (1 = t) f(22)

Remarque
Si f est convexe, alors f est en-dessous de ses cordes.
Si f est concave, alors f est au-dessus de ses cordes.

Remarque
f est concave si et seulement si —f est convexe.

Théoréme IV.1
Inégalité de Jensen - ou de convexité généralisée

pour tout (t1,-- ,t,) € R tel que > ¢; =1,

FQ ) < D tif ()

i=1

Si f est une fonction convexe sur un intervalle I, alors pour tout n € N*, pour tout (zy---

o) €17,

Théoréme IV.2
Cas ot f est de classe C? : f est convexe sur [ ssi f” >0 sur I.
f est concave sur I ssi f” <0 sur I.

Proposition IV.1
Si f est convexe alors Cy est au-dessus de ses tangentes.
Si f est concave alors Cy est en-dessous de ses tangentes.

[
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Exercice 1
Inégalités classiques de convexité :
Démontrer les inégalités suivantes :

1. Pour tout z € R, ¢* > 1+ x.

2. Pour tout €] — 1;+oo[, In(1 + z) < z.  Variante : pour tout > 0, In(z) <z — 1.
3. Pour tout z € [0, 3], 2z < sin(z) < 2.

4. Pour tout (z,y) €]0; +oo[?, In(25%) > Lin(z) + 1 In(y).

5. A laide de la concavité de la fonction In, montrer que

T4+ Xy

V(w1 @) €]0; +00[", -

> Yy X Xxy

Cette inégalité est appelée inégalité arithmético-géométrique.

Définition IV.2
Soit f € C2(I) et a € I. On dit que A(a, f(a)) est un point d’inflexion de Cy si f” s’annule et change
de signe en a.

Remarque
En un point d’inflexion, la courbe traverse sa tangente.

V. Equivalents classiques

Au voisinage de 0,

In(l+4x) ~ps0 e — 1~y o sin(z) ~yp—0
1 — cos(z) ~z—0 %2 tan(x) ~z—0 T (I4+2)* =1~y az on a € R*

On a également |In(z) ~py 2 —1

Soit P un polynoéme, P(z) = apa? + aps12PT + -+ agz? ot p < q, ap # 0 et aq # 0.

Alors : ‘P(I) ~aostoo Qg P(x) ~pyo apa? ‘

VI. Négligeabilité classique

: pour tout a > 0, 5 >0,

In(2) = 0ryoo (@) (IIn(@)])° = 050 yoe (%)
T = 041 400(€7) 2% = 04100 (€)

: pour tout a > 0, 8 > 0,

‘ In(z) = 0,-0(2) [In(z)|? = 00()
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VII. Suites réelles

Voir le cours de lére année.

VIL.1 ) Suites usuelles

Suites arithmétiques, géométriques, AG (arithmético-géométriques), SRL2 (récurrentes linéaires d’ordre
2).

VIL.2 ) Limites

Définition avec les epsilon. Théorémes classiques : encadrement, entrainement, passage a la limite, com-
position...

Théoréme VII.1

Suites extraites des termes pairs et impairs (au programme).

Soit (uy)nen une suite réelle, et I € RU {+oo}. La suite (uy,)nen @ pour limite I si et seulement si les
suites (u2n) et (u2,+1) ont toutes deux pour limite [.

VIL.3 ) Equivalents, petit "o"

Définitions et formules & connaitre dans le cadre des suites...

VIIL.4 ) Exercices classiques

Cf cours lére année : suites implicites, suites récurrentes, du type u,41 = f(u,) etc...
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