Chapitre 1 - Révisions d’analyse D : Dérivées n-iemes

I. Définitions

Définition 1.1
1. On dit que f est de classe C" sur I (n € N*) si elle est n fois dérivable sur I et si f(") est
continue sur I. On note C™(I) ensemble des fonctions de classe C™ sur I.
En particulier, C°(I) est I'ensemble des fonctions continues sur I; C1(I) est 'ensemble des fonc-
tions dérivables sur I dont la dérivée est continue.

2. Si pour tout n € N, la fonction f posséde une dérivée d’ordre n, on dit que f est de classe C*™
sur I. On note C*°(/) l'ensemble des fonctions de classe C* sur I.

Remarque
Pour tout n € N, C"*1(I) c C™(I) et C*>*(I) C C*(I).

II. Dérivées de référence

Théoréme II.1
1. Les fonctions polynomes, fonctions rationnelles, In, exp, cos, sin, tan, arctan sont de classe C*
sur tout intervalle inclus dans leur ensemble de définition.

2. (a) Soit P un polynome avec deg(P) = n € N. Alors P("*1) = 0, et donc pour tout k > n.
Alors P() = 0.
(b) Soit n €N, k € [[0,n]] et P:R — R ot P(z) =a". Alors

!
Vo e R, PO) = et
n — .

3. Soit « e R\ Net f:]0,+00[— R ou f(z) =z et k € N. Alors
Ve €]0,+oo], fM (@) =ala—1) - (a—k+1)a>"F

4. Soit f:x— %

B . —1)k.K!
veeR, f®)(x)= %
5. Vk € N, Vz € R, exp® (z) = exp(z).
6. A laide du 4) :
. . . —1)F= (k- 1)!
VkeN*, VzeR:, In®(z)= ()x%

7. Pour tout k € N, pour tout z € R,
cos® () = cos(z + kg) et sin®(z) = sin(z + k%)
ou aussi : pour tout ¢ € N, pour tout z € R,

{ cos(®) () (1" cos(z) o { sin) (z)

cos(?tD) (z) = (=1)"*1 . sin(x) sin Y (1)

(—1)%. sin(z)
= (—1)". cos(x)

N. Marconnet - Lycée Saint Just 1 Maths appro - année 2023-2024

III. Formules générales

Théoréme III.1
Combinaison linéaire, produit, quotient

1. Si f et g sont deux fonctions de classe C" (resp. C*°) sur I, et A € R, alors la fonction A\f + ¢
est de classe C" (resp. C) sur I, et (Af + g)(™ = Af(M) 4 g(n),

2. Si f et g sont deux fonctions de classe C™ (resp. C*°) sur I, alors leur produit f x g est une
fonction de classe C™ (resp. C*°) sur 1.

Formule de Leibniz : .
n : _
(e =3 (f ) g
k=0

3. Si f et g sont deux fonctions de classe C™ (resp. C*°) sur I, et si g ne s’annule pas sur I, alors
leur quotient 5 est une fonction de classe C" (resp. C*) sur I.

Exercice 1
Soit f: R — R, z +— x%e~?.
Justifier que f est de classe C* sur R, puis calculer sa dérivée n-iéme, pour tout n € N.

Théoréme III1.2

Composition

Soit f: I — Ret g:J— R deux applications telles que f(I) C J.

Si f est de classe C™ (resp. C™°) sur [ et si g est de classe C" (resp. C*°) sur J , alors go f est de
classe C™ (resp. C*) sur 1.

Rédaction-type :
Récurrences sur k, avec une hypothése du type H(k) : "Vz € I, f*)(z) =
Attention : ne pas fixer x avant 'hypothése de récurrence.
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