. . II. Inégalité de Taylor-Lagrange
Chapitre 1 - Révisions d’analyse G : formules de Taylor et DL 8 Y srang

Théoréme II.1
[. Formule de Taylor avec reste intégral Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle I et (a,b) € I2.
S'il existe un réel fixé M > 0 (indépendant de t) tel que Vo € I, |f1)(2)| < M, alors
Enoncés avec les fonctions de classe C*° (différence par rapport au programme précédent...) 0 i (b—a)k f("”)( < M x b — a|"+1
h) — T a [ X —————
’ = k! - (n+1)!
Théoréme I.1
Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle 7. On a alors, pour tout (a,b) € I?, 'égalite
" (b a)t o Exercice 5
NV ey W= U ety Savoir écrire avec des pointillés.
f(b) = Z 5 ¥ (a) +' j - Frt@)ae voir écrire ave s pointillés
k=0
Remarque
ou encore en déroulant la somme Cas particulier
) N b N Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle I contenant 0.
_ / o 1 (b—a) . (n) (b—a)" (o (n+1) S’il existe un réel fixé M > 0 (indépendant de t) tel que Va € I, |f+D ()| < M, alors
70) = F@) + @0 — )+ (). O g (@) O D o) )t
! n! Ja n!
no ok n+1
x T
(1) — Z_rR(0) < M x L
|£(x) é w01 < M T

Remarque
Cas particulier
Soit f une fonction de classe C*° sur un intervalle I contenant 0. Alors pour tout = € I,

Exercice 6
Soit f la fonction définie sur Ry par f(z) =In(1 + z).

1. Justifier que f est de classe C* sur R et calculer ses dérivées successives.

n ok T ()"
5@ =S5O0 + [ e gar
k=0 0

n! 2. Soit n un entier naturel non nul. Montrer que pour tout réel & positif,

no(_1\k—1,k nt+1
Exercice 1 (=D z

|1n(1+:1:)72 | < —
Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral pour n = 0, puis n = 1. et k n+1

Exercice 2

Montrer que, pour tout réel z >0, z — % + 3(1qu>3 <In(l+z)<z-— a? + % 3. En déduire que la série Zk21 (71,? - est convergente et donner la valeur de ,:rj %
Exercice 3 2n (—a)* T (g — )2
Soit n un entier naturel. Montrer que Vz € R, e~ = Z - ~————e~'dt. (Eml 2020) I11 Formule de Tavlor-Youn
i b (2n)! : Yy g
Théoréme 1.2
Formule de Taylor pour les polyndmes Théoréme IIL.1
Si P est un polynome de degré inférieur ou égal a n et si a est un réel fixé, alors pour tout = € R, Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle I et a € I. Il existe une fonction e définie sur I telle
que pour tout x € I,
" p®(a m
Py =3 Wy " oot
pr L flz) = Z uf(m(at) +(x—a)€(z) et lime(xz)=0
B = k! z—a
Autrement dit, au voisinage de a :
Exercice 4 n R
On travaille dans l'e.v. E = R3[X]. f(z) = (z ;‘“) f(k)(a) F 0ssal(z — a)™)
1. Montrer que la famille B = (1, X — 1, (X —1)2, (X — 1)?) est une base de R3[X]. k=0

2. Soit P = X? 4+ X? 4+ X + 1. Déterminer la matrice des coordonnées de P dans la base B.
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Remarque
Cas particulier.

Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle I contenant 0. Alors au voisinage de 0,

172

n /Ek: )
F@) = 3 51 0) + 0sms0(@™) = £(0) + £(0) + £(0). 5,
k=0

Exercice 7

) T n
4+ 4 f (0)-n‘+01~>{)(1>

1. Ecrire cette formule au voisinage de 0 pour la fonction exp et la fonction z — In(1 + z).

2. Déterminer le développement limité en 0 & 'ordre 2 de Arctan(x).

IV. Développements limités

Théoréme IV.1
On a au voisinage de 0, pour un entier n quelconque, pour tout o € R :

n

z  x? T
e = I+t o+ on(a”)
) z3 .’ZTS x? " 12n+l Int2
sinz = m—§+§—ﬁ+"'+(—1) m-ﬂ%ﬁo(ﬁ )
z?2  a* b o 2 2n+1
cosx = 17§+175+“-+(71) @Jromao(f )
22 2% a2t z"
In(1 — T )i - T
n(l+x) T 5 + 3 1 ++ (1) " + 0p—0(2™)
« ala—1 ala—1)---(a—n+1
(1+2z)* = 1+Fx+%xz+~~+ ( ) n,( >x"+omo(x")
1 )
el l—z4+2>—2®+ -+ (=1)"2" + 0,50(z")
1
= - L+a+a?+a®+- 42"+ 0,50(a™)
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