Corrigé du devoir de vacances - été 2021
Saint Just - ECS2

‘Exercice 1 : applications linéaires en dimension finie

1. Montrons que ¢ est lindaire. Soit o € R, (P,Q) € (R2[X])%.

#(aP+Q) = X.(aP+Q)+ (X —X?)(aP+Q) + (%XS - X+ X - 1> (aP + Q)"
= oXP+(X-X))P+ (%XS -X?+X - 1) P")

+XQ+ (X -X¥)Q + (%)@ -X24+ X - 1) Q"
= ag(P)+(Q)
Donc I'application ¢ est bien linéaire.

2. 6(1) =X, 0(X) = X?+ X - X* =X,
G(X?) = X3 +2X2 - 2X3 + X3 —2X24+2X —2=2X -2

3. Soit P € Ry[X]. 1l existe (a,b,c) € R? tels que P = aX?+bX + c. Alors par linéarité de ¢,
$(P) = ag(X?) +bo(X) + co(1)
d’ou ¢(P) € Ro[X] d’aprés ce qui précéde. On en déduit que ¢ est un endomorphisme de Ry[X].

De plus,
’ Im(¢) = Vect(d(1), 6(X), p(X?)) = Vect(X, X,2X —2) = Vec(X,1) = R [X]

00 —2
A=Matg (¢)=| 1 1 2
00 0

5. D’aprés le théoréme du rang, on sait déja que dim(Ker(¢)) =3 —dim(Im(¢)) =3 -2 =1.
Soit P =aX?+bX + c € Ro[X].

c 0 —2a=0
PeKer(¢) & ¢(P)=0& Ax b |=(0 ]| c+b+2a=0
a 0 0=

o {a:O & P=bX-b
c=-b

On en déduit que Ker(¢) = {bX —b; be R} = Vect(X —1).

6. D’une part,
00 -2 00 -2 000
Matg, (¢*)=A*=| 1 1 2 11 2 |=(110
00 0 00 0 000
et d’autre part,
00 -2 000 000
Matg,(¢>)=A>=| 1 1 2 1 10)=110
00 0 00 0 000
Comme Matg,(¢®) = Matg, (4?), on en déduit que ¢? = ¢*.
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7. (a) Montrons que la famille B’ = (X, X — 1, EXZ) est une base de Ro[X].

Comme Vect(B') = Vect(X,X —1,3X?) = Vect(1,X, X?), cette famille est génératrice de Ry[X].
Puisque Card(B’) = 3 = dim(R3[X]), la famille B’ est une base de Ry[X].

(b) On calcule : ¢(X) =X, ¢(X —1) =X — X =0, ¢(3X%) = $(2X —2) = X — 1. On en déduit la

matrice de ¢ dans la base B’ :
Partie I1

1. (a) D’apreés le théoréme du rang, dim(Im(f)) = dim(E) — dim(Ker(f)) = 2.
(b) e Soit v € Im(f?). 1 existe u € E tel que v = f2(u) Alors

(f = Idp)(v) = (f = Idp)(f*(w) = f*(u) = f*(u) = O

Donc v € Ker(f — Idg). On en déduit inclusion Im(f?) C Ker(f — Idg).

o Soit v € Ker(f — Idg). Alors (f — Idg)(v) = 0g d'ott v = f(v). On en déduit que v € Im(f).
D’ou linclusion Ker(f — Idg) C Im(f).

Ainsi

o O =
o O O
o = o

Matp (¢) = (

\Im(fZ) C Ker(f — Idg) € Im(f) \

(c) D’apres les inclusions ci-dessus,
dim(Im(f?)) < dim(Ker(f — Idg)) < dim(Im(f))

Comme f2 # 0, dim(Im(f)) > 1. On en déduit donc que 1 < dim(Ker(f — Idg)) < 2 et donc
[dim (Ker (f — Idp)) € {1,2} ]

2. On suppose dans cette question que dim (Ker(f — Idg)) = 2.

(a) e D’une part, dim (Ker(f — Idg)) + dim(Ker(f)) =2+ 1 = 3 = dim(E).
o D’autre part, montrons que Ker(f — Idg) N Ker(f) = {0z}
- Comme Ker(f) et Ker(f — Idg) sont des s.e.v. de E, Op € Ker(f — Idg) N Ker(f).
- Soit v € Ker(f — Idg) N Ker(f). Alors f(v) —v=10g et f(v) = 0g. On en déduit que v = 0.
Dot Ker(f — Idg) N Ker(f) = {0z}
e On en déduit que ‘ Ker(f —Idg) @ Ker(f) = E‘

=
=

La famille B est une base de E car il s’agit de la concaténation des bases des s.e.v. Ker(f —Idg) et
Ker(f) qui sont supplémentaires dans E .

0

0

0

(a) Nous avons déja montré l'inclusion Im(f?) C Ker (f — Idg). De plus, nous avons aussi vu que
1 < dim(Im(f?)) < dim(Ker(f — Idg)). Comme par hypothése dim (Ker(f — Idg)) = 1, on a
dim(Im(f?)) = dim(Ker(f —Idg)) = 1. Finalement, ayant une inclusion et 1'égalité des dimensions,
‘Im(fz) = Ker (f — Idg) ‘

(b) D’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(f?)) = 3 — dim(Im(f?)) = 2.
Montrons que Ker(f) C Ker(f?). Cette inclusion est hyper-classique !
Soit u € Ker(f). Alors f2(u) = f(f(u)) = f(@E) =0g. Doncu € Ker(f?). On en déduit I'inclusion
demandée.

10
Mats(f)=| 0 1
00

3. On suppose dans cette question que dim (Ker(f — Idg)) = 1.

11 existe donc un vecteur u non nul appartenant & Ker(f — Idg) et un vecteur v appartenant a
Ker(f?) mais n’appartenant pas a Ker(f).
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(c) Justifions que la famille de vecteurs B” = (u, f (v ), v ) est une base de E.
o Montrons que cette famille est libre. Soit (A1, A2, A3) € R? tels que

Aru+ Ao f(v) + Azv = 0

Alors, en appliquant la fonction f a cette relation, avec f(f(v)) = f2(v) = Op, et avec f(u) = u, on
obtient

Au+ )\';f(v) =0g
Puis en réappliquant f, avec encore f2(v) = Op et f(u) = u :

)\111 = 6E

D’ott, comme u # Oz, A; = 0 puis en remontant : A3 f(v) = 0. Comme f(v) # Og (car v ¢ Ker(f)),
A3 = 0. D’ou enfin en remontant & la premiére relation : Agf(v) = 0g et Ag = 0.
On a enfin A\ = XAy = A3 = 0 : la famille B” est libre.
o Comme c’est une famille libre et Card(B”) = 3 = dim(FE), il s’agit bien d’une base de E.

Pour terminer, comme f(u) = u, f(f(v)) = Op et f(v) = f(v), on obtient enfin la matrice de f
dans la base B :

1 0

Matg(f)={ 0 0 1
0 0
1

W oo o

On retrouve la méme matrice que dans l'exemple de la Partie L. !!!

Exercice 2 : longueur des deux premiéres séries

1. Informatique :

p=float (input (’Entrer p : ’))
a=rp.binomial(1,p)
b=rp.binomial(1,p)
k=1
while a==
b=rp.binomial(1,p)
k=k+1
end
disp(’La longueur de la premiere serie est :’, k);

(a) Soit n € N*.
(L1 =n) = [(NZ1 F7) N Poa] U (NI P) N Fppd]

Les événements étant deux a deux incompatibles,

P(Ly =n) = P((MiZ1 Fi) N Pos1) + P((NZ1 P3) N Fragr)

Les lancers étant indépendants,

P(Li=n) = pa" + ap" |

(b)
+o00 400 +o00
SNPLi=n) = pd ¢"+q) p*
k=1 k=1 k=1
1 1
= pq~17+qp-7:q+p:1
-q 1-p

(¢) L; admet une espérance si et seulement si la série de t.g. kP(Ly; = k) est (absolument) convergente.

Soit n € N*.
D kP(Li=k)=pg) kq"* 7 +pg)y kp*!
k=1 k=1 k=1

La série de t.g. kP(L; = k) est donc une combinaison linéaire de séries géométriques dérivées
convergentes (car |g| < 1 et [p| < 1), donc elle converge. On en déduit que L; admet une espérance
et que

2 2
E(L1) = pg x %u

1 q
~+pg X — =4
g2 "0 " p pq
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3. On note Ly la longueur de la deuxiéme série.

(a) Soit (n,k) € N*.

(Ly=n) N (L2 = k) = (M2 F3) O (MG23041 P) O Freesa] U IO/ P) O (0720541 F5) 0 Py ]

Les événements étant disjoints,
P((L1=n)N (L2 = k))
= PN F)N (ﬂ}‘if+1pj) N Frypir) + PN P) N (m}L;ry’fHFj) N Priit1)
Les lancers étant indépendants, on obtient enfin
[P((Li=n) N (L2 = k) = ¢"pFa +p"a"p = p"q"+ + ¢"p" |
(b) Puisque la famille (L; = n)nen+ forme un systéme complet d’événements, on a bien la relation
(Lo = k) = U ((L1 =n) N (L = k)). D’out pour tout k € N*,

+oo too
P(Ly=k) = Y P((Li=n)N(La=k)=> prg"" +¢"p"*!
n=1 n=1
400 +o0 1 1
_ pqu an—l +qkp2 an—l :pqu x = + qkpz % =
n=1 n=1 p 4
_ pk—lq‘z + qk71p2

D’ou, pour k € N*,

P(L> = k) = p*¢" " + 9"

(c) La variable aléatoire Lo admet une espérance si et seulement si la série de terme général kP (Lo
converge.

k)

kP(Ly = k) = p°kq" ™" + ¢*kp*~!

Les séries de termes généraux kg~ et kp*~! sont des séries géométriques dérivées qui convergent

car |p| < 1 et |g| < 1. Donc Ly admet une espérance.

+00 +00 1 1
E(Lz):pzquk_l+q2zkpk_1:p2><F+Q2Xq7:2
k=1 k=1

. Montrons d’abord que L; admet un moment d’ordre 2. Pour tout n € N*,

ik’zp(h =k) pikzq’“rqikzp’“
k=1 k=1 k=1

= p® Y k(k—1)¢" 2 +pgY k" +qp* Y k(k— 1P +qp Y kptT
k=2 k=1 k=2 k=1

La série de t.g. k?P(L; = k) est une combinaison linéaire de séries géométriques dérivées convergentes,
donc est convergente. On en déduit que E(L?) existe et que

B(L})

1
(1-p)?

2,2 +pg x ! + qp? x 2 +qp x
Pq Pq qp ap
(1-9)? —q)? (1-p)3

2q> 2p?
a9 s

(1

P o p ¢
2¢* +pg® + 2p" + @p®
P2
Comme L; admet un moment d’ordre 2, elle admet une variance et d’aprés la formule de Koenig-Huyghens,

24+,3+24+ 3 ,4+4+2,22
V(L) = E(LY)— (B(Ly))? = 2P0+ e pitd + 27

p2q2 [12(]2
_ Prrdt el +ap* - 2%¢ _ pPo+ o)+t +a) - 20
¢ P’
P+ E -2
P’
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Exercice 3 : étude d’une suite d’intégrales ‘ On pose ensuite u = 1 — ¢. Avec ce nouveau changement de variables, on obtient alors

10 1t
On note pour tout n € N, Wong1 = —./ (1 —u)"Vu.(=1)du = 7/ (1—u)"Vu du
1 0

1 2 2
Wn:/ 2" /1 — 22 do
0

1. (a) Soit n € N. La fonction f : z + 2".v/1 — 22 est continue sur [0, 1] donc W, est bien définie. L n
(b) Wo = [} V1 - a2da. Wons1 = 5/ V. Z (n) (1) uFdu
0

Par la formule du binéme, on a alors

(1) La fonction u ~ sin(u) est de classe C' sur [0, F]. o \k
u=0 r=0 1 <& (n K ! K
(2) Bornes { " % — { T—1 = 5 (k) (=1)". A VuuFdu
k=0
(3) da = cos(u)du (4) V1 — a2dx = /1 — sin®(u). cos(u)du = cos?(u)du.
(5) La fonction u — cos?(u) est continue sur [0, 3]. Or 1 . 1 , 1 fis) 1
wFdu = +1/2 3, — Y T S S

) /0 Vuutdu /U“ v=lmat s s

Par changement de variables,
z d’ou enfin

Wy = /7 cos?(u)du 1<~ /n 1 - (=) (n
. == B .
0 Wont1 =3 ZO <k>( ) k+3/2 kg%m (k)

Comme cos?(u) + sin®(u) = 1 et cos(2u) = cos?(u) — sin®(u), on a cos?(u) = 3(1 + cos(2u)). Dot o=

z 1 z 3. (a) Soit n e N.
= - cos(2u)du 1 1
/ 2 / @) Wyio = [ a"t2\/1—a2de = / 2" e /1 — 22dx
w1 sin(2u) z 0 0
- Z 3 [ 5 18 Posons
i ) u(z) = z" 1 u'(z) = (n+1).a"
= 7 e sin(0) = sin(w) =0 V() =21 22 v(z)=-3.(1-z )%
Par ailleurs, on a directement Les fonctions u et v étant de classe C', on peut procéder a une IPP.
! \/72 ! 2\3 1 231 _ 1 3 ! 5
Wy = /0 V1 —a?= A z.(l-2%)? = [—g-(l —7)?p = 3 Woie = [-32"L(1— 2228 +3(n + 1)/ 2"(1— 223 2dy
0

1
B REEEY ——
0

c) Soit n € N. Alors pour tout x € [0,1], 2" < 2™ donc 2"+'.v/1 — 22 < 2".4/1 — 22. En intégrant
p g

avec les bornes dans le bon sens : W, 11 < W, donc la suite (W,,),en est décroissante. Puis
De plus, pour tout z € [0,1], 0 < v1—22 <1 donc 0 < z".\/1—22 <a™ n 1
) > )y +1 n + 1
En intégrant avec les bornes dans le bon sens, Whgo = 3 / (1 =21 - 22 de (W, — Wiyo)
0
1
1 n+1 n+1
0< W, < / z"dr = < ( Wiia = Wn
Jo n+1 3
n+1
Comme lim,,_, ;o %ﬂ = 0, par encadrement lim,, _, { o W, = 0. & Wi = nt 4'W"
Bilan : |la suite (W,)nen est décroissante et limy,— o0 Wy, =0 ‘ (b) On considére pour tout n € N, la propriété :
2. Soit n € N. L L H(n): (n+1)(n+2)(n+3). Wy W, = 6.W1.W,
Woni1 = / 21— a2de = / 2 /1 — a2dx e . . .
Jo 0 o Initialisation : si n = 0, cette relation est évidente.
On va procéder & un changement de variables ! o Hérédité : soit n € N un entier fixé tel que H(n) est vraie. Alors
(1) Posons t = 2. 1
(2) La fonction > 2? est <(1]e classe fl S(l]lr [0,1]. (n+2).(n+3).(n+4) Wy Wyp1 = (n+2).(n+3).(n+ 4).2—14.&1@.1/1/”“
z = =
(3) Bornes : Bornes { =1 { f—1 d’aprés la question précédente
(3) du = 2tdt = (n+1)(n+2)(n+3) Wy W,
(4) 2® av/1 — a%de = t"./T— t.5dt = 6.W..W, par HR
(5) La fonction ¢ — t".\/1 —t est continue sur [0, 1].
o Bilan : ‘\m EN, (n+ 1)(n+2)(n+3). Wy W, = 6.W. W, = % ‘

Par CDV,

1
Wang1 = / " /T —tdt
JO
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4. (a) La suite (W,) étant décroissante, on sait déja que Vn € N, Wy, 11 < W,.
De plus, Wy 41 > Wyio = Zil-wn-
Enfin, comme W, est I'intégrale d’une fonction positive, continue, pas identiquement nulle sur [0, 1],

ona W, >0.

Bilan : |[Vn e N, 0 < Z—E.DV,,, < Wy < W,

(b) On en déduit que
n+1 < W1

< <1
n+4 W
et comme lim,,_, Z—ﬂ =1, par encadrement lim,,_, ”‘;’[}:’ =1 donc m
T
Avec le 3.(b), on a alors n®.W?2 ~p_ 400 5 done| Wi ~nosioo ﬁ
5. (a) D’aprés le 3.(a), pour tout k € N, Woyio = %.ng.
Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N,
(2n)! ™
H(n): Wy = ——F——5 . —
() = Wan (2n + 2).227.(n!)2 2

e Initialisation : sin =0, Wy =7 et (2)287'(0,)_,§ = T donc H(0) est vraie.
o Hérédité : soit n € N tel que H(n) est vraie. Alors
Wanrs = 2n+1' (2n)! ™
" 2n 44" (2n +2).227 (n!)2 "2
2n+1)(2n+2) (2n)! T
(2n+2)(2n +4) (2n +2).227.(n!)2 2
(2n +2)! ™
2.(n+1).2n +4).2.(n + 1).227.(n1)2 2
(2n +2)!
(2n 4 4).227+2 ((n + 1)1)2

il
2
donc H(n + 1) est vraie.

e Bilan : |Vn e N, Wy, = %%

(b) Le résultat précédent s’écrit aussi

VT
~n—+o0 .
dn.\/n

2
< n) ~nostoo (204 2)
n

et d’apres le 4.(b), Wa, Alors

yn 2 VT i
' 'ﬂ" .

n 92n
Bilan : ~ e
llan ( n > n—+4oo \/ﬁ

D’aprés le 3.a., Wy, = %ﬂ’zk,z On en déduit le programme Python suivant :

—
o
<

import numpy as np

n=int (input (’Entrer n : ’))

W=np.pi/4. #on définit WO

S=W #on définit SO

for k in range(1l,n+1): #on calcule S1,..., Sn
W=(2xk-1) / (2%k+2) *W
S=S+W

print (W)

print(S)

Si n = 10, on trouve que Si9 ~ 1,307
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