Corrigé du DM n® 1 - pour le mardi 17 septembre

2024

‘ Probléme d’analyse ‘

+o0 2
1 s

On rappelle que la série de terme général — converge et que E — ==
n —n 6

Pour tout réel x € [0, 4+00] et tout entier naturel n, on note :

no_ 1k 1 g2
Sa(z) = % ot f(.q;):/0 litdt

PARTIE I : Etude des variations et des limites de f‘

tCE
Pour tout x € [0, +oo[ et tout ¢ € [0,1], on note g,(t) = 1
1. Soit « € [0;400[. La fonction g, : ¢t — 1‘—:_[ est continue sur [0,1] et donc f(z) =

fo g(t)dt est bien définie.
Donc ‘ f est définie sur [0 ;—&-oo[‘

/mdt n(2)

Ut 1+t—1
D= [ —dt= | ———dt=1-1n(2
£ /01+tdt /o I n(2)

3. Soit (z,y) € [0; +oo[? avec z < y. Alors pour tout ¢ € [0,1], £* > Y. D’ont 4~ > £

puis en intégrant (bornes dans le bon sens 0 < 1), f(z) > f(y )

Bilan : ‘ f est décroissante sur [0; +oo[‘

4. Vx>0,

l+t

1l 4 x+1 1z r1
f(I)Jrf(erl):/ rrt dt:/ t<1+t>dt:/ t””dt:[itl'“]é:
0 0 0 r+1

1+t 1+

Bilan : ‘Vx>0 fl@)+ fla+1) = T+1‘

5. (a) Pour tout # > 1, comme f est décroissante,

flz+1) < f(2)

<f
= fl@)+flz+1) <2 ()Sf(x—1)+f(x)
Lol

8
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1+t7

1
z+1

(b) On en déduit que pour z > 1,

Comme lim,

hInz~>+oo T

f(I) ~ s too i et donc [lim, ;o f(z) =0

Bilan :

_xr
o+1
(T) = 1.

x+1

<2z.f(z) <1

= 1, par encadrement lim, . 22.f(z) = 1 soit aussi

6. Obtention de valeurs approchées de f(z)

Pour tout x € [0, +oco[ et tout n € N*, on note T, ( ZQT( )
n

(a) Soit x € [0; +00[. Nous avons déja dit que la fonction g, est continue sur [0, 1].
On reconnait alors que T,,(z) est une somme de Riemann associée a la fonction
gz, et d’aprés le cours :

(b) def g(x,t):
return (t**x)/(1+t)

lim T,(x)

n—+00

:AgAwﬁ:ﬂ@

n=int (input ("Entrer un entier n>0 : "))
x=float (input ("Entrer un réel x positif : "))
T=0

for k in range(1l,n+1):
T=T+g(x,k/n)

T=(1/n)*T

print("T_n=",T)

‘PARTIE II : f comme somme d’une série convergente

1. Soit x un réel positif fixé.

(a) Vn €N, Vt € [0, +00],

n

Z(*l)ktkurz

k=0

=

n

. Z(ft)k

k=0

1—(=t)"*!
%car 1+t#0

+ tn+1+1
—_1)"
VT

(b) En intégrant avec t entre 0 et 1 dans cette égalité, les fonctions étant toutes
continues :

N. Marconnet -

n

k=0

3

& ) (=

(z) =

§’3T

=

Lycée Saint Just

1k

0

1
k+xz+1

. lk+ 1 t 1tn+1+1'
—1)". "t = —dt 1" dt
S [ [ o [

= f@)+ (1" fw+n+ 1)

fl@)+(=D)"f(n+1+x)

2
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Bilan : ‘S z) = f(z)+ (-1)" (n+1+x)‘

(=
(c) Pour tout n € N, |(=1)".f(n+1+z)| = f(n+1+x), et comme lim,,_,, f(n+
1+ ) = limy_,, o f(t) = 0, par encadrement lim, , . (=1)"f(n + 1+ ) = 0.
Dot limy, 400 Sn(2) = f(2).

. +oo ( 1) k
Bilan : |la série de terme general Ty converge et ; Trarl

= f(z)

2. Cas particuliers
(a) On remarque que pour tout n € N*,

n ~1 k n+1 —1 i—1
$:(0) :; (k+)1 :Z( i)

i=

S, (0) est donc une somme partielle de la série harmonique alternée. On déduit
alors du résultat du I1.2. que la série harmonique alternée est convergente et

que
too n—1
-1
> S o) = mie)
n
n=1
) £G) = Jy 1+tdf
1) Posons t = u
2) La fonction u — u? est de classe C! sur [0, 1].

5 I\J{tdt 1@ 2udu = 124:” sdu.

2u

W

2)

(3)130rncs:{Zi(1J %{izé
(4) dt = 2u.du

()

(6)

6) La fonction u

5 est bien continue sur [0, 1].

Par changement de variables,

1 1oog2 4w -1
) = du = 2. —d
f(2) /0 T+a2 /0 Tt

1 S
= 24/0 1du — 2./0 mdu =2 — 2.[Arctan(u)]}

Il
o

I
N

I

Il
o

I

ol

Bilan: |f(3)=2-1%

3. Etude de la continuité de f sur [0, +oo|

(a) Pour tout (z,y) € R2,

1 B 1 k1t y—(k+142)
k+l+z k+1+y (k+1+z)k+1+vy)
_ lz —yl
(k+14z)(k+1+y)
|z —yl
S e
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car (k+1+2)(k+1+y) > k%
(b) Pour tout (z,y) € (R)?,

k
f(r)ff(y) = Zk+x+17;k’+y+1

k=0 0
D IS L
P “k+ax+l k+y+1

1 1 = 1 1
= ———+ ) (=D~ -
r+1 y+1 kz:;( ) (k+x+1 k+y+1)

en sortant le terme en k = 0 de la somme. Par inégalité triangulaire, on a alors

+o00

1 1 1 1
) — < _ _
@) —fwl < 15 y+1|+k§|k:+x+l Py

lz -yl
(x+1)(y+1)

Ceci est autorisé car les séries sont convergentes
+oo

+oo
1, .
+ Z |z — y|ﬁ d’aprés la question précédente
k=1

1 1
< bl 2w
< 1 w2
< P n T

d’apreés le résultat rappelé au début du probléme.

Bilan : |V(z,y) € (R})®, |f(z) — f(y)| < |z — o] (m + %)

(c) Soit xg € [0; +o00]. D’aprés le résultat précédent, pour tout = € [0; +oo],

2

1 s
z)— flzo)| L |z —= <7+—>
Comme lim,_, ., |z — 0| (m + %2) =0, par encadrement lim,_,,, f(z) =

f (o).

Par conséquent, f est continue en xg.
Ceci étant vrai pour tout zy € [0; 40|, ‘ f est continue sur [0; +oo[‘

_1\k
4. Pour k € N, on considére la fonction 6y : u — k( +11)+u

(a) Soit k € N. La fonction 6, est une fraction rationnelle définie sur [0; +oof, elle
est donc de classe C? sur [0; +oc[. Pour tout u € R, :

) = (D ) = oty = (DL 1)
k Yokl w? T (k1 +u)?
; 2
0 (u) = (—1)F1.(=2).(k+1 B (=) ———
) = (GO 1) = () s
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(b) Soit k € N*. Pour tout u € Ry,
|65 (u)| =

Soit z € Ry et h tel que h > x. Alors z

2 2

e
(k+1+up &

+h € R. D’apres l'inégalité de Taylor-

Lagrange, appliquée a la fonction 6, avec a = x et b = x + h, qui appartiennent

bien & Ry, on a

_ )2
002 + 1) — 0u(2) — (x + h — 2).8,(x)] < %W
et on obtient bien
Vk e N*, Vx e Ry, Vh > 6 h)—0 ho, < A
€N, Vo € Ry, Vh = —x, [04(x + h) — O4(x) — ho}(2)] =

. 1 . . . .
5. La série E —5 est une série de Riemann qui converge bien car 3 > 1.

ken+
Soit u € Ry. Pour tout k& € N*,

, 1
161, (w)| <

(k+1

1
+u)? S

Par critére de majoration, la série >, ., 0} (u) est absolument convergente, elle est

donc convergente.

6. Dérivabilité de f sur [0, +-o00]

(a) Pour tout z € Ry , h >

) —h. ZG/ =

—x et n e N,

|Sp(z + h) —

IN

<

En sortant le terme en £ = 0 de la som
Comme 6y(z) = 1417 et O(z) =

|6o(2 + 1) — bo(x) — h.by(x)] =

k=0

k=0

r) = h. Y O]
k=0

D16k + 1) = bi(z) — h.b ()]
k=0
par linéarité de la somme et inégalité triangulaire

h2
|00( + h) — Op(z) — h.6O)(x \+Z|‘

me et en utilisant I'inégalité ci-dessus.

1 .
T (1ra)Z

1 1 h
‘:1;+}1,+1_:1;+1+(1+:1;)2
—h h
‘(1+:1;+h)(:1;+1) +(1+:1;)2‘

Bl 1 _ 1
""(1+m+h)(1+x) 1+ 2)2

en remplacant dans 'inégalité ci-dessus, on obtient bien : pour tout x € R, |

h>—xzetnéeN
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|Sn(z 4+ h) — Sy(z) —h 01.(x)] < |h| m (1+T)2 + Ry
(b) Les séries étant toutes convergentes, on obtient en passant a la limite quand
n — +00:
1
h)— —h. Y O.(z)] < |h
o=t S0 < Wy | O
puis en divisant par h, avec h > —xz et h # 0 :
flz+ h 1 =1
EASEU/ANTA ) A — hl. —
Zk ‘1+I+h)(1+1’) i+ 2+|“;k3
Comme limy,_, ‘m (Hz)g + |h]. Zk ki = 0, par encadrement on

~

obtient que limy_,q M

PO ACHE

1)Ic+1

Bilan : | f est dérivable sur [0, +oo[ et Vo > 0, f'(z) = 335 (k+1+z

On revient sur une question moins ardue...
De fagon classique, on sépare les termes d’indices pairs et impairs.

1)21+1 n 1
2i +1)2 +Z ‘2+22+ E;W

2n+ 1 k 2n+1 n

Z

M

/.\/_\

k=1 i=1
n n n n
1 1 1 1
T L irp ; @2 " ; it 1) *; 2i)
n 1
_ ey
2
— (2i)
11
- 13k
i=1
Bilan : |Vn e N, Yt & CUF 1 pr L
(d) En passant a la limite quand n — +oo dans cette relation :
X (—1)k IR R
~ k26 6 12
D’ou N N
e AURE A 12
7‘,2
Bilan : | f'(0) = -5
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