3. (a) Soit k € N.

C 06 de I’ : d’entrai td’ ] (1) Posons u = In(t)
orrige de L exercice d entralnemern analyse (2) La fonction ¢ — In(t) est de classe C! sur [1,2] (et strictement croissante)
(3) Bornes : { ii? — { Zi i)n(?)
. . A ) . 2 . . 4 = =
‘Exermce : étude d’une fonction définie par une 1ntegrale‘ (4) du = Ldt et comme t = e*, dt = e*du
- - P (5) (In(t))* dt = u*.e*du
‘Partle A. Etude d’une suite d’mtegrales‘ (6) u > uF.* est continue sur [0, 1n(2)].

— 2 n
On note, pour tout n €N, I, = fl (In(t))" dt. Par changement de variables, on a bien

1. (a) Pour tout n € N, la fonction ¢ — (In(t))™ est continue sur [1,2], donc I, existe.

2
1

L= /2 In(t)dt = [tIn(t) — ] =2In(2) =2+ 1=2In(2) — 1

‘ I, :foln(z) uk.evdu ‘

=

On en déduit que

S
k=0

In(2) n
/ ev. Z uFdu par linéarité de l'intégrale
0

k=0
@) gyl
Remarque : retenir que ¢ — In(¢) a pour primitive ¢ — ¢1n(t) — ¢ = / ezﬂﬁdu
o —u
(b) Pour tout n € N, pour tout ¢ € [1,2], @) Lu In(2) 1 pu
= / du — / T, du
1<t <2=0<In()<In(2) <1 o l-u 0 —u
D’ou
puisque In(2) ~ 0, 7. Donc (In(t))"™ < (In(¢))". D’olt en intégrant (avec 1 < 2); - @) gu In(2) g+l gu
I,+1 < I,. La suite (I,)nen est donc décroissante. De plus, pour tout n € N, ‘Zlk - /0 1_ udu| = /0 1—u dul
I,, > 0 par positivité de I'intégrale (avec 1 < 2). Etant décroissante et minorée ) ) k=0
par 0, la suite (I,,)nen est convergente. Puis ensuite :
Enfin, pour tout n € N, comme (In(¢))” < (In(2))", en intégrant on obtient que In(2) e+l gu n(2) |, ntlet . ‘ . .
1 du| < | T |du par inégalité triangulaire
0 —u 0 —u

0<1I, < /1 2(ln(2))"dt = (In(2))"

IN

In(2) untl et
/ du car tout est positif
0 1-u

Comme [In(2)] <1, imn-,o(In(2))" = 0, donc par encadrement [ty yoc In = Pour tout u € [0,1n(2)], on a e* < @ =2 L < L __ ot ¢! < (In(2))"+L.

0. X 1-u — 1-In(2)
D’ou
) . . . . un+1‘eu - 2 (11](2))n+1
Bilan : ‘la suite (I,)nen est décroissante et lim,, 1o I,, = 0‘ —u =7 1-@)
2. Posons puis en intégrant (avec 0 < In(2)) :
u(t) = (In(t))"+? w(t) = (n+1).2.(In(?))"
{2 Slew=t Y G i
———du . u = 2.
In(2) 1—u - 1—1In(2 1—1In(2
Les fonctions u et v sont de classe C! sur [1,2]. On peut donc procéder a une IPP. n(2) “ 0 ( n(2)) ( n(2))
2 . - @) gu (In(2))"*2
]n+1 — [t.(hl(t))nJrlﬁ _ (Tl + 1)_ /l (lll(t))ndf — 2_(111(2))n+1 _ (TL + 1)~[n Bilan : pour tout n € N7 |;]k — /0 1_ udu| < 2. (1 — IH(Q))

—
(]
~

Comme |In(2)] < 1, on a lim,;0(In(2))"™ = 0. D’oi par encadrement,

. n In(2) eu
mgyoo D opo Lo = fy 15 du.

On a donc bien

Ly = [t.((0)™ ']} = (n+1). [{(In()"dt = 2.(In(2))""" = (n+1).I,

400 In(2) el
Bilan : |la série ), ., [x est convergente et S = Z I, = / 1 —du
> —u
k=0 0
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(d) D’apres ce qui précede, la suite (3_)_, Ix) fournit une suite d’approximations de (b) On travaille de proche en proche. Pour tout (zy,zs) € [0; +00[?,
I'intégrale A. Voici donc un programme Python qui convient :

2
import numpy as np |Gn(z2) — Gula1)| = | ln )" In(z + ) dt */ (In(£))". In(z1 + ¢) dt|

I=1 1

5=1 < | / (In(t))™.(In(ze + t). In(xy + t)) dt| par linéarité de I'intégrale
n=0

while 2*((np.log(2))**(n+2)))/(1-np.log(2)) > 1/100:
I=2x%(np.log(2))**(n+1) - (n+1)*I
n=n+1 et avec In(¢)" >0

N
=
:

/ (In(t))".] 111(.7,2 +t).In(zy + t)| dt par inégalité triangulaire,
1

A

S=5+I
print("Valeur approchée de A:", S) < wg — ). / (In(t))"dt

A

On obtient A ~ 1.82 & 1072 prés. |xe — 1|1

Bilan :
Partie B. Etude d’une suite de fonctions définies par des intégrales A

V{1, 22) € [0: 400, [Gn(ra) = Gn(an)| < Lo fa — ]|

On considére pour tout n € N, la fonction G, telle que

—
¢
~

Trés tres classique !!!
Soit xy € [0; +00[. D’apres I'inégalité précédente, pour tout x € [0; +oo],

2
Va € [0;+o0], Gu(x) = / (In(6)" In(z + 1) dt
' |G () = Go(0)| < .| — o)
4. Soit n € N un entier qui est fixé dans cette question.
Soit & € [0;+o00[. La fonction ¢ — (In(¢))".In(x + t) est continue sur [1,2], donc
l'intégrale flz(ln(t))". In(z +t) dt est bien définie et G,,(z) existe.
Finalement, comme pour tout @ € [0; +oc[, G,(z) existe, on peut dire que G,, est
bien définie sur [0;+o0].

Comme lim,_,,, I,.|z — zo| = 0, par encadrement on a lim,_,,, G, (z) = Gy (o).
On en déduit que G, est continue en o, et ceci quel que soit xy € [0; +00].

Bilan : ‘Gn est continue sur [0; +oo[‘

6. Soit n € N. Pour tout z € [0;+o0], pour tout ¢t € [1,2], In(z + ¢) > In(z),

Pour tqut (z,y) € [0; +OO.[2 avec T ‘S\yv pour tout ¢ € [1,2], on a In(z +1) < In(y +1) d’ou In(¢)". In(z + t) > In(¢)".In(x). D’on par croissance de l'intégrale (1 < 2):
par croissance de la fonction In. D’ou Gn(z) > In(z).l,. Comme lim, , . In(z).l, = 400, on trouve finalement que
(In(t))™. In(z + t) < (In(¢))"™ In(y + ¢) ‘ im0 Ga(2) = +oo‘

puis en intégrant avec les bornes dans le bon sens, G, (z) < G,(y).

Bilan : ‘la fonction G,, est définie sur [0; +-o0[ et croissante sur cet intcrvallc‘

5. Soit n € N.

(a) La fonction In est dérivable sur [1; 400, et Va € [1;+o00[, |In(z)] =[] < 1. On
en déduit d’aprés I'inégalité des accroissements finis que :
pour tout (a,b) € [1;400], |In(a) — In(d)| < |a — b|.
Soit (w1, m2) € [0;+00[% et t € [1,2]. En appliquant le résultat précédent avec
a=xy+tetb=ux +t, qui appartiennent bien a [1; 400 :

[ In(ze +t) — In(zy + 1) < [(x2 + 1) — (21 + 1) = |22 — 21

Bilan : ‘V(xl,xg) € [0;+00%, Vt € [1,2], |In(ze + t) — In(zy + 1)| < |zg — 24] ‘
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